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UNE APPROCHE STATISTIQUE UNIQUE POUR L’ANALYSE
DES MELANGES ET LA DETECTION DES MODES

EN CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

J.G. POSTAI RE

Centre d’Automatique
Université de Lille 1

59655 Villeneuve d’Ascq Cedex

RESUME

Cet article présente une approche statistique globale et cohérente de différents pro-
blèmes de classification automatique. On montre comment l’analyse locale de la convexité
des fonctions de densité de probabilité permet d’aborder, avec les mêmes outils mathéma-
tiques, des aspects aussi différents de la classification non supervisée que la recherche des
groupements par détection des modes et l’optimisation de la classification par identification
des mélanges.

Deux algorithmes sont proposés pour chacun de ces problèmes. L’un est destiné aux
grands échantillons, l’autre aux échantillons de taille réduite. L’accent est porté sur la

comparaison des performances et des domaines d’application de ces quatre procédures dont
les comportements sont analysés sur des données artificielles.

Dans tous les cas, la classification est obtenue uniquement à partir de l’information
apportée par les observations non étiquetées de l’échantillon disponible. La variété des
conditions d’utilisation et des hypothèses d’application de l’approche proposée permet une
réponse souple et adaptée aux nombreuses exigences des problèmes de classification automa-
tique non supervisée.

1. INTRODUCTION

La classification automatique apparaît encore trop souvent comme un arsenal
de méthodes qui n’ont en commun que leur finalité et qui font appel à autant de
notions mathématiques et de concepts scientifiques qu’il existe d’algorithmes.
L’utilisateur le plus averti reste souvent perplexe devant le foisonnement des tech-
niques qui permettent d’identifier les classes en présence dans un ensemble de
données multidimensionnelles. Selon le nombre d’observations à classer et la dimen-
sion des données, selon la possibilité d’utiliser un modèle paramètrique et compte
tenu des informations dont il dispose a priori, l’analyste doit choisir une stratégie
parmi un ensemble de méthodes très diverses et souvent peu comparables, chacune
ayant ses points forts et ses faiblesses.

Ce manque de cohérence et d’unité apparaît surtout en classification non
supervisée, c’est-à-dire lorsqu’il s’agit d’identifier les classes en présence dans un
échantillon à partir de la seule information qui peut être extraite des observations
à classer. Ce type de situation correspond à des démarches exploratoires où on ne
dispose d’aucune information a priori sur les données à classer, ne serait-ce que sous
la forme de quelques prototypes. Très souvent, au début de l’analyse, on ne connait
même pas le nombre de classes en présence.
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Certaines méthodes de classification non supervisée sont basées sur des

concepts de distance [1-6] tandis que d’autres se réfèrent à des notions statis-

tiques [7-11 ]. Si certains algorithmes sont totalement heuristiques [ 12-14], d’autres
se veulent optimaux en ce sens qu’ils minimisent un critère [ 1-2, 5, 15-16]. Il faut
même noter que certaines méthodes, qui semblent au premier abord apparentées
aux approches statistiques, ne font en fait référence à des notions de corrélation
et de variance que pour définir un critère algébrique à extrèmiser. Il ne s’agit
alors que d’une généralisation de la notion de distance [5, 17-18].

Malgré cette grande diversité d’approches dont les références citées ne
donnent qu’un aperçu incomplet et limité, il n’existe aucune méthode permet-
tant d’optimiser une classification non supervisée au sens de la minimisation du
taux d’erreur, c’est-à-dire au sens de la théorie de la décision.

Face à cette profusion de méthodes qui masque certaines lacunes, nous
avons tenté de résoudre les problèmes classiques de classification non supervisée
par une approche unique et cohérente. Le principal but de cet article est de montrer
comment l’utilisation du concept de convexité permet de regrouper différents
aspects de la classification automatique sous une même théorie unificatrice.

L’approche proposée apporte une solution au problème classique de la
recherche des groupements (clustering) lorsqu’on n’émet aucune hypothèse parti-
culière sur la nature statistique de la distribution des données à classer. Mais elle
permet également d’optimiser une classification par minimisation du taux d’erreur.
Cette possibilité était jusqu’à présent réservée à des problèmes particuliers, avec
un nombre réduit de classes [ 19-20], ou une connaissance a priori de certains para-
mètres [21-24] ou encore avec des hypothèses restrictives [25-28]. L’optimisation
dans le cas très général de la classification non supervisée sans hypothèses restric-
tives a été obtenue grâce à une méthode d’identification des mélanges basée sur
l’analyse de la convexité des fonctions de densité de probabilité. Nous verrons
également comment analyser, par la même approche, des données de faible dimen-
sion comme des données de dimension élevée, que l’on dispose de petits échan-
tillons ou d’échantillons de taille importante.

Cet article est un essai de synthèse de différents travaux publiés séparément.
L’accent est donc mis sur les grandes lignes de l’approche et les aspects fondamen-
taux de la démarche. Le lecteur intéressé trouvera dans la bibliographie des réfé-
rences d’articles détaillés portant aussi bien sur les fondements théoriques de la
méthodologie que sur les aspects pratiques de son implantation sur calculateur
numérique.

Les résultats présentés reposent sur la mise au point d’un test qui permet de
connaître localement le sens de la convexité de la fonction de densité sous-jacente
à une distribution d’observations multidimensionnelles (section 2). On montre
comment la description des fonction de densité en termes de convexité permet
de proposer un schéma pour l’identification des mélanges gaussiens (section 3).
Mais l’utilisation du test de convexité ne pouvant être envisagée que pour des
échantillons relativement importants, une variante de cette méthode d’identifica-
tion des mélanges est proposée pour les petits échantillons. Le schéma directeur
est conservé, mais l’analyse de la convexité de la fonction de densité multivariable
est remplacée par l’analyse de la convexité de ses densités marginales (section 4).

Quelle que soit la taille de l’échantillon disponible et la dimension du pro--
blème, on peut donc, en acceptant l’hypothèse normale, optimiser une classifica-
tion sur la base de l’identification du mélange sous-jacent (section 5). Mais dans
le cas où l’on estime devoir s’affanchir de cette hypothèse, il est encore possible
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de regrouper les observations après avoir détecté les modes de la fonction de densité
sous-jacente grâce à l’analyse de sa convexité ou de celle de ses densité marginales
(section 6).

De nombreux exemples permettent de juger les performances de la procé-
dure d’optimisation ainsi que celles de la méthode de recherche des groupements
pour des échantillons de taille et de dimension variées. Ils montrent l’intérêt de cette
nouvelle approche qui apporte une réponse souple et adaptée aux exigences des
problèmes de classification non supervisée.

2. CONVEXITE DES FONCTIONS DE DENSITE

Nous verrons dans cet article que la détermination de la convexité des fonc-
tions de densité de probabilité apparaît comme une approche intéressante des pro-
blèmes de classification automatique. Usuellement, on dit qu’une fonction f(X)
est convexe sur un domaine convexe D de R" si :

quels que soient Xl, X2 E D et A E [0, 1]. Or les fonctions de densité ne sont
généralement connues dans les problèmes de classification que sous la forme d’une
estimation explicite, obtenue à partir des observations disponibles. La définition
classique est donc mal adaptée à la détermination de la convexité de ces fonctions
dont on ne connait pas l’expression analytique. En effet, cette définition fait appel
à une notion globale, en ce sens que l’inégalité (1) doit être vérifiée pour tout
couple de points X 1, X2 appartenant au domaine sur lequel la fonction est convexe.
Lorsqu’on ne dispose pas de la forme analytique de la fonction étudiée, il est dif-
ficile d’utiliser cette définition globale pour analyser sa convexité.

, Pour pallier cette difficulté, nous proposons une méthode qui consiste à tester
localement (ou point par point) le sens de la convexité des fonctions multivariables.
Cette analyse fait appel à une notion de convexité en un point que nous définissons
comme suit :

Une fonction f(X) est dite "localement convexe" au point X s’il existe un
voisinage de X convexe sur lequel la fonction f (X) est convexe. La détermination
de la convexité d’une fonction en un point X peut alors être envisagée à partir
de l’analyse des variations de sa valeur moyenne :

calculée sur des domaines D appropriés, centrés en X et de volume V(D) variable.
Ces domaines, appelés "domaines d’observation", sont obtenus à partir d’un
domaine de référence, centré en X et symétrique par rapport à son centre, par une
homothétie de centre X (cf. Fig. 1). On montre alors que si f(X) est localement
convexe en un point, la valeur moyenne de f(X) calculée sur les domaines d’obser-
vation ainsi définis est une fonction croissante de la taille de ces domaines. Le
sens de variation est opposé dans le cas concave [29].
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Cette relation simple entre le sens de variation de la valeur moyenne de la
fonction calculée sur des domaines d’observation de taille croissante et le sens de la
convexité de la fonction au point où sont centrés les domaines est aisément exploi-
table dans le contexte de la classification automatique. Partant d’un ensemble
d’observations multidimensionnelles, il est en effet maintenant possible de tester
le sens de la convexité de la fonction de densité sous-jacente.

En tout point X où on désire effectuer ce test, on estime d’abord f(X)
par la méthode de ROSENBLATT-PARZEN sous la forme :

où k est le nombre d’observations de l’échantillon disponible de taille q situées
dans le domaine D centré en X et de volume V(D). La taille du domaine D est
ajustée en fonction du nombre q d’observations afin d’assurer la convergence en
moyenne quadratique de l’estimateur.

f(X) est considérée comme la valeur limite de la valeur moyenne de f(X)
calculée sur des domaines d’observation centrés en X lorsque leur taille tend vers
zéro. Pour connaître le sens de variation de cette valeur moyenne lorsque la taille
des domaines d’observation augmente, il suffit d’estimer la valeur moyenne
p [f(X), D] de f(X) sur un domaine D’ de taille légèrement supérieure à celle de
D sous la forme :

k’ étant le nombre d’observations de l’échantillon situées dans le domaine D’.

Si:

on conclut que la valeur moyenne de f(X) est une fonction croissante de la taille
des domaines d’observation sur lesquels elle est calculée. La fonction f(X) est
alors localement convexe en X. Dans le cas contraire, on conclut qu’elle est locale-
ment concave en X.

Une des principales critiques faites à la méthode d’estimation des fonctions
de densité de ROSENBLATT-PARZEN utilisée dans le test de convexité décrit ci-
dessus est que son utilisation demeure limitée à des problèmes de faible dimension.
Or le test de convexité proposé nécessite deux foix plus de calculs que l’estimation
des fonctions de densité, puisqu’en chaque point il faut d’abord estimer la fonc-
tion elle-même, puis sa valeur moyenne sur un domaine d’observation.

Il serait donc irréaliste d’envisager l’utilisation de ce test sans disposer d’une
procédure permettant d’accélérer la mise en oeuvre de la méthode d’estimation de
ROSENBLATT-PARZEN. C’est pourquoi nous avons mis au point un algorithme
rapide d’estimation utilisant. le noyau cubique [30]. A titre d’exemple, pour un
problème à 6 dimensions avec un échantillon de 1 000 observations, cet algorithme
permet d’estimer la fonction de densité sous-jacente environ 10 000 fois plus vite
que l’algorithme conventionnel. Utilisé pour tester le sens de la convexité locale des
fonctions de densité à partir des observations, cet algorithme permet de traiter
des problèmes de forte dimension en des temps tout à fait raisonnables.

Il faut toutefois garder à l’esprit le fait que l’application de cette procédure
ne permet de déterminer le sens de la convexité locale de la fonction analysée

Revue de Statistique Appliquée, 1983, vol. XXXI, n° 4



21

que si celle-ci est définie au voisinage des points de test. C’est pourquoi nous allons
maintenant examiner les propriétés de convexité des fonctions de densité nor-
males, souvent proposées comme modèles paramètriques dans les problèmes de
classification automatique.

3. IDENTIFICATION DES MELANGES GAUSSIENS PAR ANALYSE MUL-
TIVARIABLE

3.1. Détermination des paramètres d’une distribution normale par analyse de la
convexité de sa fonction de densité

En étudiant le signe du HESSIEN (*) d’une fonction de densité normale

d’expression :

on peut montrer que celle-ci est concave à l’intérieur d’un hyperellipsoïde d’équa-
tion :

et que sa concavité n’est pas définie à l’extérieur de ce domaine appelé "domaine
de concavité" de p(X) [ 31 ] .

L’analyse des propriétés géométriques de cet hyperellipsoïde montre que ses
axes principaux ont la direction des vecteurs propres de l’inverse de la matrice
de covariance S. De plus, les demi-longueurs de ces axes ne sont autres que les
valeurs propres de la matrice E-1. (cf. Fig. 2).

Le test de convexité présenté au paragraphe précédent permet donc de pro-
poser une nouvelle méthode d’identification des paramètres d’une distribution
normale à partir d’un échantillon. Le schéma directeur est le suivant :

a) Déterminer, point par point et à partir des observations disponibles, le
domaine où la fonction de. densité sous-jacente est concave.

b) Modéliser ce domaine par un hyperellipsoïde dont on détermine les direc-
tions principales et la longueur des axes principauxo

c) Le centre de l’hyperellipsoïde indique le vecteur moyenne X de la distri-
bution. La direction et la longueur des axes principaux indiquent les vecteurs

propres et valeurs propres de la matrice L-l. Le calcul de la matrice de covariance
est donc immédiat.

La procédure a) est réalisée en appliquant le test de convexité à tous les
points d’un réseau hypercubique. Lorsque le test indique que la fonction p(x)

(*) Rappelons que les éléments Pi,j(X) du HESSIEN de p(X) sont de la forme :

avec:
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Figure 1. - Domaines d’observation sphériques
dans un espace à trois dimensions /

Figure 2. - Propriétés géométriques du
"domaine de concavité" de la fonction
de densité d’une distribution normale

à deux dimensions.

CARRES A CONVEXITE NEGATIVE

CARRES A CONVEXITE NEGATIVE MATERIALISANT
LE DOMAINE DE CONCAVITE

DOMAINE DE CONCAVITE

Figure 3. - Résultat du test de convexité appliqué à une distribution
normale d’observations bidimensionnelles.
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est convexe en un point, on dit que ce point a une convexité positive, par oppo-
sition aux points à convexité négative où le test indique que la fonction est concave.

Tous les points du réseau situés à l’intérieur du domaine de concavité de
p(X) seront des points à convexité négative. Par contre à l’extérieur de ce do-
maine, la convexité de la fonction n’étant pas définie, le test de convexité fera

apparaître indifféremment des points à convexité négative et positive (cf. Fig. 3).
Une simple procédure d’agrégation, portant sur les points à convexité négative,
permet donc d’isoler par chaînage les points adjacents matérialisant le domaine
de concavité de la fonction.

Une technique de calcul apparentée à la recherche de l’ellipsoïde d’inertie
d’un solide permet alors de déterminer les axes principaux du domaine matérialisé
par les points isolés par la procédure d’agrégation. La détermination des para-
mètres de la distribution est alors immédiate.

La détermination, à partir des observations, du domaine à l’intérieur duquel
une fonction de densité est concave permet donc de calculer des valeurs approchées
du vecteur moyenne et de la matrice de covariance d’une distribution normale.
Si l’intérêt de cette nouvelle approche pour l’identification d’une distribution

unique reste très limité, il n’en est pas de même pour ce qui est de l’analyse des
mélanges gaussiens qui a motivé cette étude.

3.2. Identification des mélanges gaussiens par analyse de la convexité des fonc-
tions de densité

On s’intéresse maintenant à des observations dont la distribution peut être
décrite par un mélange gaussien de fonction de densité :

où p(X 1 Ck), k = 1, 2, ... , k sont les fonctions de densité de chacune des classes
en présence et où P(C,,) , k = 1, 2, ... , k sont les probabilités a priori de ces
composantes.

Il est d’usage, en classification automatique, de supposer qu’il existe une
correspondance bijective entre les modes de f(X) et les classes en présence [7].
Qui plus est, nous verrons sur des exemples que les degrés de chevauchement
entre composantes couramment rencontrés en pratique permettent d’assimiler,
avec une très bonne approximation, les domaines de concavité des mélanges à
ceux de leurs composantes. Le test de convexité permet de déterminer les do-
maines de concavité d’un mélange à partir des observations. En suivant le schéma
directeur présenté au paragraphe précédent pour chacune des composantes ainsi
mise en évidence, il devient alors possible d’obtenir des valeurs approchées du
vecteur moyenne et de la matrice de covariance de chaque classe. Les seuls para-
mètres restant à déterminer pour identifier complètement les mélanges sont les
probabilités a priori des différentes classes. Il est aisé de montrer qu’elles sont
sensiblement proportionnelles au nombre d’observations situées à l’intérieur des
domaines de concavité associés aux classes mises en évidence.

L’identification d’un mélange d’un nombre inconnu de composantes peut
donc être entreprise selon le schéma directeur suivant [31 ] :

a) Déterminer point par point et à partir des observations disponibles les
domaines de concavité de la fonction de densité sous-jacente.
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b) Modéliser ces domaines par des hyperellipsoïdes.
c) A partir des caractéristiques géométriques de ces hyperellipsoïdes, déter-

miner des valeurs approchées des vecteurs moyenne et matrices de covariance de
chacune des classes mises en évidence.

d) Dénombrer le nombre d’observations situées à l’intérieur de chaque
domaine de concavité pour calculer les probabilités a priori des classes consti-
tuant le mélange.

4. IDENTIFICATION DES MELANGES GAUSSIENS PAR ANALYSE MONO-
VARIABLE

Le test de convexité qui permet de connaître le sens de la convexité des
fonctions de densité multivariables repose sur une technique d’estimation non
paramètrique qui nécessite un nombre d’observations disponibles d’autant plus
important que la dimension des données est élevée. Pour les échantillons trop
petits pour permettre l’utilisation de ce test, on utilise une variante de la méthode
précédente qui repose sur l’analyse de la convexité des densités marginales des
fonctions de densité multivariables dont l’estimation ne pose pas de problème,
même avec des échantillons de taille très réduite [32].

Sous l’hypothèse d’indépendance des variables, il est aisé de montrer que
les densités marginales d’une fonction normale présentent des segments concaves
qui sont les projections du domaine de concavité sur les axes. L’analyse de la
convexité des densités marginales d’un mélange gaussien estimées à partir des obser-
vations indiquent donc les projections sur les axes des domaines de concavité des
composantes. Le produit euclidien de ces segments permet ensuite de reconstituer
des domaines hyperparallélépipédiques dont certains, appelés "domaines caracté-
ristiques", définissent les composantes du mélange. D’autres, artificiellement
introduits par le produit euclidien, sont facilement rejetés du fait qu’ils ne contien-
nent que très peu d’observations (cf. Fig. 4).

Les centres des domaines caractéristiques retenus indiquent les vecteurs

moyenne des composantes mises en évidence ; leurs dimensions dans les différentes
directions indiquent les éléments diagonaux des matrices de covariance. Comme

Figure 4. - Détermination des "domaines caractéristiques" d’un mélange gaussien à partir
des segments concaves de ses fonctions de densité marginales.
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précédemment, le dénombrement des observations situées à l’intérieur de chacun
de ces domaines permet de calculer les probabilités a priori des différentes classes.
Le schéma directeur de cette méthode d’identification des mélanges est alors le
suivant [33] :

a) Estimer les densités marginales de la distribution des observations dispo-
nibles et en déterminer les segments concaves.

b) Déterminer les domaines caractéristiques des composantes par le produit
euclidien de ces segments concaves.

c) A partir des caractéristiques géométriques de ces domaines, déterminer
les valeurs des vecteurs moyenne et des matrices de covariance des classes mises
en évidence.

d) Dénombrer le nombre d’observations situées à l’intérieur de chaque
domaine caractéristique pour calculer les probabilités a priori des classes consti-
tuant le mélange.

5. OPTIMISATION DU PROCESSUS DE CLASSIFICATION

A ce stade, nous disposons de deux méthodes d’analyse des mélanges gaus-
siens, l’une destinée à de grands échantillons de taille relativement réduite, l’autre
mieux adaptée aux petits échantillons, même de dimension élevée.

L’identification du mélange dont sont supposées extraites les observations
à classer permet d’envisager une classification optimale puisque l’on dispose de
valeurs approchées de tous les paramètres nécessaires au calcul des fonctions de
décision classiques :

En affectant une observation X à la classe Ck telle que :

on est assuré de minimiser le risque d’erreur en ce sens qu’aucune autre procédure
ne peut conduire à un taux d’erreur plus petit. La différence entre le taux d’erreur
minimum théorique et le taux d’erreur effectif dépend du degré d’approximation
des valeurs des paramètres des mélanges obtenues par les méthodes proposées [34].

Nous présentons maintenant quelques exemples de classification sur des
données générées artificiellement qui permettent de juger de la qualité de ces ap-
proximations. Nous commencerons par trois exemples bi-dimensionnels qui peuvent
être aisément visualisés.

Exemple 1 : Les données du premier exemple, représentées figure Sa, sont issues
d’un mélange de trois classes sphériques équiprobables dont les paramètres sont
consignés dans le tableau la. Les deux méthodes d’analyse des mélanges ont été
appliquées à ces données et les valeurs approchées des paramètres des classes ainsi
obtenues figurent également dans ce tableau. Pour les deux méthodes exposées
ci-dessus, le taux d’erreur de la classification basée sur ces valeurs approchées reste
très proche du taux d’erreur théorique optimal.
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a) exemple 1,

b) exemple 2,
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c) exemple 3.

Figure 5. - Représentation graphique des échantillons bidimensionnels utilisés
pour illustrer la procédure d’optimisation.

Exemple 2 : Le second exemple, représenté figure Sb et dont les caractéristiques
sont indiquées au tableau 1 b est destiné à mettre en évidence les possibilités d’ana-
lyse de mélanges de classes non sphériques, avec des probabilités a priori diffé-
rentes. Ici encore, les valeurs approchées des paramètres obtenues par les deux
méthodes d’analyse des mélanges permettent de classer les données avec des taux
d’erreur très proches du taux théorique minimum. La différence entre le taux
d’erreur effectif et le taux optimal correspond à seulement 3 observations mal
classées sur un total de 300 pour la méthode d’analyse multivariable et à 5 obser-
vations pour la méthode d’analyse monovariable.

Exemple 3: Le troisième exemple, représenté figure 5c, est destiné à montrer
les possibilités d’analyse des mélanges de composantes ayant des matrices de cova-
riance non diagonales. La méthode d’analyse monovariable étant réservée aux cas
où les variables sont indépendantes, il ne sera traité que par la méthode d’analyse
multivariable. Les paramètres du mélange et leurs valeurs approchées ainsi obtenues
sont donnés dans le tableau 1 c. Encore une fois, le taux d’erreur de la classification
reste très proche de la valeur optimale.

Pour des données de dimension plus élevée, le comportement des deux pro-
cédures reste très semblable à celui décrit dans ces exemples bi-dimensionnels.
Le tableau 2 indique quelques résultats pour des données multidimensionnelles
avec des degrés de chevauchement entre classes variables. Ces résultats sont encore
très satisfaisants, mais ce qu’il convient surtout de remarquer, c’est la progression
quasi linéaire du temps d’exécution des algorithmes avec la dimension des données.
Cette propriété est bien entendu le fruit du nouvel algorithme d’estimation non
paramètrique mentionné section 2.
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Il importe de noter que la seule intervention de l’analyste consiste à ajuster
le pas de discrétisation qui définit la densité du réseau de points où est testée la
convexité des fonctions de densité mono ou multivariables. L’analyse des varia-
tions du nombre de modes mis en évidence en fonction du pas de discrétisation
permet d’ajuster ce dernier de manière heuristique. On détermine pour cela la
plus grande plage de variation de ce pas pour laquelle le nombre de modes détectés
reste constant. En se réferant au concept de "stabilité du nombre de classes détec-
tées" [35], le pas est finalement ajusté à la valeur correspondant au milieu de cette
plage de variation.

Une seconde précision doit également être apportée, concernant la mise
en oeuvre de la méthode d’analyse monovariable. Le partage de l’espace en régions
de décision relatives à chacune des classes mises en évidence par cette méthode peut
être amélioré par une procédure d’analyse locale itérative faisant suite à la pro-
cédure d’analyse globale décrite dans la section 4. Cette analyse locale est une
transposition directe de l’analyse globale aux observations situées dans chaque
région de décision obtenue à l’itération précédente. En général, cette procédure
permet de mettre en évidence des classes qui étaient passées inaperçues lors de
l’analyse globale et améliore sensiblement la détermination des vecteurs moyenne
et matrices de covariance des différentes classes mises en évidence [36].

6. RECHERCHE DE GROUPEMENTS

Par le jeu des nombreux paramètres qui caractérisent les fonctions de densité
normales, le modèle gaussien permet de modéliser des distributions très variées.
Mais il se présente des cas où, malgré sa souplesse, l’utilisation de ce modèle risque
d’imposer une structure aux données plutôt que d’aider à découvrir leur organisa-
tion véritable.

Une approche classique du problème de recherche de groupements dans un
échantillon d’observations consiste à mettre en évidence les modes de la fonction
de densité sous-jacente, une classe étant associée à chaque mode [7]. Traditionnelle-
ment, la détection des modes d’une distribution fait appel à des techniques de type
"gradient", avec tous les inconvénients que cela comporte. En assimilant les modes
aux domaines concaves de la fonction de densité sous-jacente plutôt qu’à ses som-
mets locaux, on peut les détecter grâce au test de convexité, mono- ou multi-
variable. Les observations situées à l’intérieur de chaque domaine où la fonction
de densité est concave constituent le noyau de la classe ainsi détectée. Le problème
de la recherche des groupements se résoud alors en affectant les observations
restantes à leur plus proche noyau [37].

Pour illustrer les possiblités de détection des modes et de recherche des
groupements par analyse de la convexité des densités de probabilité, nous pré-
sentons deux exemples bi-dimensionnels constitués de classes aisément identi-
fiables par examen visuel mais difficilement modélisables (cf. Fig. 6). Dans les deux
cas, les groupements obtenus concordent, à quelques exceptions près, avec les
conclusions d’une inspection visuelle des données.

Notons que l’analyse de la convexité des densités marginales permet égale-
ment de détecter les modes lorsque le nombre d’observations disponibles n’est pas
suffisant pour appliquer le test de convexité multivariable. La mise en oeuvre d’une
analyse locale itérative à la suite de l’analyse globale améliore sensiblement les
performances de la méthode [38].
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Figure 6. - Représentation graphique des échantillons utilisés pour illustrer
la procédure de recherche des groupements.
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7. CONCLUSION

Dans cet article de synthèse, nous avons montré comment l’utilisation du
concept de convexité fournit un cadre général pour aborder l’aspect statistique de
la classification automatique. La même approche mathématique permet de résoudre
efficacement des problèmes d’analyse de mélanges aussi bien que des problèmes de
détection des modes des fonctions de densité de probabilité.

Servant de base aux procédures de classification présentées, nous avons
proposé une technique nonparamétrique qui permet, à partir des observations,
de déterminer localement le sens de la convexité de la fonction de densité sous-

jacente. L’opération d’intégration de cette fonction sur des domaines d’observation
qui est à la base de cette approche, assure une grande robustesse aux opérateurs
mis en jeu. Dans le cas très général où l’analyste ne dispose d’aucune autre informa-
tion que celle qui peut être extraite de l’échantillon qui lui est soumis, cette
technique fournit une description succinte et concise de la distribution des obser-
vations en termes de convexité.

Sans aucune hypothèse restrictive, l’analyse de la convexité des fonctions
de densité multivariables permet de mettre en évidence les composantes d’un
mélange gaussien et de déterminer, pour chacune d’elles, des valeurs approchées
du vecteur moyenne, de la matrice de covariance et de la probabilité a priori. La
construction de fonctions de décision sur la base de ces valeurs approchées permet
ensuite d’optimiser le processus de classification.

L’utilisation de techniques non paramétriques pour l’analyse de la convexité
des fonctions de densité a posé deux problèmes majeurs, d’ailleurs bien connus
des utilisateurs. Le premier concerne les temps de calculs prohibitifs nécessaires
à la mise en oeuvre de ces techniques dès que la dimension des données dépasse
quelques unités. Nous avons été conduits à proposer un algorithme d’estimation
rapide qui, par delà son application immédiate dans le cadre de cette étude, peut
contribuer à redonner un nouvel intérêt à ces techniques d’estimation nonpara-
métriques.

Le second problème rencontré est lié à la dégradation des performances de
l’estimateur lorsque la taille de l’échantillon disponible vient à diminuer. Nous
avons ainsi été amenés à proposer des variantes de la méthode générale, en subs-
tituant l’analyse des densités marginales de probabilité à celle des fonctions de
densité multivariables elles-mêmes.

Afin de guider l’utilisateur potentiel, la figure 7 indique la méthode la plus
appropriée pour traiter un problème en fonction des hypothèses acceptables, du
nombre d’observations disponibles q et de la taille n de l’échantillon.

Le concept de convexité apporte donc un nouvel outil bien adapté aux
problèmes de classification automatique, particulièrement lorsque l’on dispose de
très peu d’information a priori sur la structure des données à analyser, la seule
information disponible étant celle qui peut être extraite de l’ensemble des obser-
vations. Dans le cadre unificateur de l’analyse de la convexité des fonctions de
densité, l’analyste dispose d’une panoplie de méthodes qui répondent aux exigences
les plus strictes des problèmes de classification non supervisée. Il importait que ces
diverses méthodes soient présentées simultanément en un seul article de synthèse.
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Figure 7. - Choix d’une méthode de classification en fonction des hypothèses
d’application et des conditions d’utilisation. (La valeur limite du rapport q/n
qui conditionne l’utilisation de l’analyse multivariable n’est donnée qu’à titre

indicatif car elle dépend essentiellement de la structure des données).
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