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SUITES DE TABLEAUX ET DE SOUS-TABLEAUX

Thierry FOUCART

I.U.T. Departement Statistiques
Kercado B.P. 1104, 56008 Vannes

Nous utilisons dans cet article une méthode de description d’une suite de
tableaux de probabilités et une notion de structure d’une suite déjà connues
pour déterminer une relation entre un tableau de probabilités et un sous-tableau.

L’exemple numérique présenté montre quel genre d’application on peut
envisager : ayant à notre disposition les échanges de blé entre les seize régions
françaises de 1967 à 1973, nous cherchons à les reconstruire pour 1974, en sup-
posant que le tableau de 1974 possède la structure de la suite et que les échanges
entre sept régions sur seize sont connus.

1. DESCRIPTION ET PREVISION D’UNE SUITE
DE TABLEAUX DE PROBABILITES

Nous proposons dans ce paragraphe un aperçu de la méthode de description
et de prévision utilisée dans la suite. Cette méthode est inspirée de la méthode
STATIS [1] [2].

1.1. DESCRIPTION [3] 

On considère une suite de tableaux de probabilités (P(t)) t ~ K définis
sur le produit cartésien I x J. A chaque tableau de probabilités P(t) on associe
le tableau de Burt B(t) défini de la façon suivante :
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où :

- P’(t) est le tableau transposé de P(t)
- ’PI (t) et PJ (t) sont les marges du tableau P (t) sur 1 et J respectivement
- DpI(t) et DPJ(t) sont les matrices diagonales définies par les marges :

On peut alors appliquer la méthode STATIS. En effet, le tableau de Burt
B(t) est, dans la base canonique de Rn+m, la matrice d’un opérateur analogue
à un opérateur de covariance. L’opérateur de "Burt" ainsi défini, que l’on note
également B(t), appartient à l’espace euclidien des opérateurs symétriques de
Rn+m ; dans cet espace, le produit scalaire est égal à la trace (tr) du produit de
composition [4] : PS(B(t) , B(t’)) = tr(B(t). B(t’)).

Pour décrire des angles entre les opérateurs B(t), on effectue l’analyse
factorielle du tableau des produits scalaires PS, ce qui revient à effectuer une
analyse en composantes principales particulière du tableau X constitué par les

opérateurs écrits en lignes et considérés comme s’ils étaient des caractères [5] :

Les vecteurs propres unitaires a(·,~) de la matrice PS des produits sca-
laires entre les opérateurs B(t), associés aux valeurs propres ÀQ rangées dans
l’ordre décroissant sont les facteurs principaux.

En notant C(~) la Qe composante principale unitaire pour la métrique
identité, on peut écrire les relations ci-dessous :
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où :
- r est le nombre de composantes principales (R = {1,2 ... , r})
- a(t, Q) est la te composante du facteur a(., Q) : L a(t , 2)2 = 1 .

t

Selon que les opérateurs sont normés ou non, les composantes princi-
pales maximisent un coefficient analogue à un cosinus (coefficient RV) ou
à un produit scalaire (coefficient COVV) [6].

1.2. STRUCTURE DE LA SUITE. PROCEDURE DE PREVISION [7] 

Définition. - On appelle structure de la suite des tableaux de probabilités
(P (t)) t E K définis sur le produit cartésien I x J le sous-espace vectoriel de
Rnm engendré par cette suite.

La notion de structure ainsi définie est comparable à celle de potentiel
de prévision développée par J.P. PAGES [5 ].

On établit facilement les résultats suivants, qui permettent de considérer
indifféremment les tableaux de Burt ou les tableaux de probabilités :

Propriété 1. - Les composantes principales normées C(Q) peuvent s’écrire sous
la forme du tableau ci-dessous :

où :

- Q(~) = 
v ÀQ t = 1 

a(t , ~) P(t)

- Q’(2) est le tableau transposé de Q(Q)
- QI(~) et QJ(2) sont les marges du tableau Q(2) sur 1 et J respectivement
- DQI(Q) et DQJ(Q) sont les matrices diagonales définies par les marges.
Précisons que C(~) n’est pas nécessairement un tableau de Burt.

Propriété 2. - Un tableau de probabilité P défini sur I x J possède la structure
de la suite (P(t)) t E K si et seulement si l’une des propriétés ci-dessous est

vérifiée :

(i) l’opérateur de Burt associé B est combinaison linéaire des opérateurs
k

de Burt B(t) : B = 03A3 u(t) B(t)
t=i
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(ü) l’opérateur de Burt associé B est combinaison linéaire des compo-
santes principales C (Q) : 

où

(iü) le tableau P est combinaison linéaire des tableaux Q(Q) :

Propriété 3. - Soit P un tableau sur 1 x J vérifiant la relation (5). P est un tableau
de probabilités si et seulement si les coordonnées c(~) vérifient les relations :

Ces deux relations définissent le simplexe des lois de probabilités.
La procédure de prévision est alors simple : les composantes principales

C(Q) étant fixées, on régresse par rapport au temps les composantes du Qe
facteur à l’horizon H choisi ; si l’on note a(H , Q) la prévision du Qe fac-

teur, la prévision de l’opérateur est donnée par :

On en déduit facilement la prévision du tableau de probabilités :

Les régressions des facteurs a(t, Q) doivent être effectuées en principe
sous les contraintes définies par les relations (6) et (7). On ne conserve d’autre
part que les facteurs principaux jugés significatifs.

2. ETUDE CONJOINTE D’UNE SUITE DE TABLEAUX
DE PROBABILITES ET D’UNE SUITE DE SOUS-TABLEAUX

A la suite de tableaux de probabilités (P(t)) t E K définis sur I x J, nous
associons la suite des tableaux de probabilités (Po(t)) t E K définis sur 10 x Jo
de la façon suivante :
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2.1. RELATION ENTRE UN TABLEAU ET UN SOUS-TABLEAU

- Restriction de P à Po
Soit P un tableau de probabilités sur 1 x J possédant la structure de la

suite, et Po le sous-tableau défini comme précédemment sur I0 x J0.

r

Nous avons, d’après l’équation (5) : P = 03A3 a(Q) 03BB~ Q(Q) .
Q=i

D’où, d’après la relation (9) : 

où Q1(~) est la restriction de Q(Q) à I0 x J0 :

D’autre part, la propriété 1 et la relation (8) ont pour conséquence :

Des équations (10) et (11), nous déduisons

Remarque. - Le sous-tableau Po possède la structure de la suite (Po(t)) t E K .
Réciproquement Po peut posséder la structure de la suite (Po(t)) t E K sans

que P possède celle de (P(t)) t ~ K.
- Etude de la suite (P0(t))
Considérons maintenant la base des ro composantes principales Co(p)

obtenues par l’analyse des opérateurs de Burt Bo(t) associés aux sous-tableaux

Po(t). Nous pouvons utiliser les résultats énoncés au paragraphe 1 :
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- Rapprochement des deux résultats.

La relation (12) est vérifiée par les opérateurs de Burt Bo et Bo(t) ; en
développant chaque membre sur la base des composantes principales Co(p),
nous obtenons l’égalité des coordonnées sur chaque composante principale :

où c(~)=a(~) 03BB~.
Cette égalité s’exprime sous forme matricielle :

Théorème. - Les coordonnées c(Q) du tableau P sur les composantes princi-
pales C(Q) et les coordonnées b(p) du tableau Po sur les composantes prin-
cipales Co (p) vérifient l’égalité :

où :

- BR est le vecteur colonne défini par les coordonnées de Po sur les compo-
santes principales Co (p) (p ~ Ro = {1 , 2 , ... , r0})

- BKR0 est le tableau à ro lignes et k colonnes, la te colonne étant définie par
les coordonnées de l’opérateur B0(t) sur les ro composantes principales C0(p)

- Da est la matrice diagonale définie par les coefficients a (t) :

- AKR est le tableau des facteurs unitaires, écrits en colonnes, obtenus par
l’analyse des opérateurs de Burt B(t)

- D1/03BB est la matrice diagonale définie par les valeurs propres ÀQ
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- CR est le vecteur colonne défini par les coordonnées de l’opérateur B sur

les r composantes principales C(~).

2.2. PROCEDURE DE PREVISION

La relation que nous venons d’établir peut être utilisée pour effectuer
une prévision d’un tableau de probabilités à partir d’un sous-tableau supposé
connu Po’

Etudions tout d’abord le cas où ce sous-tableau possède la structure de
la suite des sous-tableaux ; nous faisons l’hypothèse qu’il existe un tableau de
probabilités P possédant la structure de la suite et dont la restriction sur 10 x Jo
est égale à Po ; on procède alors de la façon suivante :

(i) calcul de la matrice M : M = B K D03B1ARKD1/03BB (avec les notations

précédentes) 
0 

(ii) calcul des coordonnées BR de Po dans la base des composantes
principales 

(üi) calcul des coordonnées CR du tableau P par résolution du système
linéaire : M CR = a BR où le coefficient a est fixé de façon que
la somme du tableau P soit égale à 1

(iv) reconstruction du tableau P à l’aide de la formule de reconstitution
des données.

L’application pratique que nous avons effectuée se révèle plus complexe.
En effet, le sous-tableau Po ne possède pas dans ce cas-là la structure de la
suite des sous-tableaux (Po(t)) t ~ K et on ne peut donc procéder de la
même façon que précédemment. Plusieurs démarches sont alors envisageables :

- on peut abandonner l’idée de reconstituer exactement le sous-tableau Po
et projeter ce dernier en élément supplémentaire ; on obtient ainsi les coor-
données d’un sous-tableau P’ 0 qui n’est pas nécessairement un tableau de 

probabilités : l’hypothèse que nous faisons est l’existence d’un tableau P’
combinaison linéaire des composantes principales et dont la restriction à

1 0 x Jo est égale à P’0. Ce tableau n’est pas un tableau de probabilités
puisque le sous-tableau Po n’en est pas un ;

- on peut aussi ajouter à la suite des sous-tableaux (Po(t)) t E K le sous-

tableau Po et calculer les composantes principales par l’analyse de la

suite ainsi constituée. Les coordonnées de Po sur les composantes prin-
cipales permettent de le reconstituer exactement. On peut alors chercher
un tableau P dont la restriction à Io x Jo est égale à Po ; comme ci-dessus,
ce tableau n’est pas un tableau de probabilités.

Nous avons appliqué ces deux méthodes et il se trouve que les meilleurs

résultats ont été obtenus à l’aide de la première. Cela s’explique peut-être par
le fait qu’ajouter le sous-tableau Po à la suite (Po(t)) t E K augmente la

dimension de la structure sans qu’il existe la dimension correspondante dans
la structure de la suite (P(t)) t E K .
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3. APPLICATION PRATIQUE

Les données que nous avons utilisées pour appliquer la méthode proposée
dans les pages précédentes sont déjà bien connues [3], [8] : il s’agit des tableaux
d’échanges de blé entre seize régions françaises échelonnés de 1967 à 1974 ; les
échanges de 1968 sont inconnus. Nous nous sommes placés devant le problème
suivant : les échanges de 1967 à 1973 étant donnés, est-il possible de les prévoir
à l’horizon 1974 en supposant certains d’entre eux connus ? Nous avons donc
considéré sept régions sur seize, représentant environ la moitié des échanges
et le sous-tableau Po constitué par les échanges entre ces sept régions.

La définition des régions est donnée en annexe.

3.1. DESCRIPTION DE LA SUITE DES SOUS-TABLEAUX

La figure 1 représente le plan engendré par les deux premières compo-
santes principales obtenues par l’analyse des opérateurs de Burt associés aux
sous-tableaux. Les points correspondants aux six tableaux de 1967 à 1973
sont plus ou moins alignés et donnent l’image du simplexe des lois de proba-
bilités dans le plan des deux premières composantes principales. Le sous-

tableau 1974 a été projeté en élément supplémentaire et est représenté par
le point 74.

Figure 1. - Analyse des opérateurs de Burt associés aux sous-tableaux
(Le sous-tableau 1974 est projeté en élément supplémentaire 74).
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Nous tenons les résultats numériques de cette analyse à la disposi-
tion des lecteurs. Précisons toutefois que la première valeur propre repré-
sente 99,5 % de l’inertie totale et la seconde 0,4 % ; l’importance de ces

contributions est une caractéristique de la méthode STATIS.

3.2. PREVISION ET DESCRIPTION DE LA SUITE DES TABLEAUX

Nous avons effectué la prévision à l’horizon 1974 comme il a été indiqué
précédemment : nous construisons un tableau d’échanges tel que sa restriction
aux sept régions choisies soit la plus proche possible du sous-tableau donné, donc
soit égale à la projection de ce dernier. Les résultats ci-dessous permettent de
comparer le sous-tableau Po donné au sous-tableau projeté P’0. (cf. tableaux
1 et 2) et le tableau effectivement réalisé P au tableau prévu P’ (cf. tableaux
3 et 4).

Quelques différences apparaissent entre le sous-tableau Po et sa projec-
tion ; certains termes deviennent négatifs mais restent si faibles en valeur
absolue que nous n’avons pas jugé utile de les corriger.

La reconstruction du tableau ne respecte pas tout à fait la contrainte :

par exemple, les exportations de Clermont vers Lyon, ne sont pas les mêmes
dans le sous-tableau projeté et dans le tableau prévu (1 ère ligne et 3ème colonne
des tableaux 2 et 4). Ces écarts, de l’ordre de 4 % en général, sont dus à un
manque de précision dans les calculs, certains étant effectués en simple précision.

TABLEAU 1

Sous-tableau connu Po des échanges entre sept régions en 1974.

TABLEAU 2

Projection du sous-tableau Po
(reconstitution à l’aide des six composantes principales)
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TABLEAU 3

Echanges réalisés en 1974

TABLEAU 4

Echanges prévus à l’horizon 1974

Pour juger de la qualité de la prévision, on peut examiner la représen-
tation graphique des opérateurs associés aux tableaux complets (fig. 2). Le

tableau réalisé en 1974 () et le tableau prévu (74) ont été projetés en
élément supplémentaires et apparaissent proches l’un de l’autre par rapport
aux distances constatées entre les tableaux précédents. Certains échanges, ne
figurant pas dans le sous-tableau donné, sont bien estimés, par exemple les

exportations d’Orléans vers Rennes (sème ligne, 10ème colonne), d’autres

beaucoup moins bien par exemple les exportations de Poitiers vers Bordeaux
(14ème ligne, 13 ème colonne). La reconstruction semble toutefois satisfai-
sante globalement.
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41

Figure 2. - Analyse des opérateurs de Burt associés aux tableaux

 : tableau réalisé 74 : tableau prévu

4. CONCLUSION

La méthode de prévision d’un tableau de probabilités dont un sous-tableau
est donné, présentée dans les pages précédentes complète les méthodes de pré-
vision basées sur des techniques d’analyse factorielle, qui ont déjà été publiées
[3] [7]. Utilisée conjointement avec une méthode de prévision sous contraintes
de marges, elle permet de prévoir un tableau à un horizon H donné, l’une ou les
marges d’un sous-tableau étant fixées. En général, le sous-tableau n’est pas
exactement reconstruit, cela n’est guère gênant dans la mesure où il suffit
pour cela de remplacer le sous-tableau prévu par le sous-tableau donné une fois
la prévision du tableau complet effectuée. Certaines difficultés dans les appli-
cations pratiques restent à résoudre, dans le choix par exemple des compo-
santes principales à retenir et lorsque des termes fortement négatifs apparais-
sent, mais la prévision que nous avons effectuée montre que l’on peut aboutir
à des résultats satisfaisants.
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ANNEXE

Tableaux d’échanges de blé (16 régions)

Description des données
Les seize régions françaises étudiées sont définies par l’office national

interprofessionnel des céréales (ONIC). On en trouvera une carte dans [3] ou [8].
Dans les tableaux d’échanges, les régions sont rangées dans l’ordre suivant :

1 Clermont 2 Dijon 3 Lyon 4 Marseille
5 Orléans 6 Paris 7 Rouen 8 Châlons
9 Nancy 10 Rennes 11 Nantes 12 Amiens
13 Bordeaux 14 Poitiers 15 Lille 16 Toulouse

Les régions considérées comme importatrices sont en colonnes et comme
exportatrices en lignes.

Le sous-tableau considéré est constitué par les échanges entre les sept
premières régions.
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