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REGRESSION PAR BOULE ET PAR L'ANALYSE
DES CORRESPONDANCES

P. CAZES

Laboratoire de Statistique,

Université Pierre et Marie Curie (Paris VI)

I — INTRODUCTION

En présence de variables hétérogénes (quantitatives, semi-quantitatives,
qualitatives) il est possible pour prendre en compte I'information apportée
par toutes ces variables, soit de coder les variables qualitatives, codage qui
dépend du but poursuivi, soit de rendre qualitatives toutes les variables par
découpage en classes des variables qui ne sont pas déja qualitatives. Daas
ce dernier cas, on peut si I'on veut décrire ces variables faire I’analyse fac-
torielle du tableau disjonctif complet ainsi construit ou du tableau de coatin-
gence associé (tableau de BURT).

Pour mettre en évidence les liaisons d’une des variables y avec les autres
variables, on peut faire I’analyse des correspondances du tableau obtenu en
croisant les modalités de y avec celles des variables explicatives, tahleau que
nous appellerons tableau de régression.

Pour prévoir les valeurs de y, on peut dans I’espace des premiers facteurs
de l’analyse précédente, ou I'on a projeté chaque observation, soit faire une
régression usuelle, soit faire une régression par boule.

C’est dans une optique de régression que nous nous plagons ici. Nous
définissons en II les notations utilisées, tandis qu’en III nous donnons quelques
propriétés des facteurs du tableau de BURT et du tableau de régression. Nous
montrons en particulier que les facteurs sur les individus rajoutés en supplé-
mentaire au tableau de régression sont centrés, et que dans le cas ou les va-
riables explicatives sont indépendantes 2 a 2, ils sont non corrélés. Aprés
avoir rappelé en IV les principes de la régression par boule, un exemple d’ap-
plication est présenté en V. Cet exemple concerne un probléme géologique
ou il s’agissait d’expliquer la teneur en matiére organique (ou kérogeéne)
d’un certain nombre de roches de ’Oxfordien du bassin de Paris en fonc-
tion d’un certain nombre de caractéristiques quantitatives comme la teneur
en calcaire, ou la granulométrie, ou qualitatives comme la couleur de la
roche par exemple.

Dans ce paragraphe, nous comparons les résultats fournis par différentes
régressions par boule, en fonction de I'espace ou s’effectue cette régression.

Manuscrit remis le 5-4-76, révisé en septembre 1976.

Mots-clés : Analyse factorielle des correspondances, corrélation, facteur, liaisons, régression.
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II — LES NOTATIONS

Soient y = xg, X, X5 ..., X,, I'ensemble des variables, y étant a ex-
pliquer en fonction de x,, x,, ..., X,.
Nous supposerons y, x,, ..., X, qualitatives, ce qui revient a supposer que

les variables quantitatives ont été rendues qualitatives par un découpage
préalable en classes, et nous désignerons par J, l'ensemble des modalités
de la gi*me variable (0 < q < 1)

On posera :

Q =1{0,12,...,r} ensemble des variables

Q =11,2,...,r} ensemble des variables explicatives

J =U {Jq lqEQ} ensemble des modalités de toutes les varia-
bles

Jo =U {J, 19€ Q. } ensemble des modalités des variables expli-
catives

I ={1,2,...,n} ensemble des n individus (ou observations)
pour lesquels on a mesuré y, X, ..., X, .

II.1 — Les tableaux (cf. figure 1)

a) ky; : tableau initial des données, qui est un tableau disjonctif complet :
VielLVj EJq CJ:ky (4, ) =1 siia pris la modalité j de Jq, 0 sinon.
b) k;, : tableau de BURT associé¢ a k;, obtenu en croisant 'ensemble
des modalités de toutes les variables avec lui-méme :
Vjaj'EJijJq,j’eJq' :
kyy G, =Z {ky G, ) ky G, ) [i€T} (0)
désigne le nombre d’individus (ou d’observations) possédant les modalités
jetj deJ et . Siq=4d,kyQ( j'h = osauf sij = j° auquel cas
ky; (i, j) désigne le nombre d’individus possédant la modalité j de J,.
A ce tableau on peut adjoindre en supplémentaire le tableau ki
c) koo : sous tableau de k,,croisant J, ensemble des modalités de la
variable a expliquer avec Je ensemble de toutes les modalités des variables
explicatives. C’est le tableau de régression ou encore de dépendance (ou de
liaison) de y avec X;, X,,...,X,.
A ce tableau on peut adjoindre en supplémentaire le tableau k;;, (sous
tableau de ky;)

C’est en effectuant I’analyse factorielle des correspondances de ce tableau
K jo5¢ qu’on étudiera la liaison de y avec Xy, Xa, ..., Xp la mise en supplémen-
taire du tableau k;;, permettant de faire sur les facteurs associés aux n individus
supplémentaires une régression usuelle ou une régression par boule.

d)k Jq Jq SOUS tableau de k ;; croisant J, avec J ;,. La somme des éléments
de ce tableau valant n, nous poserons également :

Prg g = Ky 5qr/n
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IL.2 — Caractéristiques associées aux tableaux précédents.

II.2.1. Lois marginales

Nous désignerons par Py > Py les lois marginales associées a p, o
a’'q

Vi€l ip, = E(py . G, 17 €1
désigne la proportion des individus ayant pris la modalité j de J a

Les lois marginales associés aux différents tableaux introduits en II.1 (ta-
bleaux ramenés a avoir la somme de leurs éléments égale a 1 par division par
une constante) se calculent aisément en fonction des p Iq On obtient ainsi

pour k; ; les lois p; sur J, et 1 (Py, s+ Py, ) sur J, tandis que pour
T
k;y et k; la loi sur J est 1 (pJo Leees p,r), la loi marginale py sur I de k;
T

étant la loi uniforme.

1I.2.2, Lois conditionnelles
Nous désignerons par p,l;l, et p,’:' les tableaux des lois conditionnelles

associées a Prgig On a :
L, = {p} i€, | €Tg)
avecVjelJ, ,Vj SR
pr pJ Iy ,J)/pj (j)=k”(j,j')/k”(j,j)
Notons que si q = q/, p,qjq est le tableau diagonal des {pJq G 1i€ I}

tandis que pjJ 4 est la matrice unité d’ordre card J.

Les lois conditionnelles associées aux tableaux kyy 5 Ky 5, se calculent
alors aisément d’aprés IL.2.1 en fonction des pJ .

III — ETUDE DES FACTEURS

III.1 — Propriétés et équations des facteurs

Rappelons quelques résultats classiques (cf. (1), (4), (6), (7)), relatifs
aux facteurs issus de I’analyse des correspondances des tableaux k,; , k;; ,
k,o,e.

a) k; et k;; ont mémes facteurs de variance 1 sur J, ce qui permet
de déduire les résultats de I’analyse des correspondances de k;; a partir de
ceux de k;;.

b) Tous les facteurs du tableau symétrique k;; sont directs (i. e. ont
méme valeur sur J que J soit considéré comme premier ensemble ou comme
second ensemble).
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¢) Tout facteur sur J (resp. J,) de kj; (resp. k; Je) non trivial (i.e.
o

non constant, et relatif a une valeur propre non nulle) est centré (pour Psq)
sur chacun des sous ensembles Jq de J (resp. J,).

d) Equation des facteurs :

Soient :
¢ = {¥1,q€Q}
un facteur de kj; associé a la valeur propre A,
(Yo, y'eyouyle = (Y1 1q€Q, }
un couple de facteurs associés de k,0 I correspondant a la valeur propre u.

Ces facteurs vérifient les équations :

VAaEQ: Z (99 pa, |d€Q - {q}} = (G + DHyX~1)¢a (1)
q
Va€EQ.: V¥'°opd = VEYa 2a)

; 3 ; (2)
Z (Yo p2 la €Q.) = r A Y’ 2b )

ou une équation condensée telle que 2a par exemple signifie que :
VAEQ, Vi€, : T (Yol i, €1} =vir ¥
De (2), I'on déduit :
Z{yeop@opl® |qEQ}=r1pu Yo 3)
° q

formule qui nous servira en IIL.2.

e) Dans le cas ou les variables explicatives sont deux a deux indépendantes,
on peut montrer i partir des équations précédentes (cf. annexe 1) que I’ana-
lyse du tableau k;; se raméne du moins en ce qui concerne les facteurs non
triviaux a I'analyse du tableau k; ;.

On montre de la méme facon (cf. annexe 2) que si les variables expli-
catives sont divisées en deux groupes Q, et Q,, et si y est indépendante des
variables du groupe Q,, P'analyse du tableau kJoje est équivalente a celle
du tableau k; ;1 ou

Ji=U{Jg1qa€Q,}
désigne ’ensemble des modalités des variables de Q,.
II1.2 — Etude du cas particulier ou il existe un facteur commun ©’° i toutes

les correspondances Piyiq (q €Q,)

| ] . s
Si (¢ °, ¢ %) est un couple de facteurs de variance 1 de pJojq , associé a
la valeur propre A, on a :

R | Jo _ J
VAa€EQ i¢eopdop? =2 ¢°
d’ou 'on déduit que oo vérifie (3) avec :
u=Z2Z{A lq€Q}/r @
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y'o = p’o est donc facteur de ky, ;. relatif a la valeur propre
(/N E (A 1d€Q,}
De (2), et de la relation :

oo p.;o =\/rq o'

Pon déduit que le facteur y'e = {y'a | q€ Q. } associé a ylo est tel que :

Va€EQ, : ¥'a =X Tuy

Application au cas de I’analyse discriminante ou il y a deux groupes.

Dans ce cas la variable a expliquer y est qualitative et comporte deux
modalités j, et j,. Toutes les correspondances P1,1q (@ €Q,), ainsi que
kJoje possédent alors le méme (et seul) facteur non trivial ¢’ qui est le
facteur de moyenne nulle (pour ps,)-

Posant :
Py, Go)=a ; py, Gg)=1—2a

on a :

do=anaa=ay (' 7%)

Le facteur associé ¢’¢ pour ky ;. est alors tel que :

1/

1 2
YV qEQ, : Y'a =(m) (1 — a) pj’oq —a pjj,:)

u étant donné par la formule (4), ou A, (q € Q,) désigne la valeur propre
non triviale de la correspondance Pigig-

III.3 — Etude des facteurs sur I obtenus en adjoignant en supplémentaire
kug ak; ole’

Soit (t[/"° s d/’e) un couple de facteurs non triviaux de variance 1 de
k,oJe et G (i) la valeur de ce facteur pour 'individu supplémentaire i ; on a :

GM@=U/n)Z {(Pky, (,)1]€JT} 5

Donnant méme poids p; = 1/n & chaque individu i, et compte tenu de
de que :

Vi€lgClet Z {ky, G, Ii€l}=np; ()
et de ce que les facteurs non triviaux y'¢ de k 541, Sont centrés sur chaque
J, @€ Q,), ona:
Z{pGH1|i€l}=0

G est donc centré. Cette propriété est intéressante lorsqu’on effectue des
régressions sur ces facteurs.

Nous allons maintenant calculer la covariance entre les facteurs sur I,
G, et Gg, G, (resp. Gg) étant associé au facteur ll/ff (resp. d/:f) de k,o,e.
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Cov (G, , Gy) = (1/n) Z {G, () GgDli € 1}
Cette expression peut se mettre d’aprés (0) et (5) sous la forme suivante :
Cov (G, Gp) = (I/n12) = {kyy G, vl v 1i€T, i €1,
Compte tenu de ce que :
a)sij€J, ,i'€J,a€Q, ,a €Q, : kyy G.i)=npy G,
bysij,i €J, CJyiky G,i)=npy, ()8 =np; ) sij=j,
o sinon.
) (1/0 2 {py, (i) Yiybli €. 1= 0% = 1sia=p, o sinon.
Cov (G, , GB) s’écrit :
88+ () X 2 XX P, va v (©)

4€Q. 9'EQe—{a} i€Jq I€Iy
On voit sur cette expression assez compliquée que les facteurs G, et G
(a # B) sont en général corrélés.

Par contre, si les variables explicatives sont deux a deux indépendantes
o V34 EQ.q #a)

compte tenu de ce que les facteurs wie et t}/:f sont centrés sur chaque
Jq (q € Q,), le dernier terme de (6) est nul, et I'on a :

= ®
(PJqu' Pig ® Py

Cov (G, , Gg) = 85/t = 1/rsi ¢ =B, o sinon,

ce qui signifie que les facteurs sur I sont non corrélés et de variance 1/r.

IV — REGRESSION PAR BOULE

On posséde un n échantillon des variables y, x,, X,, . . ., X,. Pour prédire
la valeur de y en un point M de I'espace supposé métrique des variables ex-
plicatives x,, x,, . . .,X,, on effectue une régression par boule (cf. (5)) en re-
cherchant les points de I’échantillon en nombre s, avec s fixé, les plus proches
de M. La moyenne des valeurs de y en ces s points voisins fournit I’estimation
cherchée.

Cette procédure est simple. De plus, alors que la régression usuelle four-
nit une précision uniforme (le méme écart type) pour toute prévision de vy,
la régression par boule donne une précision qui dépend du point M ou l'on
se place pour prédire y ; cette précision est mesurée par I’écart type des va-
leurs de y associées aux s points voisins de M. La régression par boule est
donc une technique fiable puisqu’elle permet de controler la qualité de chaque
prévision.

Pour se rendre compte de la qualité globale de la régression par boule,
on peut calculer sur I’échantillon le coefficient de corrélation entre y et sa
valeur prédite y*, coefficient qui est I’analogue du coefficient de corrélation
multiple dans la régression usuelle.
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N.B. — Pour reconstituer y en un point M de I’échantillon, on recherche les
s points voisins de M parmi les points de ’échantillon différents de M.

V — UN EXEMPLE D’APPLICATION

V.1. — Les données et les analyses factorielles effectuées

Les données analysées ici ont été fournies par Y. REYRE, géologue
au Muséum. Ces données sont décrites en détail dans la référence (3) ou
figure également l'interprétation géologique des résultats que nous expo-
sons ici. Elles concernent un ensemble I de 277 roches caractérisées par 11
variables :

3

— cinq variables lithologiques correspondant a4 la sédimentation ‘“en
grand” : la longitude LN, la latitude LA, le type de formation géologique
FM, la disposition structurale en couches ST, I'épaisseur de la strate ES.

— cinq variables pétrologiques correspondant a la sédimentation ponc-
tuelle : la couleur CL, la texture en surface polie SS, le diamétre du grain
maximum MX, le diamétre du grain le plus fréquent FR, le pourcentage
de carbonate de calcium (ou calcaire) CC.

— le kérogéne (ou matiére organique) KE, variable que I'on désire ex-
pliquer en fonction des précédentes.

Toutes les variables quantitatives ont été découpées en classes. On ob-
tient dinsi 70 variables logiques, 8 caractérisant le kérogéne et notées KEI,
KE2,... KE8 et 62 caractérisant les variables explicatives (on a éliminé les
modalités SS4 et SS7 correspondant a des effectifs nuls).

Les découpages adoptés ainsi que les sigles que nous avons choisis pour
ces 70 variables sont résumés sur le tableau n°l.

Nous désignerons par I I’ensemble des 277 roches et par J I'ensemble
des modalités de toutes les variables :

J =J,Ul,
Je =1, VI, U]
avec J, : ensemble des modalités du kérogéne (Card J, = 8)

J, : ensemble des modalités des variables lithologiques (Card J, = 32)

J_ : ensemble des modalités des variables pétrologiques (sans le calcaire)
(Card Jp = 24)

J_ : ensemble des modalités du calcaire (Card J, = 6)

Les analyses de correspondance suivantes ont été effectuées :
1) Analyse du tableau disjonctif complet 277 x 70 : k;,

2) Analyse du tableau de régression 8 x 62 :ky ;.

croisant les modalités du kérogéne avec I’ensemble des modalités de toutes
les variables explicatives.
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Tableau 1
Désignation des variables et modalités. Effectifs

Variables Classes ou modalités  Effectifs Variables Classes ou modalités Effectifs
LN1 1 <8092 90 CL1 Beige 99
LN2 8092<1<8174 46 CL2 Blanc 51
Longitude |LN3 8174 <1<8244 54 Couleur |{CL3  Gris 86
§ LN4 8244 <1<8398 44 CL4 Brun 21
;g LNS 8398<1 43 CLS Brique 20
e SS1  laminaire plane 51
& LAl L <0726 74 $S2  laminaire ondulée 39
‘% LA2 0726<L<1267 48 SS3  éléments orientés 6
Latitude LA3  1267<L<1490 20 Texture |SS4  laminaire oblique 0
LA4  1490<L <1843 82 en SS5  lenticulaire 34
LAS  1843<L 53 » | surface |SS6  enchevétrée 2
3 | polie SS7  en poches 0
-5, 2 SS8  vacuolaire 1
-g Jp 9589 confuse 111
= SSO  isotrope 33
FM1 de type 1 12 B MX1 moins de 20 u 15
FM2  de type 2 39 Diamétre |MX2 de 20una125u 126
L) FM3  detyped4ou? 68 du grain |MX3 de 12542 mm 59
s FM4  de type Sou 6 6 maximum MX4 de 2mm a S mm’ 39
5 _ |FM5  de type 8 ou 10 13 MXS5 plus de S mm 38
£ |Formation |EM6  de type 9 10
R ] J, SFM7  de type 11 ou 13 89 FR1 moinsde 1 5
FM8  detype 120ul40u 15 31 Diameétre|FR2 de lua20pu 149
FM9  detype 16 9 dugrain |FR3 de20pual25pu 13
leplus |FR4 de125ux40,5 mm 50
fréquent [FRS de 0,5 mm 4 2 mm 51
(FR6  plus de 2 mm 9
CC1 p=99 73
ST1 plane 116 Je CC2 97<p<99 47
ST2  en biseau 4 % de CC3 94<p<97 52
ST3  plane oblique 1 CC4 80<p<9%4 43
Disposition [ST4  entrecroisée 13 CaCO; |CC5 50<p<80 37
structurale {ST5  ondulée 59 (CC6 p<50 25
« | des couches[ST6  enchevétrée 28
% ST7  lenticulaire 16
G ST8  biohermale 40 (KE1 m <50 40
-] KE2  50<m<100 36
= = KE3  100<m <200 60
- ESI  millimétrique 83 &, J KE4  200<m <300 28
Epaisseur |ES2  centimétrique 47 £ | Kérogéne| KE5 300 <m <500 23
des strates |ES3  décimétrique 58 & KE6 500 <m <1000 32
ES4  métrique 66 KE7 1000 <m < 2000 31
lES5  décamétrique 23 (KE8 2000<m 27
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3) Analyse du sous tableau 8 x 56 : kJojt u 5. oul’on ne tient plus comp-
te du calcaire P

4) Analyse du sous tableau 8 x 32 : k;_, pour voir Iinfluence des varia-
bles lithologiques seules sur le kérogéne.

5) Analyse du sous tableau 8 x 30 : k;_ 1, U1, bour voir I'influence des
variables pétrologiques

6) Analyse du sous tableau 8 x 24 : k;_j, pour voir Iinfluence des varia-
bles pétrologiques sans le calcaire

Dans toutes les analyses effectuées sur un sous tableau de k;_; , le sous
tableau restant, non rentré dans I'analyse a été placé en supplémentaire.

On a été amené a mettre le calcaire en supplémentaire (cf. analyses 3) et 6))
car étant trés lié au kérogéne (le coefficient de corrélation entre KE et CC
vaut — 0,747) il avait une importance prépondérante dans les analyses 2)
et 5).

Toutes ces analyses ayant donné des résultats trés semblables, une seule
sera présentée, a savoir la seconde, celle du tableau k,o Je» qui résume finalement
toutes les autres. }

V.2. — Résultats de I'analyse des correspondances du tableau k; ;.

Le plan 1-2 résume 67 % de l'inertie, le premier facteur rendant compte
a lui tout seul de 51 % de cette inertie, tandis que les quatre premiers facteurs
correspondent & 89 % de cette inertie (cf. tableau 2)
Tableau n°2

Résultats de I'analyse du tableau k;

Axe 1 2 3 4
Valeur propre 0,279 0,088 0,072 0,046
% d’inertie 51,05 16,10 13,19 8,33

% d’inertie

) 51,05 67,15 80,34 88,67
cumulée

Dans le plan 1-2 (cf. figure 2) les modalités du kérogéne décrivent une
courbe parabolique correspondant a l'effet GUTTMAN usuel. Sur l'axe 1,
ces modalités se suivent dans 'ordre a part une légére interversion entre les
deux premiéres modalités KE1 et KE2. Les modalités KE8, KE7, KE6, cor-
respondant a un poids élevé en kérogéne sont situées du coté négatif de cet
axe | tandis que celles correspondant & un poids faible sont situées du coté
positif de 'axe. Le premier facteur est donc lié négativement au kérogéne.

Toutes les variables explicatives non qualitatives (a part la longitude)
se projettent sensiblement en bon ordre sur ’axe 1, dans le méme sens que
le kérogéne pour la latitude, en sens inverse pour les autres variables, CC —
FR — MX - ES, avec une exception notable : les strates décamétriques (ES 5)
qui sont du méme cdté sur cet axe 1 que les strates millimétriques (ES 1).
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La teneur en kérogéne est donc d’autant plus forte que la granulomé-
trie est fine, qu’il y a peu de calcaire (ou ce qui est équivalent beaucoup
d’argile) et qu’il se trouve dans une roche relevée 4 une latitude élevée.

En ce qui concerne les variables qualitatives, une teneur élevée en ké-
rogéne semble liée :

a une couleur grise (CL 3) ou brique (CL 5)

aux formations de type 2 (FM 2), 12, 14 ou 15 (FM 8)

— a une disposition structurale plane (ST 1) ou enchevétrée (ST 6)
— 4 une texture laminaire plane (SS 1)

De méme une teneur moyenne ou faible en kérogéne semble liée :

— a une couleur blanche (CL 2) et & un degré moindre beige (CL 1)
— aux formations de type 8 ou 10 (FM 5), 11 ou 13 (FM 7)

— a une disposition structurale ondulée (ST 5)

— 4 une structure confuse (SS 9)

Notons que le calcaire contribue respectivement pour 25 %, 29 %, 38 %,
et 51 % a la formation des quatre premiers axes factoriels. C’est la raison
pour laquelle, on a refait cette analyse en mettant cette variable, qui est
la variable explicative la pius importante, en suppiémentaire , les résultats

obtenus étant proches comme on I’a déja dit de ceux obtenus ici, nous ne
les présenterons pas.

V.3. — Prévision de la teneur en kérogéne

Les caractéristiques des variables quantitatives initiales (moyenne, écart-
type, matrice de corrélation) sont résumées sur les tableaux 3 et 4*

Tableau n° 3

Caractéristiques des variables quantitatives

variable LN LA CC MX FR ES KE

moyenne : m 8211 1372 85,4 4,68 3,19 2,64 840

écart-type : s 165 544 | 22,1 2,10 1,59 1,35 1757

m/s 49,9 2,52 | 3,87 | 2,23 | 2,01 1,96 0,48

(*) Nous avons adopté une échelle logarithmique pour la variable ES, en donnant res-
pectivement les valeurs 1, 2, 3, 4, 5 selon que ’on a une épaisseur de strate millimétrique,
centimétrique, décimétrique, métrique ou décamétrique.
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Tableau n° 4

Matrice de corrélation des variables quantitatives

LN LA CC MX FR ES KE
LN 1
LA | - 04 1
CC 0,35 | — 0,38 1
MX 0,14 | — 0,21 0,31 1
FR 0,09 | — 0,12 0,26 0,92 1
ES 0,19 | — 0,375 0,37 0,23 0,16 1
KE | — 0,22 0,25 - 0,747 | - 0,22 | — 0,21 | — 0,22 1

On voit que la variable a expliquer, le kérogéne, est trés dispersée (son
écart-type est plus de deux fois plus grand que sa moyenne) et trés liée, com-
me on I’a déja vu au calcaire (r (KE, CC) = — 0,747).

On retrouve également d’une part la liaison positive du kérogéne avec
la latitude, (r (KE, LA) = 0,251), d’autre part les liaisons négatives du kéro-
géne avec les diamétres du grain maximum MX, et du grain le plus fréquent
FR (r (KE, MX) = — 0,219 ; r (KE, FR) = — 0,206) qui sont trés corrélés
entre eux (r MX, FR) = 0,916).

Néanmoins, les liaisons linéaires du kérogéne avec les variables autres que
le calcaire sont faibles, la valeur absolue du coefficient de corrélation de KE
avec une variable autre que CC étant inférieure ou égale a 0,251.

L’analyse des correspondances, grice au découpage en classes (qui cor-
respond 4 une procédure non linéaire) a permis de mieux apprécier les liaisons
entre le kérogéne et ces variables quantitatives, tout en y incluant les variables
qualitatives ou semi-quantitatives.

Nous avons effectué les régression suivantes :

1) Régression usuelle sur les variables explicatives quantitatives, avec et
sans calcaire

2) Régression usuelle sur les facteurs issus des différentes analyses fac-
torielles effectuées

3) Régression par boule*

a) dans I’espace des quatre premiers facteurs issus des différentes ana-
lyses factorielles

(*) Dans chacun des espaces considérés, nous avons adopté la métrique usuelle
pour rechercher les voisins d’un point donné, et nous avons retenu 20 voisins pour esti-
mer la teneur en kérogene.
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b) dans ’espace RJ ou RJ R associé au tableau disjonctif complet
kyy, o ip , qui sont des souf tableaux de kyy

c) dans l’espace des variables explicatives quantitatives (avant dé-
coupage en classes), avec et sans calcaire, chaque variable étant
ramenée a avoir une variance égale a 1.

Les résultats obtenus sont schématisés sur les tableaux n° 5 et 6. On
voit sur le tableau 5 que la régression par boule sur les facteurs donne des
résultats équivalents ou meilleurs que la régression usuelle sur les mémes
facteurs, en ce qui concerne la corrélation entre y la variable 4 expliquer
(i.e. le kérogéne) et y* sa valeur approchée.

Il est par ailleurs intéressant de noter que dans la régression par boule,
la corrélation entre y et sa valeur approchée y* est de 0,59 (resp. 0,47)
dans I’espace initial a 62 (resp. 56) dimensions RJe (resp. RJtU ;. ) alors que cet-
te corrélation est de 0,71 (resp. 0,57) dans ’espace des quatre premiers fac-
teurs de I’analyse de kJ Te (resp. kJ IpUT, ) et 0,68 (resp. 0,54) dans ’espace
des deux premiers facteurs.

Pour voir l'influence du nombre de voisins, nous avons fait varier ce
nombre entre 5 et 50, en nous plagant dans I’espace des quatre premiers
facteurs de k; ; . La corrélation entre y et y* a vari¢ entre 0,67 et 0,71
(cf. tableau 7)

En ce qui concerne le calcaire, son influence est trés nette dans la ré-
gression usuelle, ou le fait de rajouter les variables quantitatives LN, LA, ES,
FR, MX, augmente de tagon negligeable la qualité de I’ajustement, le coef-
ficient de corrélation multiple du kérogéne en fonction de ces six variables
étant de 0,752, a peine supérieur a la valeur absolue de la corrélation entre
calcaire et kérogéne qui est de 0,747.

On peut noter que les corrélations obtenues dans les différentes régres-
sions par boule ou figure le calcaire (soit directement, soit indirectement par
les facteurs d’'une analyse factorielle ou il se trouve en variable de base) sont in-
férieures a4 la corrélation (en valeur absolue) entre kérogéne et calcaire. Ceci
semble di d’une part a 'importance du calcaire, et d’autre part au fait que
Iobjet méme de la régression usuelle est la maximisation (parmi les combi-
naisons linéaires des variables explicatives) de la corrélation entre la variable
a expliquer y et sa valeur approchée y*.

L’intérét de la régression par boule par rapport a la régression usuelle
réside, comme on I’a déja mentionné dans le fait qu’elle fournit une pré-
cision différente pour chaque estimation de y. D’un point de vue pratique,
cette propriété est fort intéressante, surtout quand la variable a expliquer
est trés dispersée, ce qui est le cas ici du kérogéne.

Si 'on retire l'influence du calcaire, la régression usuelle sur LA, LN,
ES, FR et MX ne permet d’expliquer le kérogéne qu’avec un coefficient
de corrélation multiple égal a 0,346, tandis qu’avec la régression par boule,
on n’obtient qu’une corrélation de 0,315 ; par contre, si ’'on se place dans

(1) Cette corrélation égale a 0,315 pour 20 voisins, vaut 0,337 avec 10 voisins, 0,364
avec 30 voisins et 0,358 avec 40 voisins.
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Tableau n°5

Corrélation entre le kérogeéne et sa valeur approchée dans la régression
par boule (20 voisins) et la régression usuelle, effectuées dans I’espace
des quatre premiers facteurs des analyses factorielles 1 a4 6 (cf. V.1)

(20 voisins)

Analyse n° 1 2 3 4 5 6

tableau analysé kiy | Ky i, klohUJp Ky, 1, kJolpujc k]oJp
Reégression usuelle | 0,585 | 0,680 | 0,575 | 0,482| 0,660 | 0,535
Régression par boule |  coq | g 71 | 057** [ 046 | 0,695 |0,557

. * Corrélation égale a 0,68 avec deux facteurs et a 0,58 avec un facteur.
** Corrélation égale a 0,54 avec deux facteurs.

Tableau n°6

Corrélation entre le kérogéne et sa valeur approchée dans la régression par
boule (20 voisins) et la régression usuelle, effectuées sur les variables
quantitatives initiales et sur les variables logiques associées a

Joet J, UJ, (cf. V.1 et tableau n°1)

LN. LA. MX | LN. LA. MX variables logiques
Variables FR’ ES ,CC FR’ ES, associées a
> > Je JLUJ,
Régression usuelle 0,752 0,346
Régression par boule
(20 voisins) 0,701 0,315 0,587 0,474

Tableau n°7

Influence du nombre de voisins sur la corrélation R entre y et sa valeur
approchée y* dans la régression par boule faite dans I’espace des quatre
* premiers facteurs de k; ;.

Nombre de | ¢ 8 o | 15| 20| 30| 4 | s0
voisins
R 0.691 | 0,666 | 0,679 | 0,703 | 0,709 | 0,707 | 0,696 | 0,687

Revue de Statistique Appliquée, 1976 vol. XXIV n° 4

19




I'espace des quatre premiers facteurs de k; ; ; (ou Iinfluence du calcaire
a été enlevée) la régression par boule (resp. usuelle) fournit une corrélation
de 0,57 (resp. 0,575), on voit ainsi I'intérét de se placer dans cet espace.

On peut par ailleurs noter que linfluence des variables pétrologiques
autres que le calcaire semble étre un peu plus importante que linfluence
des variables lithologiques, les corrélations fournies par la régression par boule
(resp. usuelle) dans I'espace des quatre premiers facteurs de k; ; et ky_;
étant respectivement de 0,557 et 0,46 (resp. 0,535 et 0,482).

N.B. — Pour se rendre compte de la significativité des corrélations calculées
dans les différentes régressions par boule effectuées, nous avons tiré au ha-
sard les voisins. Avec 10 voisins, on a obtenu une corrélation de — 0,054, et avec
20 voisins une corrélation de 0,037, ce qui montre que les résultats que I’on
a obtenus par ce type de régression sont trés significatifs.

V.4 — Conclusion

L’analyse des correspondances du tableau croisé k; ; des modalités
des variables explicatives avec celles de la variable 4 expliquer y, ici le ké-
rogéne, a permis de bien voir les liaisons entre cette variable et les différentes
variables explicatives.

La régression par boule permet d’estimer la valeur de y, connaissant
les variables explicatives, ainsi que la précision de cette estimation. Il semrble
qu’il y ait intérét a faire cette régression (en méme temps que la régression
usuelle) sur les facteurs issus du tableau disjonctif complet k; associé aux
variables explicatives, mis en supplémentaire sur le tableau croisé kJo Te

ANNEXE N°1

Supposons les variables explicatives 2 &4 2 indépendantes ; on a alors :

@pj,

’ *, —
Vq’que‘quJql_qu q

Cette relation est équivalente, si 8'a désigne la fonction constante et
égale a 1 sur J;, a:

) *
vV q,q EQe:p,’:, = pyy ® 80

Pour tout facteur non trivial ¢’ de k;;, i.e. centré sur chaque J e @€ Q),
ona: . ;
Va,q €Q ¢ pil = (v 0op, )8’ =0

Les équations des facteurs non triviaux de k; s’écrivent alors (cf. équation
(1) dulll.l)d)):

2 (9000 14€QI=(r+ DYR-1 ¢

Code JJa _ ] (Al)
Va€EQ, :v°op? =(+DyRA-1Dypa

*)q#d
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Posant
VQ€EQ, : ¥i=ayga |
(A2)
ylo =b glo

On peut calculer a et b de fagon a ce que
W'e, ¥'e = (Y9 1q€Q,)

soit un couple de facteurs normés de k; , , associé a la valeur propre u (i.e.
vérifie les équations (2) du III 1) d))

Il vient tout calcul fait, si ¢’ est de variance 1 :
a= (Q2r/(r + 1))!/2
b = (2/(r + 1)"? xsigne (r + 1){/X = 1) (A3)
p=(+DyX= 12

A tout facteur non trivial de variance 1 ¢’ de k;; relatif & une valeur propre
A\ différente de 1/(r + 1)? correspond donc avec les formules (A2) et (A3)
un couple de facteurs normés non triviaux (Yo, Yle) de k,oje, associé a la va-
leur propre u. Réciproquement a tout couple de facteurs normés non triviaux
(Yo, Yle) de kJ Te associé a la valeur propre u correspond deux facteurs
normés non triviaux de k;; que nous désignerons par ¢!, € pouvant prendre

les valeurs 1 ou — 1. ¢J se déduit de (Y’o , y’¢) a partir des formules
(A2) ou :

a= Q2r/(r + 1))1/2
b=/ + 1)/ e
A= ((1 + e/T)/(r + 1))?

A\ désignant la valeur propre associée a «pi.

Remarque : y’o et Y’e étant de variance unité, les contributions de plo et
«pie a la variance de ¢! qui vaut 1, sont égales a 1/2.

ANNEXE N°2

Supposons les variables explicatives divisées en deux groupes Q, et Q,,
y étant indépendante des variables du groupe Q,. On a donc :

Vaq€EQ, 3p,‘;=p,q®6’°

J J
Q9 =
pjo pJO ®§°a
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Les équations (2) (cf. III.1) d)) des facteurs non triviaux de kJOJe se sim-
plifient alors et s’écrivent :

Z (Y90 p;? 14€Q}=1yE ¥
Vq=Q,: tl/"’opfo“ =/ Y
Vq€eEQ, :\myla =0

Si 'on pose J! = U {J, 19 €Q,} on voit que I'analyse du tableau k, Te
est équivalente a l’analyse du sous tableau kJ j1 croisant les modalités de y
avec les modalités des variables explicatives non indépendantes de vy.

De fagon précise, si r, désigne le cardinal de Q, (r, supposé non nul)
et si J2 désigne la réunion des J, pour q € Q,, au couple de facteurs normés
non triviaux (Y’e , Yle = (Y3t 012)) relatif 4 la valeur propre 4, correspond
le couple de facteurs normés non triviaux (Y’ , (r, /r)'/2 yI') de ky s rela-
tif a la valeur propre (r/r1 )u et réciproquement.

Dans le cas ou r, = 0, i.e. dans le cas ou y est indépendante de toutes les
variables explicatives, alors k; ; n’admet que des facteurs triviaux. Dans
ce dernier cas I'analyse du tableau de BURT k;; est équivalente 4 celle du
sous tableau k; ;.
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