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ETUDE DE LA FONCTION DE PUISSANCE
DU TEST DE SIGNE ()

Amidi ALl
Université Jundi Shapur, AHWAZ-IRAN

Le présent article a pour but une recherche qui permet de calculer la
puissance du test de signe. Dans la premiére partie nous avons rappelé le test
de signe, dans la 2¢ partie nous avons calculé un intervalle de confiance pour
ce test et finalement nous avons presenté la puissance de ce test.

a) RAPPEL DU PROBLEME

On considére deux variables aléatoires indépendantes X et Y, et n paires
d’observations indépendantes (x;, y;) de ces deux variables. Les observations
sont faites dans les mémes conditions pour les deux éléments de chaque
paire, tandis qu’elles peuvent varier de paire a paire. On utilise le test de
signe pour tester I’hypothése H, que les deux variables X et Y ont la méme
distribution. En général, la distribution des observations d’une part peut étre
différente de la distribution normale, donc on ne peut pas utiliser le test de
Student ni d’autre test paramétrique, d’autre part les x; et y;, peuvent eétre
difficiles & déterminer et il n’est pas toujours possible de les quantifier.

Le test de signe est basé sur le nombre des signes (+ ou —) des diffé-
rences X; — y; des deux observations de chacune des paires. Il consiste a
tester I’hypothése que chacune de ces différences appartient & une distribution
a médiane nulle, on rejette ’hypothése dans le cas ou les nombres de signes
+ ou — différent significativement.

Soit U le nombre des différences x; — y; positives, sir = Pr (X=Y) =0,
on peut accepter ou rejeter I'hypothése nulle suivant que U se rapproche ou
s’éloigne de la valeur théorique n/2. Dans I’hypothése nulle U a une répartition
binomiale (n, 1/2). Il faut donc déterminer les zones critiques de sa distri-
bution qui nous indiqueront a un seuil donné « s’il faut accepter ou rejeter
I’hypothése p = 1/2, donc finalement la statistique utilisée dans le test de
signeest U=#X; >Y)2)i=1,...,n.

(1) Article remis en octobre 1974, révisé en juillet 1975
(2) La notation # (X; > Y;) désigne le nombre de paires oit X; >Y;
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b) LINTERVALLE DE CONFIANCE DE U

L’événement : on a obtenu u fois (X; — Y; > 0) sous I’hypothése nulle

1

u 1 n—u
a pour probabilité C; (5) (2—) . o étant donné on peut chercher le plus

List -«
grand entier L, tel que 27" Z c <E’ puis le plus petit entier L, tel que
i=0

n
. o
2-n 2 ct <—2— de sorte que la région d’acceptation sera [L,, L,] avec un

i=Ly+1
n n
seuil <a. Posons, par symétrie L, =3 +aetL, =5 Sous Hynous avons
-‘21 —a ;—‘—-a
«= [2ﬂ > c;].2=2hn Xc
i=0 i=o0

Connaissant o on peut calculer le nombre a et ensuite les nombres L, et L,.
I1 faut signaler que, en raison du caractére discret de la distribution binomiale,
la valeur fixé o ne peut pas étre atteinte exactement.

Sur un ordinateur, nous avons calculé ces deux nombres pour n=15 (1) 30
avec le seuil & = 0.05.

Nous donnons les résultats dans le tableau suivant :

n |[5]|6|7|8(9(10(11{12|13|1415]16{17|18]19|20]21(22|23(24|25}26(27(28]|29|30

Lyf1fyfrjr)2f 2)2)3f33|4] 4[5/ 5[ S[6] 6[6 7178 8 8 91910

Ly|4|5(617(7| 8| 9| 9[10{11|11{12]12)|13(14{14]15(16{16(17(17/18/19/19]/20(20

On sait que lorsque n est grand, la loi de U tend vers la loi normale de

U n
2

moyenne E (U) = n/2 et de variance Var (U) = n/4 donc T = —l—- suit a
2V
peu prés la loi N (0, 1).

Nous avons cherché a partir de quel n cette affirmation est réalisée,
calculons les nombres L , et L, sous I’hypothése de normalité

H_%—a<U<%+a]=1—a
donc
Pr —a<U—-;-<a]=l-a
ou
[ n
v-3
Pro17 a<1 \1a = l-a
VR VR gV
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ou Pr —1——<T<1 =1-a
SV SV
Pour a = 0.05 nous avons
2 Pr |:0<T<E-]=0,95, donc L, et L
v 1 2

sont les entiers voisins de :
n n
—2- —0.984/n et E + 0.98 y/n

D’ou le tableau

n [(§|6|7|8]|9(10(11|12(13|14|15{16(17({18(19{20|21(22]|23|24(25(26(27(28]|29(30

Lyfoj1y 112y 2| 23]|3|3[4f 445|566/ 6(7( 78 8 8 9| 9/10

Ly|5(5(6(7|7( 8 9| 9(10{11(11(12|13|13(14{14|15(16{16{17({17(18(19(19{20(20

En comparant les deux tables ci-dessus, nous voyons que pour n => 18
les nombres L, et L, sont les mémes, donc nous pouvons utiliser la loi normale
pour obtenir ces deux nombres dés que n = 18. Il est clair que pour un -seuil
donné a, on peut présenter également un test unilatéral sur U.

c) ETUDE DE LA FONCTION DE PUISSANCE DU TEST DE SIGNE

Nous avons vu que la variable U = # (X; > Y,) suit une loi binomiale.
Nous allons tester Hy : p, = 1/2 contre l'alternative H, : p, # 1/2. On sait
que la puissance d’un test est la probabilité de rejeter Hy quand H,est vrai.
La fonction de puissance étant évidemment symétrique par rapport 4 p= 1/2,
il suffit de considérer lalternative p > 1/2. Appliquons la méthode de
Neyman et Pearson, pour cela envisageons un m-échantillon constitué de m
ensembles de n paires chacun, On a

P, (w)=Cy (—;—)u (l —;—j_u =2"" (Y

P, (w)=C’p* (1 —p)y®
Calculons les fonctions de vraisemblances correspondantes
m

-
f, (u) = 2-mn ]'_Tl c

- Ty mn—Zu; = uj
fy(w)=p"" (1 —p) [TcC
=1
d’aprés la méthode choisie l
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— — —
f, (W) p™ (1 — p)ymn—mu = gmn [pmE (]_p)ma-ma]

fo () 2-mn
f, (@)
On sait que la région critique est définie par —f'—(:}-> K (a),a étant le
o (U

seuil envisagé pour un test unilatéral sur U.
om.n [pmﬁ - p)mn-—mﬁl >K (o)

ou
— p

1 -p

1
>m— flog {27™"K (@) }]—n log (1 — p)

ou

ﬁ>{;llog 27" K(@)] —nlog (1 —p)} / log - P

ou u = A (bien entendu U est une réalisation de I_J). On doit donc calculer la
densité de probabilité de U et sa fonction de répartition.

Nous considérons les variables U,, U,,... U, qui suivent la loi binomiale
(p, n) indépendamment. On sait que la fonction génératrice de la loi bino-
miale est

Ay &) =(q+p- 95"
d’autre part

1 m _ _ m
— X U=U ou mU=Y U,
m )

=1 i=1
donc A5 (8) = (@ + p - s)™ Il enrésulte que mU suit une loi binomiale
(mn, p) donc

_ t
P[mU=t] =cC,, p'q™! soit avec —= A
P [U=2A] = CmA pmAgma-mA  ayec AE{0 ,;l ,e.., N}

A partir de la loi de U on peut calculer la fonction de puissance. Nous avons
a=P, [U=>A]Joul —a=P, [U<A] Soit Qp (v) la fonction de répartition
de Ualors 1 — a = Qm (A). Pour obtenir la valeur de A il y a deux cas :

I — on peut définir une valeur unique pour A de sorte que
- k k
A=Ql/‘2 (1 —a): A=; avec QI/2 (;)<1 —oz<Ql/2 k + 1/m)

IT — On ne peut pas définir une valeur unique pour A. Soit & I’ensemble

Q= {x: Q1/2 (x) =1 — a} et soit X, la plus grande valeur de &. Nous prendrons
alors par convention A = x, = QiU —a)

Ainsi il y aura toujours une valeur de A unique. Soit
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B, ={¥:0=>2al={:0>Q4 1 -~}
B, est la région de rejet

Si 7 représente la puissance du test
7=1-P(U<Qp} (I —a} soit w=1-Q,[Q (- a)

Si nous supposons qued%( rW{u) représente la fonction de répartition de la loi
binomiale, alors

1
@' ,. (0 -] avec p>—

(mn,p) (mn,i 2

T=1-@
Pour nm = constante,et pour un seuil « donné,@! ) (1 — o) pour
mn, =

tout p est constante, de sorte que les différentes valeurs de m quand p varie
sont obtenues a partir de la table de la loi binomiale.

Pour nm = N et a = 0.05 nous présentons les valeurs de m dans la table

®R~! . m
(N»i
1 'a) 2 : (=] K] (=}
p o=l 7|7 IWIT % T IN=5|N=10{N=15|N=20|N=30|N=40 |N=50
‘lz|Zz|z|z|Zz|Zz|Z

05 0 |[0|2]4|6|10]14]19] 0.05)0.05| 0.05]| 0.05] 0.05 | 0.05 | 0.05
04|—01f ™[> (”|”|”|”]|] 007|016 | 0.21]| 0.25| 0.29 | 0.31 | 0.44
03(—o02(”|”{”|”|”|”]|”] 016|038 | 0.51| 0.60 | 0.73 | 0.80| 0.91
02(—03(”(”|”(|”1”|”|”032]067( 083 091|097 099 0.99
0.1|—04 (™| |”[”[”]|”]] 059]092]| 098] 0.99] 099 | 1 1

les courbes correspondantes pour p > 1/2 sont tracées dans la page suivante.
Remarque

Dans le paragraphe c¢ nous avons utilis¢ m échantillons de chacun n
paires. Il est remarquable que la puissance ne dépende que du produit N = mn.

Les résultats sont donc valables pour m = 1 et n = M, et nous pouvons
donner la courbe de puissance pour m = 1.
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