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SUR QUELQUES ESTIMATEURS
DU PARAMETRE D'UN PROCESSUS POISSONIEN
SELON QUE LE NOMBRE D'OBSERVATIONS
EST TRONQUE OU NON
David SROUR

1 - INTRODUCTION

On considére une suite d'événements obéissant & un processus de Poisson
que 1'on observe pendant une durée L finie. Si R désigne le nombre aléatoire
d'événements sur [0, L], on sait que cette variable posséde une distribution

de Poisson de paramétre A= @L ol 6 est le paramétre de la loi exponentielle

1 -
de densité o © ve (t>0) suivie par les intervalles aléatoires T; de temps

écoulés entre deux événements successifs

Evénements

T, —

1 2o~ 3 S~ _ R.i R Ryl

t 4 + -——cpe--

<+
-+

T ’I‘3 T —

Cet article se propose d'analyser un certain nombre d'estimateurs de ©
Ty + Ta+ ... +T
R
deux événements successifs, calculé a l'aide des intervalles T; en nombre

aléatoire R.

R temps moyen écoulé entre

basés soit sur R soit sur T =

La variable aléatoire T n'est définie que s'il se passe au moins un évé-
nement avant L et nous serons par conséquent amenés a4 considérer le cas
ol R est tronqué de la valeur zéro (3éme partie de cet article).

Pour la suite, il conviendra de noter que la statistique R est exhaustive
pour O et totale.

Le premier résultat s'obtient en montrant que la distribution de
(Tl ’ T2 P ’ TR,)

conditionnée par R est indépendante de O :
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Prob [T, € [t;, t; +dt;), i=1,2, .., RR=r] = 1.1)
T
_Prob [T, €0, to+dtd, 1=1,2, ..., r;Tr>L- Xt
e My /et

Les variables aléatoires T,1i=1,2, ..., r +1 étant mutuellement in-
dépendantes le numérateur de l'expression ci-dessus s'écrit :

r
- -3t/0 ° L e
ot e "1Y° [, e *Pax, 7 at, = ePor [T dty
TL- 2ty =1 i=1

1
D'ol la distribution conditionnelle de (T,, T,, ..., T.)
Prob [T, € [t,, t; +dtJ, i=1,2, ..., RR=r] =r! L' le dt;  (1.2)

indépendante de 6 .

Quant & la totalité de R, il faut pour 1'établir, montrer que toute fonction
f(R) d'espérance nulle quel que soit &> 0 est identiquement nulle :

VE;EM®R)] =0V >0 >f=0 (1.3)
Or si E [{®)] = 0 pour tout 0, ona X f(r) e A/rl =0 VA>0 Soit
pour A= 0, f(0) = 0. i

De méme en écrivant que la dérivée terme & terme d'ordre i de la série

entiére en A r%‘of(r) AT/rt est nulle pour A = 0 (cette série est en effet uni-

formément convergente VA),onaf(i)=0, i=1, 2, 3, ... On en déduit
donc bien que f est identiquement nulle et que R est totale.

2 - CAS OU R PEUT PRENDRE LA VALEUR "ZERO"

2.1 - Estimateur L/R

On sait que R est 1'estimateur du maximum de vraisemblance de 9 ; la
fonction L/) de A étant biunivoque, on en déduit que 1'estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de @ est L/R mais on notera qu'il est d'espérance
infinie. Il n'existe d'ailleurs aucun estimateur sans biais de © qui, & une
constante multiplicative prés, est l'inverse du paramétre d'une distribution
poissonienne [Réf. 1, page 34].

Par contre, la statistique R/L, estimateur du maximum de vraisemblance
de 1/, en constitue un estimateur optimal, en ce sens qu'elle est de va-
riance minimale, dans la classe des estimateurs sans biais

A1

E R/L) =1°9 2.1)
A 1

VvV R/L) =17 5L 2.2)

Ce résultat découle directement du fait que R est exhaustive et totale.
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Montrons comment 1'on peut trouver pour L grand un intervalle de con-
fiance de niveau 1 - 2 pour 0,

La variable R suivant une loi de Poisson de paramétre L/5, on sait
que B—{I‘% converge en loi vers la distribution normale centrée réduite
It 0, 1).

Par ailleurs, R/L convergeant en probabilité vers 1/0, on en déduit que

AL cest-a-aire, B L converge en lot vers 5t (0, 1),

Si u,_  désigne la valeur ayant la probabilité o d'étre dépassée par la va-
riable 9T (0, 1), on a :

L
Prob [ \/_/e € [-u;.q, u,. c,{]]— 1 - 2a 2.3)

et l'intervalle de confiance pour 6 de longueur minimale dans la classe des
intervalles asymptotiques de niveau 1 - 2¢ est donné par :

1 1
[Vﬁ (VR +u9 VR (VR - a] &

L'estimateur L/R ne permettant pas une estimation finie de © quand R
est nul, on étudie par la suite l'estimateur L/ ® + 1) couramment utilisé
dans les problémes de fiabilité [Réf. 2],

2.2 - Estimateur L/® + 1)

Déterminons les caractéristiques de L/ ® + 1) qui selon la valeur de R,

prend les valeurs L, 2 :I;—, etc.

L . A w AT A .

ER+1) Let Y T 0e e - 1) soit
(2.5)

E (R+1)_e (l'e}‘)

Le moment de second ordre de cet estimateur s'écrit :
12 _ - _ oA . o A
E (R_—_+ 1)2) = Z T+ 1) (r 1) oL e " S(N) avec S(h) 21: s

A x
Dans l'annexe 1, on démontre que si I(\) = f S dx est I'intégrale
. X
exponentielle tabulée, on a : -®

S(\) = I(\) - C - Log A ol C est la constante d'Euler égale a 0, 5772. (2.6)
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On trouve par conséquent :

v(553)

oLe s - 02(1 - eN?

2.7)

8% MAIM - C - Logh) - 2 (chA-1)]
ol ch A est le cosinus hyperbolique de A, égal i (e" + e'A)/Z.

L
R + 1v due nous définirons par

Notons enfin que le biais relatif de R

E (L/(R +1)) - 9, s'écrit :
0

A

B.R. (L/(R + 1)) = -€” (2.8)

et que c'est une fonction de ), négative et croissante, variant de -1 & 0 (cf.
plus bas § 2.3).

Pour les mémes raisons que précédemment, L/(R + 1) est l'estimateur
optimal de la fonction 6 (1 - e"‘B) du paramétre © (sans biais et de va-
riance minimale).

Montrons comment l'on peut trouver pour 6 un intervalle de confiance
de niveau au moins égal 4 1 - 2q.

Cette procédure est basée sur le fait que si ¢ (A\) est une variable de
Poisson de paramétre A et X: une variable distribuée comme un X~ 4 n degrés
de liberté, on a :

Prob ( 2 (\) < x) = Prob (xzx >2A) Vx entier positif. 2.9)

Soit [7\1, ?\2] l'intervalle de confiance pour A ; on doit avoir si r est
I'observation de R :

Prob (R<r/A=1A)< (2.10)
Prob (R> r/A = \) < « (2.10)

D'ol d'aprés (2.9) l'intervalle de confiance pour A de niveau au moins
égal 41 - 20 :

1 2 1 2
[_2_ Xora® 3 inz.n-a]

ol 1'on désigne par X:’_ 1o 12 valeur ayant la probabilité « d'étre dépassée par
une variable X .

On a alors l'intervalle
[FZ,L__ —er——] 2.11)

5
2R+2, 1-x in,cx

recouvrant © avec une probabilité > 1 - 2.
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De‘ms le paragraphe 3, ol R sera tronqué :ie la valellr zéro (R sera alors
noté R') nous seront amenés 4 comparer L/R et L/(R + 1) en tant qu'esti-
mateurs de 6. Cela justifie que dans le cadre du § 2, nous étudiions la sta-
tistique L/(R + 2) et tel est 1'objet du sous-paragraphe 2.3 ci-dessous. On
y verra cependant que L/(R + 2) n'a pas d'intérét propre en tant qu'estima-
teur de 0.

2.3 - Estimateur L/(R + 2)

Cet estimateur qui, selon la réalisation r de R, prend les valeurs L/2,
L/3, etc... posséde l'espérance mathématique suivante :

E(L/(R +2)) = Le™ % @+ HA

(r + 2)!
Posons : ®
_ g @+ 1A _dB ()
A= r + 2)! da
avec
mﬂ ;\r+l (e}\ -1 - }\)
B(x)—oz(r+2)!— X
On trouve :
A QA
AN = Ae }\3 * et par conséquent :
1-e?
Ba/m 2= -15) @.12)
et
1-e?
B.R. (L/(R +2) = - — (2.13)
fonction de A négative et croissante variant de -1 & 0.
On montre facilement que 1'on a :
|B.R. @/(R+1)|<|B.R. W(R+2) |VAr>0 @.14)
et la configuration graphique est la suivante : (voir page...)
A 1 1 2 3 4 5 10 20 | @

2

B.R. (L/(R +1))[-60,7[-36,8[-13,5|- 5,0|-1,8[-0,7] 0,0] 0,0] 0

B.R. (L/(R +2))|-79,0 | -63,0 | -43,5 | -31,6 | -24,5 | -19,8 | -10 |-5 0

Biais relatifs en % selon les valeurs de A

Si 1'on se limite 4 un critére '"biais", l'estimateur L/(R + 1) sera donc
toujours préféré i l'estimateur L/(R + 2).
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-10 -
-20
-30 .
-40 -
-50 |
-60 .
-70 |
-80 |
-90

-100

B.R(L/(R+1)

B.R(L/(R+2))

La statistique R étant exhaustive et totale, L/(R + 2) est l'estimateur

n e (1 - e"-'/a . .
optimal de 6 (1 e — et sa variance se calcule comme suit :
2 2\ 2 -A :; }\r _ 2 -7\_d__ © 7\‘1-#1
E (/R +2)°) =1le e+ Y arnl|lrrro @ o

On trouve facilement E (Lz/(R + 2)2) =02 AS' () - S()) ous' (N
est la dérivée de S(A) (cf. 2.6).

D'ol :
E (L/R +2)°) = 8%t @EeM-1-1( +C + Log A) et
-\
V @/R +2) =0%eMer-1-1() +C+Logd) -0° (€ -1) /A’
soit aprés quelques simplifications :
V L/R + 2) = eze'}‘[fzu-cmw% (eA -1)-I(}) +Log A+ (C - 1)]
(2.15)
On peut couramment admettre en pratique que L est choisi, de fagon

qu'il se passe au moins un événement ; cela correspond & tronquer R de la
valeur zéro, cas dont l'analyse est faite ci-dessous.

3 - CAS OU R EST TRONQUEE DE LA VALEUR ZERO

On suppose dans la suite que le nom*bre d'observations sur [0, L] ne
peut étre nul ; cette variable sera notée R et posséde la distribution
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}\l‘

PR =1 = max -

r=1,2,3, ... (3.1)

(loi de Poisson de paramétre A tronquée de la valeur 0)

dont les caractéristiques peuvent étre facilement trouvées

. A
ER)=7_gaet (3.2)

AL -eMa+
(1 - e-H?

vV RY) = 3.2)

Cela revient 3 prendre pour densité du premier intervalle de temps T,;

1
non plus 5 e t/€pour t > 0) mais

— 1 & pour 0 <t <L), 3.3)
01 -e¢€Y
la distribution des T, (i = 2, 3, ..., R) restant inchangée.

On remarquera que les propriétés d'exhaustivité et de totalité pour R’
sont conservées ; de méme qu'en (1.1) en effet :

r
e'7‘e"‘r[ldi:]k
1=

Prob [T, € [t;, t; +dt;), i=1,2, ... R/R=r]= F-l—'%l——

/rt e - 1)

. 3.4)
tL] dty
indépendante de 9.
Conformément 4 la relation (1.3) on montre de méme que
* 1 o f(I‘) AT
V f telle que E [f(R)] = —x by — =0V A>0, alors f =0
( - 1) r)[ r.
(3.5)

3.1 - Estimateur L/R

La statistique L/R est maintenant 1'estimateur du maximum de vraisem-

blance de la fonction© (1 - e VB) Pour l'observatLon r de R (r > 1), la vrai-
semblance de 6 s'écrit en effet £ @) = A /et (e - 1) et I'on a

S Log £ (9 _d\ (r el
50 _da(\_ex-l) (3.6)

R zest donc l'estimateur du maximum de vraisemblance de M/ (1 - e }‘)
et L/R celui de 6 (1 - e9y,

Quant i 1'estimation 6, du maximum de vraisemblance de 6, elle s'obtient
par résolution de 1'équation (3.7) [Réf. 3]

e, (1 - e/ r) = L/r (r observé, supérieur ou égal a 1) 3.7)
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. Compte tenu des propriétés d'exhaustivité et de totalité de la statistique
R rappelée ci-dessus, on trouve facilement que R /L et L/R sont les es-
timateurs optimaux (sans biais et de variance minimale) des fonctions

1 LS (L/6)
31 - oA % (@A)

respectivement.

On a en effet ;

* _1 - T\ _ 1
E®/L) = L 2; r! er-1) 6 (1 - e-wB) 3.8)
E L/R) =(e—,\1-“— - LSW@/B) (s 5.6 3.9)

-1) 9r r! TP -1
et le biais relatif de L/R‘ considéré comme estimateur de 6 s'écrit

B.R. (L/R) = )S()l) 1 (3.10)

Quant aux variances des 2 estimateurs ci-dessus, elles s'expriment apreés
calcul des moments du 2éme ordre ; on trouve :

*o _ A@+ A
® /LY = 121 -¢€ (3.11)
et \
* Al - e+ A
v ®'/L =24, (f_(e_,\)z ) (3.12)
. 2
E (LR =i 20 (3.13)
et .
vV @L/R) =(e—f‘_—gz [e‘—l) z m-szm] (3.14)
avec
oM hsw “B“‘yiz_
Z (N = }1 ey —‘/; dx - [j_m e ¥ -C Logx] (3.15)

L'optimalité des estimateurs ci-dessus peut d'ailleurs étre vérifiée en
montrant que leur v?.nance atteint la borne inférieure de Cramer-Rao. Ainsi
pour l'estimateur R /L, par exemple, il faudrait montrer que V (R /L) donnée
par (3.12) est égale a [g'(M]z/ g MNot g (O est la quantité d'information
en A et g' (\) la dérivée par rapport a4 A de ER /L) g (M.

On trouvera facilement :

paaz (1 - eMa s a?
[g 0\‘)] - L2 (1 — e_h)4

(3.16)
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82 » X ?
. oA e}‘— -1 (3.17)

Al -eM @ -12 A1-eh @ -1

et

g' M2 _ A1 -era+))

E) L2 (1 - eM2 (3.18)

méme expression que la variance de R'/L dans (3.12).

De méme que dans le paragraphe 2.1, montrons comment 1'on peut trou-

ver un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 - 2¢, non plus pour
mais pour 6 (1 - e“®),

La fonction caractéristique Py (t) s'écrit :
1 - (}\e”)' _ e}\e“ -1
-1 r>1 r! eh -1

%ty = ~ (3.19)

et permet d'aboutir & la fonction caractéristique de la variable centrée ré-
duite

R’ 1 }\e'7‘
. Z
R, = s
A -e?ra+ay
\V 1 - eh)2
oM
“\/X it (l-e
. “r—_l——l-e' RIS e}\e‘ﬂ\ (1-e K(H)\))_ 1 3.20
)= ————— )
(Pllc e -1

qui pour A grand tend vers e"z/f fonction caractéristique de la variable
9 (0,1) (passer A la deuxiéme fonction caractéristique, isoler parties réelle
et imaginaire et effectuer les développements limités appropriés).

*

*
La variable R, convergeant en loi vers 97 (0,1) et L/R estimateur du
maximum de vraisemblance de 6 (1 - el/®) convergeant vers cette fonction
du paramétre, on en déduit que :

Rt-—ZLTk
1-e

\A‘* (1 7xe'7‘
ST )

*
converge en loi vers I (0,1) (crire R, sous la forme
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A

*

R -

1-e?

L Ae -
-7 o

V ga-eh

et substituer L/R‘ aoeq- e’7‘) au dénominateur).

L'expression &t (\) = re N - e'7‘) tendant vers zéro pour A infini, on
en déduit alors que la variable aléatoire

A
R-l-e-7\
VR'

converge aussi en loi vers 9t (0,1).

Par rapport au § 2.1, tout se passe donc comme si 6 (1 - e~ L/g)se sub-
stituait & © et l'intervalle

L L
[VT{‘(V—R‘+ul_& : VTl'(V'R'-uM)] 8.21)

est l'intervalle de confiance pour 6 (1 - e"“/e)de longueur minimale dans la
classe des intervalles asymptotiques de niveau 1 - 2,

Comparativement au § 2.1 (Cf. relations (2.1) et (2.2), on peut se poser
le probléme de trouver un estimateur optimal pour 1/8. Tel est 1'objet du pa-
ragraphe suivant.

3.2 - Estimateur optimal de 1/

La relation (3.8) permet de trouver rapidement cet estimateur que nous
noterons U/L. En posant :

(3.22)

1
E (U/L) =5

-A
. U\ _ (R' Ae aer
on voit que E(L) =E L )- Ld-eh et comme I-o* n'est autre que

la masse de R" au point 1, il suffira d'6ter du champ possible le cas R" =1.

L'estimateur sans biais de variance minimale de 1/9 sera donc :

*
LI %"SIR*=1 3.23
L |2sir'> 2 (3.23)
L
et sa variance se détermine comme suit :
2.1 [J s
2, 2 _ 1 TN A (s +1) A
E(U/L)_LZ(J‘-D ,;2 r! 'Lz(eh-1)¥ s!
(3.24)

- iy © 1 e
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et par conséquent
. A
V(U/L) =13 (1 tere 1) (3. 25)

3.3 Estimateur optimal de 1 - e-./®

Les estimateurs optimaux de 1/0 et de 1/6 (1 - e*/) étant connus, on
peut chercher i exprimer 1'estimateur optimal W de 1 - e-*2, En écrivant
que W est sans biais, on a :

__ 1 A -2
E W) = oh - 1);;‘IW(r) T=l-e (3.26)
D'ou
r}{ W (r) - 2 (ch) - 1) 2,,;1 Sy

et 1'égalité de ces 2 séries entiéres convergentes fournit la solution
0 si R: est impair

2 si R est pair (3.27)

-

Absurde d'un point de vue pratique, cet estimateur basé sur R’ est ce-
pendant 1'estimateur optimal de 1 - e®et sa variance s'exprime en remar-
quant que l'on a E (WZ) =2EW) :

VW =EW) @-EW)=(1-eM) 1+eh=1-e"=2sh (/e
(3. 28)
Cette recherche de 1'optimalité conduit de méme i estimer optimalement

A A .
e etl (EW‘-T) par les estimateurs absurdes
*
_ _(1 si R, est impair
Y=1-w=i,4 si R est pair
Dans le § 3.4, nous abandonnerons donc en partie cette notion d'optimalité
afin d'analyser l'estimateur "temps moyen" T dont 1'intérét dans les problémes
de fiabilité en particulier est certain.

3.4 - Estimateur temps moyen T

*

T, + T, + ... + Ty
RT’

bution de Poisson de parameétre A tronquée de la valeur 0 et proposons-nous

dans la suite de déterminer la densité de T, ses caractéristiques et un in-

tervalle de confiance de niveau 1 - 2a basé sur T. Afin d'exprimer la den-

sité de T, on utilisera souvent dans la suite les notations de fonction in-

dicatrice

Rappelons que T s'écrit T = od R suit la distri-

1sit e A,

L, ®=10sit & A. ©.29)
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Soit T, la variable aléatoire 'temps moyen'" pour r fixé strictement po-
sitif et soit f, (t) 1 ] ®, , s densité qui’ n'est non-nulle que dans
O,;

]o, %j (puisque si t, i =1, 2, ..., r sont les intervalles successifs, on a
¥ t< L.
1
Si q(t) est la densité de T, on a :
©
1 ~ f () AT
et =x Ty o B (3. 30)

r=1 r! ]0.2]
r

On peut aussi écrire par ailleurs :

qt) = ;l PO 1 O 3.31)
’ It 1)
c'est-a-dire encore . lLl !
I
PO si €] F L]
. 1. o
qt) = / p,t) sit EJ 7 ?] (3.31)"

. L L
pi(t)SltEJH—l’T]

LLL ..

5030 7 ete...
(En effet, il n'existe qu'une seule fagon d'observer un temps moyen t dans
—;—', L] , c'est d'avoir R =1et T, € ]% , L]; par contre on peut observer

puisque la fonction q (t) présente des discontinuités aux points

L
t = 2 soit avec R =1 et T,=%, soit avec R "= 2 et T, + T,=1L, d'ol

L
la discontinuité en 2 et de méme en % , % , ete...).
En remarquant l'identité évidente :
o
®_$, ©

]O.%] f=r ]ﬁ,TL]

(3.32)

la mise en regard de (3.30) et (3.31) conduit & :

. S S PO RLSH S -Y b1
T AR p; (t) “]ﬁ.%l

On voit facilement que le premier membre de cette derniére relation
s'écrit encore
1 o v f ) A
- 1
@nE A 0L
T 1]
et 1'on en déduit p; (t) sous la forme
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i r
1 £ ) N
PO - &

La détermination de q (t) revient donc & celle de f(t) densité de T dans

]0, %—] conditionnée par R" = r.

Pour t dans 10, L/r]lon a :

T
Prob (}l" T; =rt) . Prob (Trs1> L = rt)

£, ¢t) dt = =
r! (ex -1)

(3.35)

o Ty (i=2, 3, ..., r+1) est distribuée selon la loi exponentielle rappelée

en introduction alors que T, posséde la densité (3.3).
On trouve facilement

r.e’™ r8 (r t/9)r-l e-}w re/0
1l -eN(@-1)'°

f @) =
2 A/l (€M - 1))

et par conséquent

r\ . ..
£ () =r. (f) tr!
densité de Tr, dont les caractéristiques s'écrivent :

L? L2

- 2 _ -
VA =E@) -y rernee+

D'od p, (t) a4 1'aide de (3.34)

__ 1 S/ttt
NG 1 ey

2)

et par conséquent la densité discontinue de T de (3.31)"

1 ) -
BEr-1) sit € ]
- 1 2 . 1
q () = 5 - 1 1 + 2%/0) sit € |
1 33 2 .. =]
oer-p @ + 2%/ + 5, /) sit €
ete..

De fagon générale, le moment non centré m, de T s'écrit :
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SlE | bl

- -

ol

——

ol
[SS]

(s

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3. 40)



m —es-l % L/i i T (t_ r+s-1
(- 1)

s M1 S Y an (3.41)
soif aprés intégration
e \'"® 1 1
= _— —_ e 1
T & A E D el g 6
et ainsi qu'il est démontré dans 1'annexe 2 :
s n+s+l
m =t g A 3.42)

s eh-1) Zon!(n+1)5(n+s+1)

Cette expression générale permet de déduire les caractéristiques de T

—— 8 @ _ A A
ET) =m, € - 1) ,,Z,, (n+2)z'“(1 Ter-1 ) (3.43)

2

}\n*a

- _ 6
M m+1)2m+3) (r-1) XN (3.44)

E (T?) = mz(}\_l)z

n=o

avec

d s (N
RO =—d—(—)= ASN) =AT(N - C Log A) (cf. 2.6)

% (0) étant nulle, on en déduit

A
b (7\)=f x (I (x) - C - Log x) dx

et aprés intégration :
A 2 A
_A 1 _1 .2 AL, A
fo' x Log x dx =3 (Log ,\—5) et‘/o' xI (x) dx ——2-0\ IQ) -Ae" +("1)

2
E (TQ) =2-(?e\_—1) [7\2(1(%) - Log A-C +;— +eh -1 -7\e}‘] (3.44)"

et par conséquent

2 ) o2
V(T =3 (eeX_ 1 [7\2([(7\) - Log A-C+§)- efaen) Fan+1 - e7‘*>\-i]

(3.45)

L'annexe 3 montre d'ailleurs comment 1'on peut retrouver l'espérance
et la variance de T a l'aide des caractéristiques liées données par les re-
lations (3.37) et (3.38).

Quant & l'intervalle de confiance [8, 6,.o 9de niveau 1 - 2aq, on
montre dans 1'annexe 4, aprés un calcul simple mais fastidieux, que sa borne
inférieure, par exemple, soit 6., est solution de :

e 5 () 7 .10

ol r est l'observation de R" et T celle de T,.
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Notons enfin le biais relatif de T.

= -\
B.R. (T) = (—eA——l)

qui est toujours négatif et varie de -1 4 0 (cf. configuration ci-bas et réf. 4).

__LA
el/0- 1

9 (cf. (3.43 ci dessus), l'estimateur T n'en est pas l'estimateur optimal.

Bien qu'estimant sans distorsion la fonction 9 (1 )du parameétre

La statistique R’ étant exhaustive et totale, 1'application du théoréme de

L
Rao-Blackwell donne pour estimateur optimal de © (1 - —e—ljé?—l) la statis-

tique E (T /R"); espérance de T conditionnée par R'. D'aprés la relation (3.37)
L/9 . . .
M—_l) de variance minimale est donc
*
L/® + 1), dont le moment du 2&éme ordre s'écrit :

I'estimateur sans biais de 9 (1 -

2 r+l 2

L 2\ _ L - A _ A ATt
E((R'+1))_Me7‘-1),>2-;r:(r+1)2_(e_1)g(r+1)(r+1)v

_ _AD S (\) -
. (3.48)
On retiendra donc pour l'estimateur L/(R + 1) :
* A
E L/R +1)) =0 (1 -;x_—l—) 3. 49)
. 2 Ao -1y (3.50)
V (L/(R + 1)) =@e_—1) [Msm - N - @—@h—l)L] =

__ 8 A S
T AB M -N-("-1) +2) (eh—l)]

De méme que dans le § (2.3), la comparaison des biais relatifs de L/R
et de L/(R‘ + 1) en tant qu'estimateurs de © (cf. relations (3.10)et (3.47)
conduit & la configuration graphique suivante (ces relations permettent d'ail-
leurs de démontrer mathemathuement que le biais relatif de L/ (R + 1) est
inférieur 2 celui de L/R’) :

+30 4
+20 4
+10

-10
-20 |
-30
-40
-50
-60
-70
-80
-90
-100

B. R(L/R‘)

B.R(L/R'+1)
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A 1/2 1 2 3 4 5 10 20 | @

B.R. (L/R" -57 | -25 13,5 | 27,5]29,2|26,0[10,8 |0,0 |0

B.R. @R +1)|-77,1|-58,2|-31,3 |-15,7 | -7,5|-3,4|-0,04]0,00] 0

Biais relatifs en % selon les valeurs de )\

En se limitant toujours au critére 'biais relatif' et contrairement i ce
qui se passait dans le § 2.3 ol L/(R + 1) était préférable & L/(R + 2) (cf.
relation (2.14)), on n'aura ici tendance & préférer L/R* aL/(R Y 1) que si
A est inférieur au chiffre approximatif de 2,5 ; on a en effet

* *
|[B.R. LMR) | <|B.R. @/(R +1)) |V rA<2,5 (3.51)
On notera qu'il est assez remarquable et plutét inattendu que le simple

fait de tronquer la variable R de la valeur zéro conduise & des résultats aussi
fondamentalement différents.

ANNEXE 1
= $ }\;r
Calcul de S(\) P
On a :
IS A2 A3
S =Tt g e e (Al.1)
Ad S\ A2 A
'—T()= AS'(\) = ?\+—27.+ - |
d'ol
Mex_q
S (N =f —— dx +K (A.1.2)
avec :

X
K = ‘/::1 x ° dx puisque S(0) = 0

La constante K peut aussi décrire aprés quelques transformations :
1
B dx ) ® _cdx
K—f.mx - ([‘x—d’"f1 e*<F)

soit

1
K = f % - C ol C est la constante d'Euler [Réf. 5] (A.1.3)
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Cela donne :

A g A
s=-c+ [ erIX_ [X_ 1 c-Log A.1.4)

ol
A dx
I = f e’ > est 1'intégrale exponentielle tabulée.

ANNEXE 2

Calcul du moment non centré mg de T

On avait déja trouvé (relation (3.41)'

n+s

na 1 1
X 21 & (- 1) (n+s)(iT*8' I +1)"*S) (A.2.1)

Pour i = j et j + 1, les deux sommes consécutives s'écrivent :

h] n}\n’s J_‘ nn}\n¢s
n_zl (n-1)! (n+s) ( g/—v/l)“‘s J“‘s n21 (n-1)! (+s)

((j +1)08T +12)"’s)

et la deuxiéme de ces sommes se décompose comme suit :

j nnxn*s 1 1 (j+1)j”}\,'“s”
S@-1) @mrs) \JFAPE  Grere/ Tt jiges+D)

(v )
j+1)j+s+l - (j+2)j+s01

Ceci entraine des compensations de termes entre les 2 sommes (termes
barrés) et 1'ensemble de ces simplifications étendues aux sommes successives
ne laisse subsister que les termes ol n = i soit :

s+l s+2 ~5+3
N + X _+ A -
s+1 (s +2)2 2(s+3)3

+ ete. ..

D'od finalement mg

nt+st+l
A

-_08° ¥y
Ms = X1 ,,2.-0 n' m+1) m+s+1) (A.2.2)

(relation (3.42) du § 3.4)
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ANNEXE 3

Espérance et variance de la variable aléatoire T

Nous nous proposons de montrer dans cette annexe comment 1'on peut
retrouver les caractéristiques de la variable T & 1'aide de l'espérance et la
variance conditionnelles de T données par (3.37) et (3.38)

ETMR " =1r)=L/c + 1) (A.3.1)
VTR " =1)=1%/[r@c+1)%@+2)] r=1, 2,3, etc... (A.3.2)

Rappelons pour cela les relations entre les caractéristiques marginales

et conditionnelles de T :

E () = E.E (T/R) (A.3.3)

V(T) = BV @R + V E«TR"

On trouve alors facilement d'aprés (A.3.3) :

o

L 3 AN _eEt-1-n
€ -1 T @+1) e-1

E(T) =LE (1/(R"+1)) =

soit

ET =6 (1-—7) (A.3.5)

et -1

déja donnée dans le 3 3.4, relation (3.43).

Quant 4 la relation (A.3.4), elle donne
Ty = 1.2 1 1
V(T =L 3}:(R R R )+ v (R.+1)

1 1 1 1
R (R'+ 1)2(R' T 2) sous la formeﬁr -3 (R'+2)—CR'+1)2,

En écrivant

on a aussi :
V(T) = LZ‘? E (2;.—) - E (E_(l?lJr—Z)) - E? R—.1+1 ); (A.3.6)

soit d'aprés l'espression de E (1/(R‘ + 1)) donnée en (A.3.5)

V(T)=L2}E(2;-)— E (E(R*—l+é—))_5\% (1 ‘e_A?\TT)Zg (A.3.6)'

*
Il ne re§te plus qu'a exprimer les espérances mathématiques de 1/2R
et de 1/2 R +2)
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E(1/2R')=2(e1 };‘ No__SW (A.3.7)

A1 r.r! 2 @r-1)
ALx
SO) =I() - C - Log A = ;G;—dx - CLog A (cf. A.1.4)  (A.3.8)

Quant i la variable 1/2 (R‘ +2), son espérance s'écrit :

. _ 1 o AS?
EQ2 R +2) = 202 @) - 1) z-‘ (r+2).r!

o }\r+2
Pour calculer A () = Y

—————, on remarque que l'on a :
C T +2) e

dA ® }\.r+l
T oam = A= aet-n.

1
D'od, puisque A (0) = 0, A@) = f x (e*-1) dx

o

On trouve facilement A ()) = 1-32/2 + el (A= 1) ce qui donne

1 y_1-2+etr-1)
N (2 R +2)/ " 2)2er-1) (A.3.9)
et en tenant compte de (A.3.7) et (A.3.9) dans (A.3.6)' :

oo S() _1-Ne+erp-1 1 A )2

V(@ =1L 2 er-1) 2)\%(eh- 1) A2 (1 el - 1) {(A.3.10)
On voit que V (T) peut aussi décrire

_ ke 2 _ A _ 2)?

V(T)_“z(e,\_l);;\(sm +1/2) - eM(M+1) + 4N 1 -
(A.3.10)

expression déji donnée dans le paragraphe 3.4 (cf. relation 3.47).

ANNEXE 4

Intervalle de confiance pour g basé sur T

Rappelons qu'en notant Prob (6 <6) = «, le probléme revient & trouver
Gqet 6, ,tels que :

Prob (64<©< 6. ) =1-2q« (A.4.1)

oll @ est un seuil de probabilité fixé i 1'avance.
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On peut aussi écrire la relation de détermination de o, sous la forme
évidente :

[lawat=a (A.4.2)
t

ol q (t) est la densité de probabilité de T prenant les différentes formes

p, )
p, )

(r nombre d'événements observés et t temps moyen).

densité de T si L/i+1) <t<L/i, i=1, 2, ... (r-1)

" " T<t<L/r (A.4.3)

En décomposant l'intervalle

1§, Llen { 1%, L/r], 1L/r, L/(c - 1)}, etc.. ]L/3, L/2], 1L/2, L1}

ol r est le nombre d'événements observés,A.4.2) s'écrit encore

-1 AL/t L/r
;l ‘[/(i*l) p;() dt + j; p, (t) dt = a (A.4.4)
D'od d'aprés (3.4.1)

L) L/i 11 n-1 L/r r n" @y
-1 [12-‘: ‘/;J/nu)[ -1 9) ]dt+ f 1t o dt

=0

(A.4.4)

Intégrons et remplagons L par A\ ©

(e7& 1) [2 (nk) 1" (i:l)") + 2‘: (_I:—l}%)i (;1;" (ti)n)]=0t (A.4.5)

n=1

Plusieurs simplifications résultent du développement de la premiére
somme entre crochets et il ne reste que

SAL Gy
= EG = i'r
c'est-i-dire encore
say i
$A g )
= i o itrl

La seconde somme quant 2 elle s'écrit

£ s r N i 7
Ny G0 (tfi'

e ) I}
j=1 i'rt j=1 Lo

D'ol la relation donnant A g€t par conséquent 6, = L/\ !

i —
1 A it !
@) S (x- ) ) =« (A.4.6)
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