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SUR L'ESTIMATION DES PROBABILITES DE TRANSITION
D'UNE CHAINE DE MARKOV
A PARTIR DES DONNEES MARGINALES

Y. ARAGON

Laboratoire de Statistique (Université de Toulouse)

I - INTRODUCTION

L'estimation des probabilités de transition dans une chaine de Markov,
a4 partir d'observations portant sur les transitions (micro-observations) a
été traitée par Anderson et Goodman [1]. Cependant l'estimation de ces pro-
babilités & partir des données marginales (macro-observations) n'a pas regu
de solution satisfaisante.

C'est ce probléme qui est étudié ici. Le but de cet article est essen-
tiellement pratique. Aussi n'y figurent que peu d'éléments de justification.
Pour une étude plus compléte on pourra se reporter a [2]. Par contre, la
solution numérique du probléme a été détaillée pour permettre & tout prati-
cien d'utiliser facilement les techniques proposées.

II - POSITION DU PROBLEME

Pour un utilisateur, une chafne de Markov est un modéle dynamique
discret permettant d'analyser des séries chronologiques (voir Telser [12]
pour un exposé des applications économiques classiques). Ce modéle repose
sur 1'hypothése suivante :

"La probabilité pour un individu d'gtre dans un état j donné & un ins-
tant t, est entiérement déterminée par sa position & l'instant précédent ou
d'une maniére générale aux n instants consécutifs précédents ; n est l'ordre
de la chafne".

Les parameétres d'une chafne de Markov sont les probabilités de tran-
sition p, T formant la matrice P.

p,, est la probabilité pour un individu quelconque de se trouver dans
I'état j & un instant sachant qu'il occupait 1'état i & l'instant précédent. Il
y a r états (i,j = 1,...,r). Les probabilités marginales qj(t) qu'un individu
quelconque soit dans 1'état j 4 l'instant t vérifient la relation de récurrence :
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Y ; -
q® = X p, qit-) . t=1,...,T
i=1,.

On dispose, pour estimer les p, e d'échantillons extraits de cette po-
pulation. Dans la situation classique, on observe les n;;(t), nombre d'indivi-
dus passés de 1'état i 4 l'instant t-1 & 1'état j en t et pour des temps d'ob-
servations consécutifs en nombre T+1, et notés de 0 a T.

La présente étude est centrée sur le cas ol les n;;(t) sont inconnus
et oll seules sont disponibles les marges n; (t), c'est-d-dire les nombres d'in-
dividus présents dans un état & un instant. On a évidemment :

T

ni(t—1)=12=4lnu(t) t=1,...,T i=l,...,r 1)
r1

n,(t) =1;lnﬁ(t) t=0,...,T j=1,...,r.

La taille de 1'échantillon observé au temps t est N(t) = 12‘1 n;(t) ; dans

les cas ol cette taille est indépendante de t on la note N. Remarque : on
parlera indifféremment de marges, de données marginales, de macro-obser-
vations, de données agrégées.

III - DIFFICULTES DANS L'APPLICATION DE LA METHODE DU MAXIMUM
DE VRAISEMBLANCE, TELLE QU'ELLE EST UTILISEE EN [1] :
Dans la situation classique, le m&me échantillon est observé & chaque
instant, et on connaft les transitions. Quand la répartition initiale des indi-
vidus est certaine la densité conjointe des observations, se note :

T

L(n(1),...,n(T)/n@) = 11 Ul _ (D) j[Tlp’;;i("

t=1 N

111 n;;(t)!

Quand les micro-observations n;,(t) sont connues, on obtient & partir
de cette expression, les estimateurs M. L. des P,y

Si les ny(t) sont inconnus et que seuls les n;(t), données marginales
sont disponibles, on peut formuler la densité conjointe des observations n;(t).

a) Probabilité conjointe de n(t) = (n;(t),...,n.(t)) conditionnée par la
connaissance de n(t-1).

I1 faut dénombrer toutes les fagons possibles de passer de 1'état i en
t-1, a l'état j en t, et les affecter de leur probabilité de réalisation. Or
il y a autant de fagons de passer de i en t-1 4 j en t, qu'il y a de n(t),
vérifiant les 3 conditions :
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0< n“(t) < ni(t"l) i,j:]., I

I

ny 5(t)

) n (t) j=1,...,r 3)

Sl Nk

nu(t) = n;(t-1) i=1,...,r.

=

[
-

D'autre part n;;(t) est distribuée multinomialement de parameétres :
(n,(t-1);p,,5...,8,). La probabilité d'observer le vecteur n(t) conditionnée
par la connaissance de n(t-1) s'écrit donc :

. )
£(ny(t), . .. ,n, (t)|n(t-1) = TT ) n -1yt 7T B By

ngy () 1=l j=1 nyy(t)!
avec n;;(t) vérifiant les conditions (3).
C'est le produit de convolution de r densités multinomiales.

b) On peut maintenant écrire la densité conjointe des observations, la
répartition initiale n(0) étant supposée connue.

T : jm
Lin(1),...,nT)no) =TT 1 2 TT | nt-1)! I‘[

t=1 § ngy(t)i=1 n t)!

les n(t) vérifiant (3).

Cette expression est impraticable pour rechercher des estimateurs
M.L. des p;,. C'est pourquoi d'autres méthodes d'estimations convenables
sous certaines hypothéses ont été proposées.

IV - AUTRE APPROCHE DU PROBLEME

Plusieurs types d'hypothéses sur le modéle sont possibles parmi les-
quelles les deux suivantes s'introduisent simplement. Pour chacune d'elles
nous donnons les estimateurs obtenus sans tenir compte des contraintes d'iné-
galités.

Ces estimateurs n'appartiennent pas nécessairement a l'espace para-
métrique Qs

e ={P = (PysPys -+ s PPy B Y (B > 0(G=1,.0)1-1),

.-
1-2p. >0), i=l,...,}r.
g1 Y

C'est pourquoi on indiquera & la section V, une procédure simple et
rapide permettant d'obtenir des estimateurs appartenant & Q,.
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A - Situation ol les marges sont directement obtenues (en abrégé - situation
M).

1 - Etant données que seules les marges sont utilisées, on peut envi-
sager des échantillons ol elles sont directement obtenus, sans l'intermédiai-
re des transitions. Ce sera notamment le cas, si on préléve & tous les ins-
tants d'observation consécutifs, dans la population markovienne d'ordre 1,
un nouvel échantillon tiré indépendamment du précédent au moment du son-
dage. En effet chacun de ces échantillons est composé d'individus présents
dans 1'état i 4 l'instant t. Il est distribué suivant une loi multinomiale (N(t) ;
q,(t),...,q.(t). On a bien obtenu ainsi des marges n,(t) (i=1,...,r), distri-
buées multinomialement. La densité conjointe de ces observations s'écrit :

]‘T qi(t)ni(t)

1 T (5)

T
fn(1),...,n(T)) = ﬂ N(t)!

Les parameétres & estimer Py apparaissent dans cette expression par
l'intermédiaire des relations

r
q,(t) = > p,at-1) t=1,...,T j=l,...,r (6)
i=1
ou
r
6 = Z o 4,0) (M)
i:
pi“ est 1'élément ij de Pt. Si q,(0) est inconnue on peut l'estimer par
I;I"(((;))) , et l'expression (5) est remplacée par

n; (t)

gm(1), ..., n(T) n(0) —TT Ny 7 L0

v ®

La recherche des estimateurs M. L. des P, i 1'aide des relations (5)

et (7) ou (8) et (7) est encore trop compliquée.” Lee et Collaborateurs [6]

ont donc utilisé au lieu des relations exactes (8), des estimations de ces
r

expressions, obtenues en remplacant qj(t) = Zl pU qi(t—l) par
i=

n;(t-1)

oy = ?1 13 N(t-1) ®

Quand N(t) - +» pour tout t, pj (t) converge en probabilité vers qj(t).
Au lieu de (8) on a :
n, (t)

i
h(n(1),...,n(T)n(0)) = ﬂ Ny TT 20

i1 @O a0

ol pi(t) est défini par (9).
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Cette expression n'est pas la vraisemblance de 1'échantillon dont on
vient de décrire l'obtention.

(cf. [2] pour une interprétation de (10) comme vraisemblance).

2 - Estimateurs sans contraintes dans cette situation

On montre [6] que les estimateurs obtenus en maximisant 1'expression
(10) sont solutions de l'équation :

XUL'W, - X2 X, pe=0 (1)
D
Oﬁ Z* =
Zr-l.l Srememtasen e Zr-1.r-1
[ 0,(1) &,y - (1)) ]
et I, = ! 1\}21) d e e ieiiee e (12)
.................... Pe(T) (15 - £3(T))
i N(T)
Ww = [Wlw--,wr-l]’ P, = [P;,‘--,P;_l]’
Wy = (Wi (D),...,W (™)' p, =[p,,...,p,)" (13)
Wi(0). .- W.(0)
Xy =X = | eeeeieieenenans .
Wi (T)eenens W (T)

Z, étant inconnue, on la remplace par un estimateur zZ,.

p, solution de (11) est aussi l'estimateur G.L.S. qu'on aurait obtenu
en minimisant :

(Wt - x* pt)' Z':l (W* - X:u p*)

B - Situation ol les marges sont des agrégations de transitions (en abrégé
gituation T).

1 - Anderson et Goodman envisagent les transitions d'un seul échan-
tillon d'individus qui transitent tous de l'observation initiale & 1'observation
finale, par les états de la chafne de Markov. Pour trouver les estimateurs
des Py, ils doivent connaftre les transitions entre deux instants consécutifs
(au moins). L'échantillon suivant le processus évolue exactement comme le
suggére la définition d'une chafne de Markov et c'est ainsi qu'habituellement
on engendre artificiellement un échantillon de cette population.
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2 - Estimateurs par les moindres-carrés sans contraintes d'inégalités
dans cette situation (situation T) :

On peut essayer d'estimer les p, par une méthode de moindres carrés
(L.S.) sur un systéme d'équations linéaires. On peut remplacer les relations
(6) par les relations

t _ ¥ (t-1)
no ?_’.lp“ 0

ou si W(t) = ——njlét)

r

W, (t) = 2 Py, W, (t-1) + u,(®) §=1,...,r. t=1,...,T, (14)
i=1

~

uj(t) est un aléa centré dont la distribution reste & préciser. Le mo-
déle de régression introduit par les relations (14) peut &tre considéré comme
une régression conditionnelle de Wj(t) sur W, (t-1). On posera alors :

E(ui(s)|W(s) pour s < t) =0

C'est une convention cohérente avec le mode d'obtention des marges, a
partir du méme échantillon & tous les instants. Les moments centrés d'ordre
2 d'un produit de convolution étant la somme des momentscorrespondants des
lois convoluées, la matrice des covariances du produit de convolution (4) est
donc :

r
= ?“.1“1“"” (8p - Pyy) Py (15)
ih

On cherche en fait les moments d'ordre 2 des u(t) définis par (12).
Sous 1'hypothése précédemment introduite qu'a chaque instant, les W;(s) pour
8 < t sont certains, on passe de W,(t) & u,(t) par une translation certaine,
on montre que cov(u(s), u(t) W, (s),i=1,...,r, s=0,...,t-1) = 0.

De (15) et de W,(t-1) = E’%’—” on déduit [2]
< t-1
cov(uy(t), u, (t)|W, (8),k=1,...,r, 8=0,...,t-1) = 2, % 8y = Py Py,
Jj=1

Pour un échantillon de taille assez grande, on peut donc approcher la
distribution des u(t) (i=1,...,r) par une distribution multinormale centrée,
de matrice des covariances

i ny(t-1)

A =
t = N2

(6“1 - pjh) p,“.

On peut exprimer les équations (14) comme un systéme d'équations li-
néaires (11).
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o Coe ] (16)

........

W, =X, p, +u, an
w = [u,(1),...,u(T)

Dans ce systéme, les covariances des éléments de u, sont les cova-
riances conditionnelles précédemment introduites. La matrice A, de ces co-
variances n'est donc pas la matrice des covariances des éléments de u, au
sens habituel du terme. Mais comme on a convenu d'effectuer des régres-
sions conditionnelles de W(t) sur W(t-1), on peut montrer que :

T
W, - X, p)' &' W, - X, p) = L W) - P, Wt-1))' ...
-1
SN Wy - P, Wot-1) (18)

P, étant déduite de P en éliminant la derniére colonne Wi (t-1) étant

déduit de W(t-1) en éliminant son dernier élément.

Cette égalité incite & choisir la régression linéaire :
W* = X‘ p* + u#

oll u, est une v.a. centrée pour laquelle on prend comme matrice des co-
variances A,.

All ° Alr-l
A* = ceo e ceeesccse s
Ar-l : Ar- 1, r-1
r . (19)
e [£20 6
ij 3—:1 N2 13 TR TR R EE R R ERER RN
~ 0y (T-1)
L”” ....... I SN 52.:1 N ((5lj - pjh) le
La minimisation de (W, - X,p,)' A;'(W, - X,p,), donnerait les estima-

teurs G. L.S. (moindres-carrés généralisés), si J, était connue, mais A, dé-
pend des paramétres 4 estimer. C'est pourquoi A, est remplacée par une
estimation 7\‘ de cette matrice. Le choix de 7\. est envisagé a la section V.

C - Finalement les estimateurs obtenus dans les deux situations ci-dessus,
sont solutions du probléme

min (W, - X, p,)' B (W, - X, p) 0o}
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ol B = A, (situation T)
Z, (situation M),

Mis & part les estimateurs bayesiens évoqués en annexe, presque tous
les estimateurs proposés jusqu'a présent sont des estimateurs par les moin-
dres-carrés (généralisés), solutions du probléme (I); seule la matrice B dif-
fére d'un auteur a 1'autre.

Mais on constate que les estimateurs obtenus n'appartiennent pas &
I'espace paramétrique. Tous les problémes a4 résoudre doivent &tre posés
comme des problémes de maximum sous contraintes.

Au lieu du probléme (I) on doit donc résoudre :

min (W, - X, p)' B' W, - X, p,) (m)
p*EQ*

La solution numérique du probléme se trouve compliquée car on est
amené & utiliser une méthode de programmation mathématique.

Dans le tableau ci-dessous on a regroupé :

- les choix faits jusqu'd présent par plusieurs auteurs °*
le modéle linéaire

la matrice de pondération : B

la méthode de programmation sans contraintes

la méthode de programmation mathématique.

Les comparaisons numériques permettent de croire que les méthodes
les plus élaborées fournissent les meilleurs résultats.

Equation linéaire  Matrices Type Méthode Programme Référence
de pondération  d'échantillons idéal pour mathématique
B = cette situation (®, €9,)
diag E(A,) (1) T G.L.S. 9
1 L.S. Méthode empirique 3
I M.A.D. (2) Simplex 6
W, =X, p,+u, {EMN @D G.L.S. 8
Z. M G.L.S. Méthode de Wolfe 7
A, T G.L.S. Méthode de
pénalisation 2
o’ L.S. Méthode de Wolfe 5
(1) diag E(A,) = matrice diagonale formée avec la diagonale de E(A)
E(A) = matrice déduite de A, en remplagant

r

ny(t) E(ny(t))
,‘?:', T Gy - Py Py, par ,2:‘1 N Gy = By Py

(2) M.A.D. = Déviation absolue minimum, On minimise |[W, - X, p,|' E
ol |W. - X, p‘l est le vecteur des valeurs absolues des éléments de W - X p,

E est un vecteur colonne de 1.
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V - SOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME

Nous donnons maintenant la solution numérique que nous avons adopté.
Elle est simple & programmer et peut dans certains cas recevoir une inter-
prétation statistique.

Nous avons vu que le probléme se pose ainsi

min (W, - X, p)'" B W, - X p) )
P, eQ,

ol B est une des matrices du tableau précédent.

A - 1 - Choix de i, (situation M). Si on ne connait pas d'estimateurs P,
de p,, on peut prendre pour Z., la matrice obtenue en remplagant dans Z‘ :
9 (t) par W, (t), estimateur convergent de o (t).

On peut donc calculer un pi” en résolvant le probléme B et calculer
r
un nouveau Z, en remplacant py(t) par Z Py, Wj (t-1).
j=1

. -1 o s P N
Avec le nouvel estimateur de 2* obtenu ainsi on peut résoudre & nou-
veau le probléme (B) et ainsi de suite.

2 - Choix de Z, (situation T). Si on ne connaft pas d'estimateur f)* de
Py On peut prendre la m&me matrice qu'd 1'étape initiale de la situation M,
avec cette matrice on résout le probléme (II), on obtient un p,, on peut
alors le reporter dans l'expression (19) pour obtenir un nouvel estimateur
de A., et recommencer 1'opération.

B - Simplifiant les notations, on doit résoudre & chaque itération le program-
me mathématique :

1
min f(x) = ) X' Qx - x'D
(III)
pour X = (X),...,Xyq))'€ Q,
Dans cette expression :
X, N, X, situation T
Xy ;' X,  situation M
2 Xt I;' w, situation T
2 X' £ W situation M
* * *
k=1,...,r-1

Pk T Xrk-neg §
j=1,...,r .
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La méthode la plus simple dans notre cas, semble &tre la méthode de
pénalisation. L'idée des méthodes de pénalisation est de ramener un tel
programme 4 la recherche d'une suite de minimums libres appartenant &
Q,. Pour cela f(x) est corrigée par une pénalisation. Suivant le choix de
cette pénalisation 1a méthode numérique peut recevoir une interprétationsta-
tistique.

1 - Choix d'une fonction de pénalisation

Suivant Fiacco et Mc Cormick [4] nous avons adopté

P(xi€) = f(x) + € L(x)
r(r-1) r
o1 S 1
L) = X —+ X7 *)
U SR L R Y
o Ty

-

(Précisons que L n'est pas ici une vraisemblance).
€ est un '"'parameétre de perturbation'" strictement positif.

€ L(x) est une pénalisation, telle que le minimum de P(x;€) appartient
a @, Dans la méthode, ayant obtenu pour x = x,, le minimum de P(x;€,)
oil g, est la valeur initiale de £, on choisit € tel que 0 < €, < €y et partant
de x, on cherche le minimum de P(x;g,).

D'une maniére générale, on obtient x, tel que P(x,;€) = min P(x;g,).

Quand € - 0, min P(x ;€) - m;tln f(x)
X€E
*
Remarque : Contrairement aux méthodes dérivées du simplexe, les métho-
des de pénalisation exigent la prise en compte explicite de toutes les con-
traintes (x; » 0).

Choix de g :
Ayant choisi un point initial x, intérieur & Q,, on convient de choisir

[4] :

_ |vi.vL]

S v

Le choix de x, ne pose pas de difficultés étant donnée la forme des
contraintes.

2 - Résolution de min P(x;g))

Nous avons utilisé l'algorithme de Marquardt [10], mais tout algo-
rithme de minimisation de fonction non linéaire est en principe acceptable.
La convergence est assez rapide dans notre choix,

() On peut aussi adopter pour € L(x) ; l'expression :

r(r-1)
~

r r
1211 g, Log x; - 12.1 g} Log (1 - kztlxr(k-l)*l)

ol €, €] sont strictement positifs.
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Ces considérations générales exposées, nous donnons, un organigramme
assez détaillé, du calcul des estimateurs des probabilités de transition.

Organigramme du calcul des estimateurs

1/ Lire les observations de la chafne.
2/ Calculer un estimateur de Z,' (ou A' suivant la situation).

3/ Former les termes quadratique Q et linéaire B de 1'expres-
sion & minimiser & 1'aide de Z;l (resp. A}') et des observations.

4/ Effectuer la Procédure de Minimisation Séquentielle Libre
(PMSL). Soit p{™ la valeur obtenue.

5/ Calculer Z, (resp. A, en fonction de p(
6/ Recommencer en 3/. Arrdterle calcul quand [p(™ - p@*D|< €

ol g, est strictement positif et arbitrairement petit.

Procédure de Minimisation Séquentielle Libre

1/ Définir le domaine par des inégalités : g, » 0, i €1
Q={x;8 >0, i€EI}

2/ Former une fonction pénalisée P. Ici :

I -

1
P(x;€,) =Ex' Qx - x' -B+ €, Ex

o

n

3/ Choisir un point intérieur & Q. Calculer la valeur € = €, corres-
pondante.
4/ A la n-iéme itération (n = 0,1,...).

Calculer le minimum de P par une méthode itérative (par exemple al-
gorithme de Marquardt), en prenant comme valeur initiale du vecteur x, le
dernier point intérieur obtenu. Soit x(€,) la valeur de x pour laquelle P(x;€))
est minimum,

5/ Diminuer €. Par exemple €, = €/3

6/ Avec x(g,) comme point initial et € ,, =€, recommencer en 4/.
Arréter le calcul quand |x(g;) - X(€,47) | < 6 on 8 est strictement positif et
arbitrairement petit.

4 - Remarques et compléments sur la P,M.,S. L,

Numéro 2 : la pénalisation choisie est du type l/gl.On aurait pu choi-
sir une pénalisation du type Log g,.

Numéro 3 : le choix d'un point intérieur ne souléve pas de difficultés
étant donné le probléme. cf Fiacco et Mc Cormick [4] pour une utilisation
de la P.M.S.L. dans le choix d'un point intérieur initial.

Numéro 4 : le choix de 1'algorithme de Marquardt est justifié car il
est rapidement convergent, mais en contre partie, eu égard 4 la pénalisation
en l/gi adoptée, on introduit dans le calcul du Hessien des termes en S/glz
trés sensibles aux erreurs d'arrondis (le vecteur x calculé sort du domaine).

s

On peut remédier i cette situation de plusieurs facons.
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& En recommencgant la minimisation libre & partir du dernier x(€) ap-
partenant a ¢, obtenu, mais avec un €, supérieur i celui qui donne de mau-
vais résultats. Ce faisant on se rapproche plus lentement de la frontiére (et
de la solution).

B En utilisant un algorithme de minimisation introduisant moins d'er-
reurs d'arrondis (par exemple, méthode de Fletcher-Powell) mais plus len-
tement convergent. Cet échange peut &tre fait si 1'opération o recommencée
plusieurs fois ne donne toujours pas de meilleurs résultats.

Y En donnant aux composantes de x, violant les contraintes, des va-
leurs proches des valeurs obtenues, mais ramenant x dans . Ceeci quand
les moyens énoncés en a et 3 ne donnent pas de résultats.

O En choisissant une pénalisation du type Log g,

Numéro 5 : il est difficile de fixer a priori le choix du taux de di-
minution de €., Ceci est affaire d'expérience. Nous avons adopté € ,, = € /3
ou €, = €,/2.

VI - CONCLUSION

Nous donnons pour terminer des résultats d'expériences de simulations
portant sur 50 échantillons, de 1000 individus transitant entre 3 états au
cours de 25 périodes d'observations, suivant la situation T. Ces expérien-
ces portaient sur deux matrices de transitions et avaient pour but de com-
parer les estimateurs obtenus par la méthode de Lee, Judge et Zellner
(M.L. ou G.L.S.) et les estimateurs introduits dans [2]. Les estimateurs
introduits dans [2] apparaissent sensiblement meilleurs, pour estimer les
éléments de P,.

MATRICES
Pl PZ
0.35 0.35 0.3 0.9 0.05 0.05
0.4 0.3 0.3 0.0 0.9 0.1
0.3 0.35 0.35 0.01 0.01 0.98
RESULTATS
Méthode introduite dans Méthode de Lee et collaborateurs

cette étude

Moyenne des résultats obtenus

0.324 0.382 0.294 0.324 0.380 0.294
0.407 0.251 0,342 P, 0.409 0.251 0.340
0.312 0.362 0.326 0.318 0.364 0.318
0.828 0.132 0,040 0.820 0.140 0.040
0.062 0.822 0.116 P, 0.067 0.816  0.117
0.006 0.015 0.979 0.006 0.016 0.978
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Carrés moyens des erreurs

0.018 0,016 0,013 0.018 0.016 0.013

0.019 0.019 0.023 P, 0.019 0.019 0.023

0.018 0.013 0,019 0.019 0.013 0.017

0.008 0.001 0.002 0.009 0.013 0.002

0.005 0,010 0.002 P, 0.006 0.012 0.002

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
ANNEXE

I - En admettant que (10) est une vraisemblance, on peut envisager des es-
timateurs bayesiens de p

I est courant de choisir comme loi de probabilité a priori, pour un
vecteur de parameétres positifs dont la somme est 1 , une loi Beta multidi-
mensionnelle.

On notera la loi a priori du vecteur p, = (p1 P ,p“_) :
_P(alr"---'*'air) 8 4-1 1

f Y s T
P " Tay. @ P

a -

ir
* pir
Les a,, quantifient la connaissance a priori. Cette expression est dé-

finie pour a, 1> 0, mais on se limitera & a,, > 1, (seul cas utilisé en pra-
T

tique). La loi a priori de P est donc 1r_[lfs(p1).

Tenant compte de (10) on peut maintenant écrire la densité conjointe
a postériori, des observations

r-1
T r n, (t) r r-1 _ -l a-2 a
o W) = K | TTTTe, @ | x [TTTT sl = 5 p e ™

i=1§=1 .

-1

ol K est une constante indépendante des paramétres.

La minimisation de - Log f(p* |W) fournit les estimateurs bayesiens de
p,. Cette minimisation s'interpréte trés simplement, comme on le verra au
paragraphe suivant, dans une situation voisine,

II - Une interprétation bayesienne de la méthode de pénalisation dans l'es-
timation d'un vecteur de probabilités

1 - On envisage le cas ol la méthode d'estimation utilisée (M.L. ou L.S.)
risque de donner des estimateurs D n'appartenant pas & l'espace paramétri-
que
n-1
Q={p=(p,...,p) P, >0 i=1...,net1-2%p >0}
On est donc amené & faire intervenir explicitement les contraintes
P € Q dans la recherche des extremums.
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2 - Estimateurs bayesiens

Hypothése : le vecteur de probabilité p admet une loi a priori Beta-
multidimensionnelle de paramétres (a;...,a,) ol a, > 1 pour i=1,...,n.

Remarque : La loi Beta-multidimensionnelle est définie pour a; > 0 (i=1,...,n)
mais si un a; est inférieur 4 1 la densité a postériori n'est plus bornée sur
Q. D'autre part la condition a; > 1 pour tout i est nécessaire pour le calcul
par pénalisation.

La densité conjointe a priori s'écrit :

n-1

n-1
_ a -1 Y a!
B(p) = B®,-..,p) & |1 i (1 - X p)*

L(X|p) étant la vraisemblance des observations, on peut choisir comme
estimateur bayesien de p, une valeur modale P de la densité a posteriori.
Nous admettons que cette valeur est unique.

Donc, en notant f(p [X) la densité a postériori, on a :
f(p|X) o L(X|p) B(p)
et on cherche p € & tel que :

min - Log f(p|X) = - Log L(X[p) - Log B(d)

ce qui revient a chercher

n-1

n-1
min - Log L(X|p) - & (@, - 1) Log p, - (a - 1) Log(l - 2 p)
peQ i=1 ! 1 o (o 1

Cette expression n'est définie que sur Q et tend vers + o quand p se
rapproche de la frontiére. La recherche de son minimum se raméne a la
recherche d'un minimum libre. C'est le principe des méthodes de pénalisa-
tion.

3 - Estimation M, L.

Si on recherche par une méthode de pénalisation, l'estimateur M.L.
de p, minimum de - Log L(X|p), p € Q, on est amené & chercher une suite
de minimums libres de la fonction - Log L(X|p), pénalisée par une fonction
des contraintes quand cette pénalisation tend vers 0. Cette pénalisation peut
8tre 1'expression :

n-1 n-1
+ Peip) =+ (X € Log p, + ¢ Logl - 2 p))
1=1 j=1
oll € > 0 pour tout i. On calcule donc le minimum libre de
g(p;g) = - Log L(le> - P(g;p), ol € = (519"'5811)
Soit P(€) le point pour lequel g(p;€) est minimum,

Quand € - 0, D(€) ~» D, [4], D est l'estimateur M. L. de p.

92 Revue de Statistique Appliquée. 1972 - vol. XX N° 2



Dans la solution numérique de ce probléme, on arréte le calcul quand
€i est petit mais strictement positif pour tout i, on n'obtient donc pas l'es-
timateur M. L. de p mais une valeur approchée qui dépend de € : p(g). Si
on se reporte i la discussion du numéro 2, on constate que l'approximation
pE) de l'estimateur M. L. ainsi obtenu en minimisant g(p;€) pour p € Q, est
aussi solution du probléme :

n-1

n-1
min - Log L(X|p) - Z (a, - 1) Log p, - (a, - 1) Log (1 - Z P,)
peQ i=1 i=1

Quand a; =€, + 1 pouri=1,...,n,

Donc l'approximation p(e) de l'estimateur M. L. P(0), est l'estimateur
bayesien de p, obtenu en maximisant la densité a postériori, quand la den-
sité a priori est une loi Beta-multidimensionnelle de paramétres : (€,+1,... ,€,+ 1).

Ces remarques restent valables pour une large classe d'espaces para-
métriques bornés. L'extension & un domaine non borné est plus délicate.
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