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LES NOMBRES DE STIRLING ET DE BERNOULLI
DANS UN PROBLEME DE SONDAGE "

Madame VALEMBOIS

Département Mathématiques, Centre Universitaire Dauphine

1 - INTRODUCTION

Il s'agit d'estimer la moyenne d'une population de taille N finie lors-
que l'on tire un échantillon de taille n fixée, avec remise. Ce probléme ne
se pose que lorsqu'un sondage exhaustif se révéle impossible matériellement,
l'estimateur, moyenne de 1'échantillon, étant alors meilleur que tout autre.
L'article de P. THIONET (1] (1967) sur ce sujet est complété ici par 1'uti-
lisation des nombres de Bernoulli. Rappelons que le principe est de ne gar-
der que les observations distinctes pour obtenir un échantillon S de taille nq4
aléatoire. Il y a alors au moins deux estimations possibles pour m :

1
Eng 2 ©

x! =LZ Xy X" =

Cet article concerne 1'étude de X' et accessoirement celle de X'".

2 - RAPPELS

2.1 - Loi de n,

L'expression de la probabilité d'avoir nq4 observations distinctes utilise
1'une des propriétés des nombres de Stirling de seconde espéce.

S(n ,n4) = nombre de partitions de n éléments en ny parties distinctes
et 1'on a:

Prob (ng) =—11$; S ,ng) ng ! Cy

Des calculs simples donnent :

E(na) = N[l - (1 —%)"]
Ved =N (1-3)" N (1) (o) (1)

(1) Mémoire de D.E.A., rédigé en juin 1968.
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En faisant des développements limités pour N grand et n fixé, on ob-
tient :

E(na) #“(1 - “2&1)

nn — 1)

V(ng) # TN

ce qui permet de dire que la méthode conduit en général & une valeur ny
proche de n si n? «< N,

2.2 - Espérance mathématique de X'

Conditionnellement & n4 connu l'espérance mathématique de X' est :
EX'/ng)=m
Dol :

EX') = E(X'/n4) Prob(ng) = m

(Nl

=1

=
a2

Donc X' est un estimateur sans biais de m.

2.3 - Variance de X'

De méme

V(X' = i V(X'/ng) Prob (ng)

ng=1

V(X'/n4) se calcule comme dans le cas d'un tirage sans remise (il n'y
a que des observations distinctes)

&1 (N -1y __c? 1y _
V(x')—..élnd =3 Prob (ng) = -3 NE(nd 1

Le calcul de E(ni) fait par P. THIONET [1] donne :
d

1, 1 . . .
E(n—d =yxr (N N1yt +1M

3 - LES NOMBRES DE BERNOULLI

3.1 -

C'est ici qu'interviennent les nombres de Bernoulli : la somme des puis-
sances de N — 1 premiers entiers s'exprime sous la forme d'un polynome
en N par:

(N-D™l+ (N-2)"t+ ... + 1""=% [Bo(N) - B,]
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dont la principale propriété est B,(N + 1) — By(N)=n N**!
B,(N)=B,N + CLB;N" '+, ., +Cl B,N"P+ ... +Cy By

oll les B, sont les nombres de Bernoulli [2, p. 52].

- -1 5 1 | _1 -1 5
B,=1, B > B 8’ By= 30’ Be—42, Bg= 30° 310—66
691
= - = >
B2 2730 et Byp+1 =0 pourp >1

tous les nombres non nuls ont des signes alternés.

1l s'agit des nombres B® pour n=1 [2, p. 287-288], leur fonction gé-
nératrice exponentielle est :

t
G(1,t) =— =3

On a donc :

1 _ 1 - n-1
E(nd)—nNn[Bn(N) B,+n N™*]

1 [N N n-1_ .., C’B, . n-p
== |— —_ ~n Jp
N..[n+ st N RN L+ BN

3.2 - Variance

Mais revenons i la variance de X'

%) = 1y _
V&) = 1[NE(M) 1
Donc V(x') est égal a:
V(x ——n———c [Bn(N) = Bal
-
(x') = (N-1) n(N) n
o2 N N*™' n-1__., ChBp \aep
_(N_I)Nn-l[ 2 + 12 N&%+ ..+ n N +...+B,.\N

Pour N grand et n fixé > 3, on retrouve alors l'expression approchée don-
née par RAO [3] :

n 2 12N

2 -
vo‘:')#N—O_—;[ﬁ—L" 1]

le terme suivant étant négatif on peut dire dans les mémes conditions que :
o? N 1 n-1
! — — — e —
V&) < ¥ -7 [n 2 " 12N]
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3.3 - Amélioration du résultat
En fait cette inégalité est vraie quels que soient Netn » 3 :

Soit
n-1 -
aN" , n@-1) N"2+R (N) pour n>3

By(N) - B,=N - 2 12

et
& (N) =Ra(N +1) ~ Ry (N)

On a

8y(N) = B,(N+1) = By(M) = (N +1)" = N+ [(N +1)"' = N™"1]

- ﬂn_l;_ll [(N + l)n-z_ Nn-Z]
-1 n-2 ne2e
- J—)n n 2 Cj_zN 2-§

n n-1
Ga(N)=nN"'=3 )N +2 ¥ ci, N1
i 2 & 12 i
8,(N) =n N1 - N1 n(nz- 1) N2 n(nz— 1) N2
n(nz' 1) Cf,:%] o

n
- 30 L5-1
.’2.3 [Cn 2 Cll-l+ 1

1 3 . -
&a(N)= =75 2 Ca (1 = 8) (4 —4) N™ <0
J=3
Donc quels que soient N et n, indépendamment de 1'inégalité N >n
...... <Ry(0)=0

R, (N +1) <R, (N)

ce qui démontre 1'inégalité

2 [N l+n+1]

o}
! — -
VEY <x—7 |» "2 T ow
avec égalité pour n=3 et 4 .
o}
Pour n=1 V(E') =02, Pour n =2 V&')=2—

Avec le mé&me principe de démonstration on obtient un encadrement

de V(®')
o> I~n_1 n__0% IN_1 n-1
N—l[n 2]-<V(X)5N—1 n 27 12N

Si I'on voulait un encadrement plus précis il suffirait de prendre plus
Les démonstrations

de termes dans le développement polynomial de V(X').
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se font de la méme fagon jusqu'a ce que l'on prenne le septiéme terme non
nul, mais malheureusement il n'apparaft pas de recurrence pour un nombre
quelconque de termes.

L'erreur relative faite en employant 1'approximation de Ro vaut :

(n -1) o?
E= 12N (N - 1)
S __ o -
n(N - I)Nn-! [Bn(N) Bn]
Or
n-1
Ba(N) - Byx N - 2N
Donc
E< 12 zi:z: &) = 61‘\;?211\1— = )n)
2

L'approximation de Rao ne sera donc applicable que si n<< N. Par
contre si n=1/2 N l'erreur relative sera de l'ordre de 1/36 ce qui n'est
guére satisfaisant.

4 - COMPARAISON AVEC LES SONDAGE EXHAUSTIF ET BERNOULLIEN

4.1 - Sondage exhaustif.

n
En ce qui concerne le sondage exhaustif la variance de X, =% 2 X,
sl

o*N-n
n N—-1°

est
Comparons V(X,) et V(X') pour n > 2

o N _1 o N-n o2
o o2 IN_17_ 09’ )
V&) V(i‘)ZN—l[n 2] n N-1 an-12°

Donc on retrouve un résultat prévisible c'est-a-dire que l'estimateur
du sondage exhaustif est meilleur que X'.

L'efficacité est minorée par

o? n_N .n-1 _n
V(;Q>n(N—1)N"'1(N g N )=N 2 _,,_n0
V(x1) 02 N-n N-n 2(N - n)

nn-1

4.2 - Sondage bernoullien

Comparons maintenant X' et X=

S

n
Y x; d'un sondage bernoullien
=1
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2

V&) - V&) 2% - n(N -1 [ ;lz;r ] pour n2 3

T rre o? n-1_nn-1)
M >n(N—l)[ 2 12N

Cette expression est positive donc X' est meilleur que 1'estimateur du

sondage bernou'lien quels que soientn et N (Pour n=1 et n =2 les variances
sont égales).

L'efficacité de X' par rapport & X est minorée par

02
V(X) N-1
VX' [N—E ngn—l)] N - L@ 1)
n(N - 1) 12N 1 N
donc
n—-2 nn-1)
VX) 51+ 2 12N
] = -
V&' N_£+ngn 1)
12N
Dans le cas ol 1'approximation de Rao s'applique c'est-a-dire si n << N
on a:
V@&) n_
vy 11 2(N—n) #1438
et

(1 +3)

Le gain en efficacité de X' par rapport 4 X est donc la moitié du gain
en efficacité de X; par rapport & X lorsque n <« N.

1
5 - ETUDE DE X" = X
E(ng) é !

1\n
Rappelons que E(ny) = N[l - (1 - E) ]

Nous n'approfondirons pas 1'étude de cet estimateur car son expression
nécessite la connaissance précise de la taille de la population

Cet estimateur est sans biais

E®" =Y E®"/ng) Prob ng= i l;l(dm) Prob(ng) =
ng=1

nq=1
Sa variance est :
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"y — —!ld
VE") = [E(nd)] nz.l ) Prob(nq)

crall 1 -
VE") = Emy) N =1 [N E(na) ~ [E(na))?)

Comme

Vi =N(1 - ) =¥ (-3 en(- ) (1-3)

Apreés calculs il vient :

o? (I_LNn _(1_%"
N [1_(1_%111]2

Pour n fixé et N grand un développement limité donne :

V( ")

s 49 _n-1 (n—l)(n_ll)
V&) #3 [1 2N 12N°

- o? n-1
< "m g = - —
Donc pour n << N, V(X') |1 N

On voit immédiatement que X" est un meilleur estimateur que X

pour
n << N.

D'autre part on retrouve que X" est moins bon que l'estimateur du son-
dage exhaustif quels que soient n et N.

m__ 1 a N - nd o’N-n Egnd)
VE) = TEwmgn? ,,2.1 a0 =1 PrOPOa 2 NI [Ey)

Vv nd) 02
7" —
V& )Zn N—l [ E(nd)]2| n N-
Comparons maintenant X' et X"
L‘I_l+n-l] _0_2[1_n-1]
n 2 12N n 2N

o? [1 ,(-1) (n-6)
# —1[2n+ 120N

V(i') -

Donc pour des valeurs de N suffisamment grandes par rapport i n, X'" est
meilleur que X'.

6 - CONCLUSION

Dans un sondage bernoullien le fait de ne retenir que les observations
distinctes améliore 1'estimation de m 3 condition de remplacer n par le nom-
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bre des observations distinctes ou par 1'espérance mathématique de ce nom-

bre. Nous avons démontré que X' =nLZ x; est meilleur ou équivalent &
d Sq
n
X =— 1 2 X, quels que soient n et N et que d'autre part X" =

Z Emg) 2 > x, est
mellleur que X' pour des valeurs suffisamment grandes de N par rapport i n.
Et nous avons vérifié que ces deux estimateurs ne peuvent en aucun cas at-
teindre la précision de l'estimateur d'un sondage exhaustif.

En 1'état actuel de la statistique, ces résultats ne sont plus que des
cas particuliers d'une théorie générale (des estimations 'suffisantes') ;mais
ils ont eu une réelle importance historique en aidant & découvrir que X n'était
pas le meilleur estimateur possible dans le contexte non paramétrique (ab-
sence de loi théorique de distribution pour les x,).
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