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PROBLEME DE TEST D’HYPOTHESES LINEAIRES MULTIPLES
EN ANALYSE DE LA VARIANCE

PHAM-DINH-TUAN

Laboratoire de Mathématiques Appliquées, Grenoble

1 - INTRODUCTION

Dans le modéle I d'Analyse de la Variance, les hypothéses (que ce soit
une hypothése & priori ou celles que l'on veut tester) sont toujours des hy-
pothéses linéaires. Dans ce modéle, les observations sont des variables aléa-
toires X,,..., X, normales, indépendantes, de moyennes E1seens &y et de
méme variance o?. Le vecteur £ER", de composantes £,,..., £ est sup-
posé appartenir i un sous-espace vectoriel V de R"(dim V < n). C'est 1'hypo-
thése i priori. On s'intéresse i savoir si & appartient 4 un ou plusieurs
sous-espaces vectoriels donnés V,;,...,Vy, de V. Par exemple, considérons
le cas d'un plan factoriel 4 deux facteurs. Si l'on fait 1'hypothése & priori
qu'il n'y a pas d'intéraction entre les facteurs, les observations sont de la
forme :

X; =W + e} +e} +eyy i=1,...,I;j=1,..., d
ol p et €f, i=1,..., I;ed, j=1,..., J sont des constantes avec :
J
(1)i €4=0 ; (2)zaf=o
1=1 i=1
et ey, i=1, ..., I, j=1, ..., J sont des variables aléatoires normales,

indépendantes, centrées de variance commune 2.

Le terme U représente la moyenne générale des observations, les

termes 81‘ , i=1, ..., I représentent l'effet du facteur A, les termes
Ef, i=1, ..., J celui du facteur B et les termes e;;, i=1, ...,1,
j=1, ..., J tiennent compte des effets du hasard.

Ici le nombre des observations est n=1.J, et le vecteur EER", de
composantes F,ij= E Xy, i=1,..., I, j=1, ..., J appartient au sous-
espace vectoriel

I J
VE=(Ey): Ey=p+et+ey/ Y el=0, Y ef=0
i=1 =1

On pourra s'intéresser 2 déterminer si le facteur A n'a pas d'influence
sur les observations, ce qui se traduit par €f= 0, i=1, ..., I;c'est-a-dire
que & appartient au sous-espace vectoriel :
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J
V1=§§=(§u) Eig=u +ef/% €f=0§
i=1

De fagon analogue, on pourra se demander si le facteur B n'a pas d'in-
fluence sur les observations, ce qui veut dire que £ appartient au sous-
espace vectoriel :

11
Vo= E=(Ey) Ey=p+el/ et =0

i=1

Les hypothéses que 1'on pourra formuler sont :

H1l1:E€V,, E€EV, pas d'influence de A et B
H2 : EEV, , EEV, Influence de B seul
H3 : F,$V1 , EEV, Influence de A seul
H4:EEV, ,EEV, Influence de A et B

On a donc un probléme de test d'hypothéses multiples. Il en est de
méme pour les plans factoriels & plusieurs facteurs, avec intéraction ou non
entre les facteurs, & ceci prés que l'on a un plus grand nombre de sous-
espaces vectoriels V;, ..., Vk et plus d'hypothéses i tester.

Une maniére naturelle de résoudre ce probléeme est d'effectuer sépa-
rément les tests de 1'hypothése ZEV, contre ZEV; pour chaque i=1, ..., k
et de conclure suivant les résultats de ces tests. Dans l'exemple précédent,
si par le premier test on est amener i accepter l'hypothése L&V, et par le
second, on est amener 2 rejeter 1'hypothése EEV,, alors on choisira 1'hypo-
thése H2. La suite de cet article est consacré 3 1'étude d'un tel procédé.

2 - DEFINITION DU PROBLEME ET LE TEST CORRESPONDANT

Soit n variables aléatoires -indépendantes X,, ..., X,, normales de
moyennes respectives E , ..., § et de variance commune o2 ;le vecteur
des moyennes EER" est supposé appartenir 4 un sous-espace V de R".

Soient alors V,, ..., V,, k sous-espaces vectoriel de V (dim V; <dim V,
i=1, ..., k), on se propose, au vu d'une observation x de X = (X,, ..., X,)
de choisir une des 2k hypothéses :

Hy : EEV, i€J
EEV, i€

oll j est une partie de {1, ..., k).

Désignons par W;, l'orthogonal de V, dans V et supposons que
(C) Les sous-espaces vectoriels W, i=1,..., k sont orthogonaux deuxa deux.

La condition C est trés importante, elle permet de réduire le probléme
de test par la considération de l'invariance.
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Notons F='1 la projection de £ sur W, . Les hypothéses 2 tester peuvent
s'écrire d'une autre maniére :

Hy : Ey=0 I€J
Eq #0  1€J

Le test que nous proposons est le suivant :

Désignons xy,, i=1, ..., k, xys les projections de l'observation x de
XER" sur W,, i=1, ..., k et sur V* (V* étant 1'orthogonal de V dans R"),
on choisi 1'hypothése H; si et seulement si

|| xy ||
2.1) N <p Vies
[lxw]] 71

”xVI” >p1 VieJ

1% va]|

ol Py, i=1, ..., k sont des constantes données i l'avance.

On remarque qu'effectuer ce test équivaut & tester simultanément 1'hy-
pothése 5'1 = 0 contre 5.1 # 0 pour chaque i=1, ..., k, par la méthode de
test d'hypothéses linéaire (le F-test).

3 - ETUDE DU TEST PRECEDENT

3.1. Test d'hypothése multiple et fonction puissance

Soit X un élément aléatoire de loi de probabilité Pg od 6 est un para-
métre inconnu, appartenant A un ensemble abstrait ®. Soient 01, ..., B une
partition de ® en r parties, le probléme de test d'hypothéses multiples est
de décider au vu de l'observation x de X, l'une de k hypothéses :

H; : 6€06,; i=1, ..., k
Un test est alors une fonction ¢, mesurable de X dans R
Px) = (P1(x), ..., Px(x)).

telle que :

K
P,x)20, i=1, ..., k; P x)=1
1=1

ol 9, (x) représente la probabilité que 1'on accepte 1'hypothése H; quand x
est observé.

La performance d'un test ¢ s'exprime 2 1'aide de la fonction puissance
B (. ; ¢) définie sur @ et & valeurs dans R* :

BO ;8) =Ky (9) €8

La composante B; (8 ; ¢)=E l,e}(cpl ) de B (B ; p) représente la probabilits
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que 1'on accepte 1'hypothése H en utilisant le test ¢ et quand Py est la vraie
ici. Un test est d'autant meilleur que si B; (8 ; ¢) est d'autant petit quand
0¢ 0,

3.2. Propriétés optimales du test précédent :

On trouvera quelques propriétés optimales et une étude plus compléte
du test précédent dans PHAM-DINH [3]. On remarque que 1'on a affaire 2
un probléme de décision et que l'optimalité d'une procédure de décision
g'étudie ici au niveau de la fonction du risque correspondant 4 une fonction
de coOt tres simple.

4 - FONCTION PUISSANCE DU TEST (2.1) . RESULTAT NUMERIQUE DANS
LE CAS DE DEUX HYPOTHESES LINEAIRES

La fonction puissance du test (2.1) définie dans § 2 est une fonction i
valeurs dans R* , soit B (8) dont les composantes sont

B,0)= Py {accepter hypothése H ;} 6=¢t , 0?2

| Iy | |2 |Ixw|]?
=P —d— <P €T ; ——>p; ViET
O | TXyl]2 <™ [xwll2 7P

Introduisons les variables aléatoires :

2
X .
=8l Ly
| Ixve] |
Uo= 02
Les variables aléatoires U,;, i=1, ..., k suivent des lois du X2 dé-

centrées 3 n;=dim W; =dim V — dim V; degrés de liberté et de paramétre
de décentrage p, = ||€y,]/%/0? et la variable aléatoire U, suit une loi du X2
centrée i n,=n — dim V degrés de liberté.

La fonction puissance du test se déduit donc de la loi de probabilité du
k-tuples (Ul/Uo, e Uk/Uo), elle est une fonction de (p,, ..., p,) et dé-
pend des degrés de liberté n,, n;, ..., n, ainsi que les séparatrices
paratrices p, ..., P, qui définissent le test

Dans le cas ol k=2, la fonction puissance a quatre composantes
B2y =P 1%‘:“31 ) g_:< pzi
By =P ’g_:“’w g_:mz‘

-p |1 ik}
Bo —PiUo p,,U°>pzt

80 Revue de Statistique Appliquée. 1971 - vol. XIX N° 1



080°0 | €68°0 ¥90°0 | 928'0 TET'0 | L0L°0 6%Z'0 | 02570 LEF'0 [ 92270 T89°0 | 0S0°0 LO6°0 | ...
900°0 | €20°0 TT0°0 | 920°0 LT0°0 | 8T0°0 S20°0 | 0TO'0 €€0°0 | €00°0 0%0°0 | 000°0 €¥0°0
$20°0 | 8¥8°0 SS0°0 | 88L°0 STT'0 [ 649°0 ¥BZ'0 | €0S°0 00%°0 [ 0L2'0 €€9°0 | 60°0 €98°0 | ..o
11070 | 820°0 6T0°0 | S90°0 €€0°0 | L¥0°0 0SO°0 | 220°0 0L0°0 [ 600°0 880°0 | T00°0 L60°0
810°0 | $54°0 T50°0 | S0L°0 060°0 | ¥T9°0 T8T'0 | €9%°0 €€€°0 | €52°0 S0 | 8FO'0 LPLO| ...
810°0 | z21°0 €g00 | L¥1°0 850°0 | TIT'O %60°0 | 890°0 28T°0 | 920°0 8LI'0 | 200°0 €020
010°0 | T8G°0 ©20°0 | 0SS°0 9S0°0 | 48%°0 8IT'0 | 94670 632°0 | ¥I2'0 B6E°0 [ EY0°0 €9S°0 f .. .
920°0 | ¥%e-0 0%0°0 | gog'0 z60°0 | 6e2°0 9ST'0 | ¥ST'0O 12O | 990°0 62870 | L00°0 L8E°O0
£00°0 | T2€°0 800°0 | 80£°0 220°0 | 082°0 6%0°0 | 932°0 YOT'O | LEI'0 E6I'0 | 1€0°0 86270 | ..
220°0 | €09°0 990°0 | s¥s0 92310 | 9¥F'0 Sz20 | o0 990 | IO 8250 | 61070 BSO°0
000°0 | 0S0°0 000°0 | 650°0 T00°0 [ 9%0°0 %00°0 | TFO'0O 600°0 | 620°0 T20°0 | 600°0 THOO| ..o
9¢0°0 | 928°0 %.0°0 | $08°0 9%1'0 | 629°0 TLZ°0 | 0670 09%°0 | 1S2°0 669°0 | TFO'0 060°0

g

0°0¢ 0°52 0°03 0°ST 0°0T 0°S 0°0

q
0<td 0<% g=%u ‘p="Tu ‘gr="u ‘gO0="2
0 <'d 0="d
..... s-i----=---- epwosp op AONVSSINd Ad NOLLONOJ
0="d | sgNqeqoxd
0<'d |o=td="d T SIqEL

81

Revue de Statistique Appliquée. 1971 - vol. XIX N° 1



Une procédure Algol permet de calculer les quatre composantes de la
fonction puissance pour chaque valeur de n,, n;, nz, p;, p2, et P;, Pa.

Comme exemple, reprenons le plan factoriel & deux facteurs sans in-
teraction. On prend I = 5, J = 4. Il est facile de voir que :

dimV =I+J—-1=8

dim V;=J =4

1}
(5]

dim V=1
D'odl n,=12, n1=4, nz2=3.

D'autre part, on choisira les séparatrices P,» Py de fagon que

U

PUO

p‘E=1—a quand p, = 0 (i=1,2)

ol o est un nombre compris entre 0, et 1. Pour « =5%, on a:
Py =1.08637, P2=0.87259.

Dans la table 1, on a listé, pour chaque couple p,, p; les quatre pro-
babilités de décider les quatre hypothése :
H;:p;=p,=0 (en haut & gauche), H, : p, >0, p2=0 (en haut, 2 droite),
H3:p, =0, p,>0 (en bas & gauche), H4:p, >0, p,>0 (en bas & droite) .
On voit que l'erreur de décision (par exemple, décider H,, j#1i quand H, ,
i=1, ..., 4 s'est réalisée) est moins que 5 % si p, n'est pas comprise entre
0 et 30.0 et p,n'est pas compris entre 0 et 25.0. Plus précisément, soit
p;, i=1, 2, définis par

U .
P F:<p1/p1=p: =0 i=1, 2.

ol p;, i=1, 2 sont les séparatrices du test, alors le test est valable pour
tester les hypothéses :

H}:p;=p,=0

Hj :p,>p] , p,=0
Hy :p,=0;p,>p;
HY :p,>p;, P2>P3.

Les probabilités pour chaque types d'erreur de décision seront infé-
rieures 4 o.

La valeur de p;ne dépend que de n;, n,et @ : p;=p*(n,,n,, 0) ol
p*(n;,n,, a) est donné par
fp f =1-0Q
o - DLDO (0,x) dx =1

AP fnl,no(p‘ ,X) dx =«
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f1,.n, (P,X) étant la densité de la loi B décentrée de paramétre n,/2, n,/2
et de paramétre de décentrage p/2, soit :

fapne 0,0 = 3 o-w/a @/2) T (@t /2 +3) x /-1
' §=0 i1 Tm/2)T,/2+) (1+%) 0y +n5)/2+j

On a tabulé les valeurs de p*(n;, n, ;@) pour = 0,05 (table 2) et pour
@ =0.10 (table 3) et pour n,=1 (1) 20, n; =1 (1) (1) 20.

Dans 1l'exemple précédent, n,= 12, n,;= 4, ny;= 3 ; on trouve pour o =90.05
p°=27.74 p;=24.12.
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