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SUR CERTAINES PROPRIETES
DE LA DISTRIBUTION GAMMA GENERALISEE

Mariusz J. WASILEWSKI

(Université technique de Lodz)

1 - INTRODUCTION

Au cours des derniéres années on a publié plusieurs travaux con-
cernant l'estimation des parameétres des mélanges de deux distributions
de méme type & un parameétre, Ce sont entre autres les travaux de P,
Rider, [I], [II] pour la distribution exponentielle et celle de Weibull, de
W. Krysichi [III] pour la distribution de Rayleigh, et de Wasilewski [IV]
pour la distribution de Maxwell, Dans tous ces travaux a l'estimation des
trois parameétres inconnus, on a appliqué la méthode des moments. On
peut obtenir des résultats identiques comme cas particuliers des esti-
mateurs des paramétres d'un mélange de deux distributions gamma gé-
néralisées dont la densité est de la forme :

[+

(1.1) f(x, a, a,B)-= p-1 exp(—z—-) pour x > 0

a
—_— X
s p( B
a¥e ()

avec a > 0, a et B étant des nombres positifs quelconques.
Le mélange des deux distributions (1.1) dans la proportion p:(1-p)

0 < p <1, les valeurs a et B étant déterminées, a la densité

(1.2) gx,p,a;,a,,a,B)=pflx,a,a,p)+(1-p)flx,a,, a,p)

ol x > 0, tandis que a, et a, sont des constantes positives arbitrairement
choisies.

En adoptant dans la formule (1.2) pour o et § des valeurs con-
venables, nous obtenons les cas particuliers suivants :

(1.3) glx,p,a,,a,1,B)- densité d'un mélange de deux distri-
butions gamma,

(1.4) gx,p,a ,a, a,a)- densité d'un mélange de deux distri-
butions de Weibull, (fig. 1, 2, 3)

(1.5) gx,p,a ,a,, 1, 1) - densité d'un mélange de deux distri-
butions exponentielles,

(1.6) gx,p, a;, a,, 2, 2) - densité d'un mélange de deux distri-
butions de Rayleigh, (fig. 4)

(1.7) gx,p,a,, a,, 2, 3) - densité d'un mélange de deux distri-
butions de Maxwell, (fig. 5)

(1.8) gx.p.a ,a,, 2, 1) - densité d'un mélange de deux distri-
butions normales unilatéralement tron-

ay

quées (a gauche) au point zéro N(O, 3

et N(O, \/ %2—
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2 - ESTIMATIONDES PARAMETRES p, a; , a; D'UN MELANGE DEDEUX
DISTRIBUTIONS GAMMA GENERALISEES.

Pour rechercher les estimateurs §, &,, 8, des parametres p, a,
et a, nous appliquerons la méthode des moments. Le moment d'ordre
k du mélange (1.2) s'exprime par la formule

k+
r(5F)
(2.1) my= —ms— [pakl/u+(1—p) a;/a] pour k =1,2,...

r(%)

Comme nous estimons trois parameétres, nous nous servirons des
trois premiers moments m,, m,, m;. De la population formée du mélange
de deux distributions gamma généralisées nous prenons un échantillon
aléatoire de n éléments x,, x,, ... X, et sur cette base nous calculons
les trois premiers moments

$x m

R0l
1}

5 1=
1=
ol

8=
-

0
-

(2.2) mj = Xy m

5=
-
Res
-
=
-

=1

En comparant maintenant m}{ = m; pour i = 1,2,3 nous obtenons un
systéme de trois équations & trois inconnues p, &, &,.

r (—1; ) [ 8154 (1-p) 1%
1 2
(%)
[0

T (_2:@)
(2.3) m! = ——= [p &% 4 (1-p) 8%

o)

3+B
I (—
m} = _M [p 2y %+ (1-p) &Y%

r(£)

Introduisons les notations :

"

1
m,

r(§)m

r (55

Le systéme d'équations (2.3) prendra maintenant la forme

(2.4) 8% b,,i=1,2. Ainsique c, = pour k=1,2,3.

¢y = by = plb; - by)
(2. 5) cy - b3 = p(b? - bd)
¢ = by = B(b} - b3)
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En divisant membre & membre la deuxiéme et la troisiéme équation
par la premiére nous obtenons aprés quelques petites transformations

cy(by+ bg) - bby-c, =0

2.6 2
( ) cl(bl + bz) - (bl + bz) blbz— Clblb2 — Cg = 0
Des équations ci-dessus nous calculons
2
Cg — C,Cy CiC3 — Cga
2.7 Pitby= ———r Pk T

a condition que ¢; - ¢} # 0. Donc b, et b, sont les racines de 1'équation

(2. 8) (cz = c) b® + (cyc; - cg) b+ (creq = c3) = 0
Le discriminant de 1'équation (2.8) a pour valeur :

_ 3 3 2 2.2
A = 4cjcgtdc,+c3— 3cic,—- B¢ c,c,

D'ol
cg — cjcp + VA c,—c,cz—VA
(2.9) b= 2 ainsi que b= ———
2(cy - ;) 2(cy - cj)

De la premiére équation du systéme (2. 5) nous pouvons déterminer
1'estimateur p du parametre p

[o
( \ ¢y —- by o - V4,
2,10 p=———=——%§
bl“b2 a1‘ a,

I1 faut encore répondre a la question : laquelle des expressions
(b")%, (b")* doit 8tre considérée comme l'estimateur 4,, et laquelle comme
l'estimateur 4; ? Remarquons que si dans la formule (2. 9) nous remplagons
&4, par §; et 8, par &, nous obtiendrons alors l'estimation 1-p. On doit
en conclure que, par exemple, on peut choisir (b')* pour l'estimateur
4,, et (b'")* pour &, ou inversement.

Les estimateurs obtenus sont fonctions des moments de 1'échantil-
lon aléatoire, il peut donc arriver que tous ou certains ne remplissent
pas les conditions posées (a; > 0, a,> 0, 0 < p < 1). Cela peut arriver
lorsque 1'échantillon est trop petit et donc ne donne pas une estimation
valable, ou dans le cas ol 1'hypothése que 1l'échantillon aléatoire examiné
provient d'un mélange de deux distributions gamma généralisées est
fausse. Il faudrait donc augmenter 1'échantillon et procéder a nouveau a
l'estimation des parameétres inconnus. Si dans ce cas également les es-
timations obtenues ne remplissent pas les conditions données il faut ad-
mettre que 1'hypothése concernant le mélange de deux distributions gamma
généralisées est fausse.

Examinons comment se comportent les estimations (2.9) et (2.10)
pour n —>®, lorsque l'hypothése du meélange de deux distributions
gamma généralisées est vraie. Comme on le sait, pour n — wlesmoments
del'échantillon convergent en probabilité vers les moments correspondants

de la population générale,m;——a m,.
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Ainsi donc, lorsque n —
cy—>p a:/u+(1—p) a;/u pour k =1,2,3,

et le discriminant de 1'équation (2.8), aprés quelques calculs se réduit
a

A pZ(l _ p)2 (all/a _ a;/u)e

De 12 ainsi que de (2. 9) nous avons b'—> a‘l/"

lorsque n —> ®©,4; —> a,, 4 —>a,, p —>p.

, etb"— a;/“. Donc,

Les estimateurs donnés sont donc convergents.

Occupons-nous encore du cas ol a,; = a, et ol 1'hypothése du mé-
lange de 2 distributions généralisées gamma est vraie. Lorsque la taille
de 1'échantillon n— o, mj —»s m,

Pour n — o ¢, —> at/®

d'olt

2
cg—-¢; —>0

ciCyg—cg —> 0

2
c,cg—cy —>0 ,

c'est-a-dire que tous les coefficients de 1l'équation (2.8) tendent vers
zéro,

Si donc en pratique les coefficients de 1'équation (2.8) égalent zéro
ou sont proches de zéro, on peut supposer (en prenant en considération
la grandeur de 1'échantillon) que 1l'échantillon prélevé provient d'un mé-
lange de deux populations soit identiques soit se distinguanta peine d'une
distribution gamma généralisée,

Pratiquement il est rare que nous sachions si 1'échantillon examiné
provient d'une population homogéne ou d'un mélange de deux populations
d'un meéme type. C'est pourquoi dans un cas douteux il faudrait d'abord
poser l'hypothése H,, que la population est homogéne et, se basant sur
1'échantillon prélevé, procéder a l'estimation d'un parametre, ensuite
vérifier la validité de l'ajustement p. ex. a l'aide du test X? de Pearson
ou A de Kolmogorow, Dans le cas ou 1'hypothése H; a été rejetée on peut,
le cas échéant, augmenter 1l'échantillon et l'examiner & nouveau. Il ne
faudrait poser l'hypothése H, concernant un mélange qu'aprés avoir eu
a rejeter la précédente. Cependant il faut souligner ici que dans le cas
ol a; et a, difféerent imperceptiblement il peut @tre difficile de décider
si 1'échantillon provient d'une distribution simple ou d'un mélange.

Considérons maintenant 1'exemple suivant :

Exemple 2,1, La caractéristique X d'un lot de marchandises est soumise
au mélange de deux distributions de Maxwell. Pour estimer les para-
metres a,, a,, et p, on a pris un échantillon de 500 éléments et l'on a
obtenu les résultats suivants :

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
A 1 r

x 0 0,1 X X
nJot [ 72 [ s1 | 56 | 67 | e

0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4

0,
1 A ) f ! 1

70,8
55|42T30|18|10|5|2|1T
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Se basant sur 1'échantillon prélevé et profitant des estimateurs (2. 9)
et (2.10) on a obtenu les estimations suivantes :

4,= 0,0092 4,=0,1250 p=0,1978

Vérifions maintenant & 1'aide du test X2 1'hypothése H que l'échan-
tillon étudié provient d'un mélange de deux distributions de Maxwell dont
les paramétres sont a; = 0,01 a, = 0,125 p = 0,2,

Le tableau suivant présente les résultats des calculs :

d'(ﬁ‘odre classe |n,| I nll; |n, - nll |(n, - nIL)? (.{l_‘_:n.niin‘_)z
1 0,0-0,1]|21)0,0445(22,25|~ 1,25 1,5625 0,0702
2 0,1-0,2|72|0,1383|69,15 2,85 8,1225 0,1175
3 0,2-0,3|57]0,1166}58,30| - 1,30 1,6900 0, 0290
4 0,3-0,4/56{0,1133(56,65|—- 0,65 0,4225 0,0075
5 0,4-0,5/67]0,1294|64,70 2,30 5,2900 0,0818
6 0,5-0,6]64|0,1295/64,75|- 0,75 0,5625 0,0087
7 0,6 -0,7|55/0,1122]56,10|- 1,10 1,2100 0,0216
8 0,7-0,8/42|0,0856|42,80| - 0,80 0,6400 0, 0150
9 0,8-0,930]/0,0582(29,10 0,90 0,8100 0,0278
10 0,9-1,0/18]0,0356|17,80 0,20 0, 0400 0, 0022
11 1,0-1,1)10(0,0196| 9,80 0,20 0,0400 0,0041
12 1,1-1,2}| 5/0,0098| 4,90 0,10 0,0100 0, 0020
13 1,2-1,3| 2|0,0045]| 2,25|- 0,25 0,0625 0,0278
14 1,3-1,4] 1/0,0029| 1,45|- 0,45 0,2025 0,1397

avec k = 10 degrés (14-1-3) de liberté,il n'y a pas de raison pour re-
jeter 1'hypothése m@&me au niveau de confiance o = 0,99

(x%0,99 ; 10 = 2, 558)
Les résultats obtenus prouvent une trés grande concordance avec
1'hypothése H. On pouvait prévoir ce résultat car 1'échantillon avait été

tiré d'une population artificiellement constituée et formée par le mélange
de deux distributions de Maxwell de parameétres

a,;=0,1 a,=0,125 et p=0,2
3 - CONDITIONS DE L'UNI- ET DE LA BIMODALITE AINSI QUE DE
L'AMODALITE DU MELANGE DE DEUX DISTRIBUTIONS GAMMA GE -

NERALISEES.

"Comme cela ne va pas contribuer a limiter nos considérations
nous allons continuer & poser 0 < a; < a,.
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Théoréme 3.1. La densité g(x, p, a,, a,, o , ) déterminée par 1la
formule (1.2) ou x > 0, p€(0,1) et 0 < a, < a, est amodale lorsque
0 <P < 1 et seulement alors.

Théordme 3.2. La densité g(x , p, a;, a, « ,p) déterminée parla for-
mule (1. 2)oax > 0, p€(0,1) et 0 < a,< a, est unimodale lorsquel'unedes
trois conditions suivantes est réalisée et seulement alors

1/ a, < 2a+B-1+2Va(a+ B-1) a,

B-1

pour une valeur arbitrairement choisie de p €(0,1)

+B -1+ a+p -
2/ as> 2a+B-1+2Va(x+p -1) 8 et p < g:ﬁn_
p-1 (2) %+ m
a
- Vol + B -
3/ a, > 20 +B-1+2Va(@ +B-1) a, et p3 M
p-1 ap
agy &
('taT +M

ol m et M ont été déterminés par les formules (3.3) et la valeur mo-

dale appartient a l'intervale(g/a‘_w({_l) , {’/&;1)) .

Théoréme 3. 3. Ladensité g(x , p, a,, a,, a, f)déterminéepar laformule
(1.2) ot x > 0, p<(0,1), et 0 < a,< a, ainsi que B > 1 est bimodale
lorsque sont réalisées simultanément les conditions suivantes et seu-
lement alors :

20 +B-1+2Va(a+B-1)

1/ a, > B o1 a,
2/ ™  (p<__M
ap asp
() +m (e
a, ay
oll m et M sont déterminés par les formules (3.3) et les valeurs modales
appartiennent & l'intervalle (,“/a_‘(_i__l) .\ aﬂ#l_) )

M et m figurant dans les deux théorémes sont des valeurs de la
fonction

a;~-a,
[ax%- a,(B- 1) expl x*

a3z
a,(B-1)-ax®

(3.1) $x) =
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aux points

-1 / 2(20 +p - 1) .
x,=¢——B2a [a2+al— \/ag— —(—B_—E—— ala2+alJ

(3.2)

X, = {'/———52;1 [a,+a1+ \/a:- —-————2(2%1'?— ) aa,+al ]
Donc
(3. 3) m = $(x,) M = ¢(x,)

Nous démontrerons en méme temps tous les théorémes exposés .

Démonstration : Pour trouver les extr@mes de la fonctiong(x , p,
a,, a,, a, B) nous allons étudier sa dérivée.

Ba _
g;(x,p,al,azl(x,ﬁ)z_p_anx—exp(_aﬁ;) I:?lg%__i)_xu],f.

r(E) et

(l—p)asz-z ox x® [ az(B - 1) cx]
a+ p(— _) —a  F
r(% )az—ag ag a

(3. 4)

Les facteurs figurant dans les deux composantes devant les crochets
sont positifs. Si 0 < B < 1 alors, (étant donné que a, > 0, a; > 0 et
o4 0), gi{x, p,a,,a,, a, B) < 0 pour chaque x > 0. Dans ce cas la
fonction g(x , p, a,, a,, @, B) est décroissante, donc amodale.

La conditionnécessaire de 1'existence d'un extr@dmum de la fonction
est que la premiére dérivée soit égale a zéro :

(3. 5) g'x,p,a;,a,, a,B)=0

La condition (3. 5) ne peut &tre réalisée que lorsque § > 1. Ecrivons
1'équation (3.5) sous une autre forme :

.

e

a,a, » 1-p

(1-p) axP-2[ax® - a, (B-1)] gaxh a,( - 1)
B at xu a (B"l) _ (an exp
(HF wen) (4

(3. 6)
-3 al(ﬁ—l)
Lefacteur devant 1'accolade prend la valeur zéro pour x = i ’

cependant cette valeur n'est pas la solution de 1l'équation (3.5). Divisons
1'équation (3. 6) par ce facteur et écrivons le résultat sous la forme

B o _ - -
(3.7) 9(p) ETf_p (_Z_:)a _ax'-a(p-1) (B “) = 4t

ex
a,(B-1) - ax® aa, X

On ne peut pas résoudre effectivement 1'équation (3.7). Nous allons
donc examiner son membre gauche et son membre droit.
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La fonction ¢ (p) est déterminée pour p&€(0,1) et dans cet intervalle
elle est strictement croissante. Les valeurs de la fonction ¢(p) appar-
tiennent a ltintervalle (0 , + »). (Fig. 6).

La fonction ¢(x) est déterminée pour x > 0 & l'exception de
.o alB - 1)
a

b4 et prend des valeurs positives pour :

of a(B-1) ay(B-1)
LR xe aCA L
o o
Comme la fonction ¢ (p) ne prend que des valeurs positives 1'équation
(3.7) ne peut 2tre satisfaite que lorsque ¢ (x) > 0. C'est a dire lorsque
X E( §7_a}a£‘3__.1)_ s \7 _a_?.&._ rB_1)) Pour simplifier nous désignerons cet
intervalle par J.

Examinons maintenant comment se comporte la fonction ¢(x) dans
l'intervalle J.

(3.8) 1imB_) G(x) = +o ¢(\7¥'_1)) =0

JeBD

X3 3 +
3x0ul(a‘_ a,) a,—- a, a (a,+a,) (B-1) o a,a,(B-1) (a+B—1)]
$rx) = a]zalz[al(B—l)—ocx"‘]2 €xp a,a, X ) [—x + o x - a?
(3.9)

Dans 1l'intervalle J le premier facteur (3.9) est positif, donc le
signe de {'(x) dépend du signe de l'expression entre crochets. Trouvons
donc son point zéro. Posons x%= z

e (al+a-;) (B-1) ” 4 alaz(B—l(iz(oc+[3—1) -0

2
_ - 1) 2 2(2a+B -1) 2
(3.10) A = '('&T‘ I:az— —[3_—13.18.2+al
Examinons maintenant le comportement du discriminant (3.10). I1 y
a deux points zéro.

al - 20+B-1-2 Va(a+B-1) . al- 2004B-1+2 Va(a+p- 1) a,

B-1 -1

dont le premier doit &tre rejeté, car par hypothése nous avons az > aj.
Le signe du discriminant (3.10) change de la fagon suivante

1) A< O lorsque a, < ay
1) A =0 lorsque a, = ay
11I) A>0 lorsque a, > a,

Dans le cas I, (fig. 7), pour x € 7J, ¢'(x) < 0
Dans le cas II, (fig. 8) pour =x€ J, {'(x) < 0 a 1'exception

du point \/(a‘ * az) (B -1 ol $'(x,) = 0.

Dans le cas III, (fig. 9), ¢'(x) posséde dans l'intervalle J deux
points zéro.
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f(awazus—n %VK
(a, + (B—l) 1
ey & i S 13

ol A est déterminé par la formule (3.10).

(3.11)

D'ou
[a,(B - 1) [a,B -1
P(x) <0 pour “la— <X < X; OU Xp< X < \J -L(BT——)
¢"(x) = 0 pour X =X, ou X = X,
¢ (x) > 0 pour X; < X < X,

La fonction ¢(x) présente au point x, un minimum et au point x,
un maximum. Introduisons m = ¢(x;), M = ¢(x,). Il n'est pas difficile de
démontrer que les deux valeurs extr@mes m et M sont positives et
m < M.

Revenons maintenant a 1'équation (3.7). Pour chaque k,€(0 , +®)
(fig. 6) on peut choisir un p, €(0,1) tel que ¢(po) = k,. Dans le cas I et
II la fonction ¢(x) n'atteint la valeur k, que dans un seul point x' € J.
C'est-a-dire ¢(x') = k,. Donc pour un p,€(0,1) déterminé d'avance il
existe toujours exactement un point x' € J tel que ¢(p,) = ¢(x')). Il n'est
pas difficile de démontrer qu'au point x' il existe un maximum,

Dans le cas III lorsque k,€(0, m > ou bien k, € < M, +®), la
fonction ¢(x) ne prend la valeur k, que dans un seul point x' € J. Donc
pour un po €(0,1) déterminé tel que ¢(p,) = k, il n'existe qu'une seule
valeur x' € J telle que ¢(p,) = ¢(x'). Il est facile de démontrer qu'au
point x' il existe un maximum.

Si ko, €(m, M) (fig. 9), la fonction ¢(x) atteint la valeur k, dans

trois points x', x', x''' appartenant & J. Donc pour p, €(0,1) tel que

9(p,) €(m, M) il existe trois points x', x'", x'"" satisfaisant & 1'équation
(3.7). En x' et x'"" il y a des maxima tandis que en x'" nous avons un

minimum,

On peut écrire la condition @(p) €(m, M) sous une autre forme

m < ¢(p) < M

D'od.
m M
Lep P T
[+ 4 ag, @

(=) +m () +m

ce qui termine la démonstration.

On peut démontrer que les valeurs m et M déterminées par les
formules (3.3) ne dépendent pas de la valeur de a, et a, mais de leur
rapport

as

8.1_
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Le tableau 3. 1 présente les intervalles pour p(p,, p,) en fonctionde
k pour quelques paires choisies des valeurs & et B pour lesquelles la
densitég(x , p, a,, a,, @, B)déterminéeparlaformule (1. 2) est bimodale
ou

:_—_m— :—M___
p1 P2 a';
[+

) +m

o+
2" (&
a + m "
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