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SUR CERTAINES PROPRIÉTÉS
DE LA DISTRIBUTION GAMMA GÉNÉRALISÉE

Mariusz J. WASILEWSKI

(Université technique de Lodz)

1 - INTRODUCTION

Au cours des dernières années on a publié plusieurs travaux con-
cernant l’estimation des paramètres des mélanges de deux distributions
de même type à un paramètre. Ce sont entre autres les travaux de P.
Rider, [ I] , [II] pour la distribution exponentielle et celle de Weibull, de

W. Krysichi [III] pour la distribution de Rayleigh, et de Wasilewski [IV]
pour la distribution de Maxwell. Dans tous ces travaux à l’estimation des
trois paramètres inconnus, on a appliqué la méthode des moments. On

peut obtenir des résultats identiques comme cas particuliers des esti-
mateurs des paramètres d’un mélange de deux distributions gamma gé-
néralisées dont la densité est de la forme :

avec a &#x3E; 0, a et P étant des nombres positifs quelconques.

Le mélange des deux distributions (1.1) dans la proportion p :(l-p)
0  p  1, les valeurs a et 03B2 étant déterminées, à la densité

où x &#x3E; 0, tandis que ai et a2 sont des constantes positives arbitrairement
choisies.

En adoptant dans la formule (1.2) pour a et P des valeurs con-

venables, nous obtenons les cas particuliers suivants :

(1. 3) g(x,  densité d’un mélange de deux distri-
butions gamma,

(1.4) g(x , p , al a2 a , a) - densité d’un mélange de deux distri-
butions de Weibull, (fig. 1, 2, 3)

(1.5) g(x , p , a1, a2 , 1 , 1) - densité d’un mélange de deux distri-
butions exponentielles,

(1. 6) g(x , p , a1, a2 , 2 , 2) - densité d’un mélange de deux distri-
butions de Rayleigh, (fig. 4)

(1.7) g(x, p, a1, a2, 2, 3) - densité d’un mélange de deux distri-

butions de Maxwell, (fig. 5)

(1.8) g(x , p , al , a 2 2 , 1) - densité d’un mélange de deux distri-
butions normales unilatéralement tron-

quées (à gauche) au point zéro N(O, a1 2)
et
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2 - ESTIMATIONDES PARAMETRES p, al a2 D’UN MELANGE DE-DEUX
DISTRIBUTIONS GAMMA GENERALISEES.

Pour rechercher les estimateurs p, â 1 â2 des paramètres p, a 1-’
et a2 nous appliquerons la méthode des moments. Le moment d’ordre
k du mélange (1. 2) s’exprime par la formule

Comme nous estimons trois paramètres, nous nous servirons des
trois premiers moments mi, M2, m3. De la population formée du mélange
de deux distributions gamma généralisées nous prenons un échantillon
aléatoire de n éléments xi, X2, ... xn et sur cette base nous calculons
les trois premiers moments

En comparant maintenant mi = mi pour i = 1, 2, 3 nous obtenons un

système de trois équations à trois inconnues p, âil â2. 

Introduisons les notations :

Le système d’équations (2. 3) prendra maintenant la forme
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En divisant membre à membre la deuxième et la troisième équation
par la première nous obtenons après quelques petites transformations

Des équations çi-dessus nous calculons

à condition que C2 - Cl 2 / 0. Donc bi et b2 sont les racines de l’équation

Le discriminant de l’équation (2. 8) a pour valeur :

D’où

ainsi que

De la première équation du système (2. 5) nous pouvons déterminer
l’estimateur P du paramètre p

Il faut encore répondre à la question : laquelle des expressions
(b’)03B1, (b")a doit être considérée comme l’estimateur â1, et laquelle comme
l’ estimateur â2 ? Remarquons que si dans la formule (2. 9) nous remplaçons
ai par â2 et â2 par ai 1 nous obtiendrons alors l’estimation 1-. On doit
en conclure que, par exemple, on peut choisir (b’)03B1 pour l’estimateur
ai, et (b")03B1 pour â2 ou inversement.

Les estimateurs obtenus sont fonctions des moments de l’échantil-
lon aléatoire, il peut donc arriver que tous ou certains ne remplissent
pas les conditions posées (ai &#x3E; 0, a2 &#x3E; 0, 0  p  1). Cela peut arriver
lorsque l’échantillon est trop petit et donc ne donne pas une estimation

valable, ou dans le cas où l’hypothèse que l’échantillon aléatoire examiné
provient d’un mélange de deux distributions gamma généralisées est

fausse. Il faudrait donc augmenter l’échantillon et procéder à nouveau à
l’estimation des paramètres inconnus. Si dans ce cas également les es-
timations obtenues ne remplissent pas les conditions données il faut ad-

mettre que l’hypothèse concernant le mélange de deux distributions gamma
généralisées est fausse.

Examinons comment se comportent les estimations (2. 9) et (2. 10)
pour n  oo, lorsque l’hypothèse du mélange de deux distributions

gamma généralisées est vraie. Comme on le sait, pour n~ les moments
de l’échantillon convergent en probabilité vers les moments correspondants
de la population générale,m’1 ~ mi .
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Ainsi donc, lorsque

et le discriminant de l’équation (2. 8), après quelques calculs se réduit
à :

De là ainsi que de (2. 9) nous avons
lorsque

Les estimateurs donnés sont donc convergents.

Occupons-nous encore du cas où al = a2 et où l’hypothèse du mé-
lange de 2 distributions généralisées gamma est vraie. Lorsque la taille
de l’échantillon n ~ ~ mi ~ mi 

d’où

c’est-à-dire que tous les coefficients de l’équation (2. 8) tendent vers
zéro.

Si donc en pratique les coefficients de l’équation (2. 8) égalent zéro
ou sont proches de zéro, on peut supposer (en prenant en considération
la grandeur de l’échantillon) que l’échantillon prélevé provient d’un mé-
lange de deux populations soit identiques soit se distinguant à peine d’une
distribution gamma généralisée.

Pratiquement il est rare que nous sachions si l’échantillon examiné

provient d’une population homogène ou d’un mélange de deux populations
d’un même type. C’est pourquoi dans un cas douteux il faudrait d’abord

poser l’hypothèse Hl, que la population est homogène et, se basant sur
l’échantillon prélevé, procéder à l’estimation d’un paramètre, ensuite
vérifier la validité de l’ajustement p. ex. à l’aide du test X2 de Pearson
ou 03BB de Kolmogorow. Dans le cas où l’hypothèse Hl a été rejetée on peut,
le cas échéant, augmenter l’échantillon et l’examiner à nouveau. Il ne
faudrait poser l’hypothèse H2 concernant un mélange qu’après avoir eu
à rejeter la précédente. Cependant il faut souligner ici que dans le cas
où ai et a2 diffèrent imperceptiblement il peut être difficile de décider
si l’échantillon provient d’une distribution simple ou d’un mélange.

Considérons maintenant l’exemple suivant :

Exemple 2. 1. La caractéristique X d’un lot de marchandises est soumise
au mélange de deux distributions de Maxwell. Pour estimer les para-
mètres al, a 21 et p, on a pris un échantillon de 500 éléments et l’on a

obtenu les résultats suivants :
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Se basant sur l’échantillon prélevé et profitant des estimateurs (2. 9)
et (2. 10) on a obtenu les estimations suivantes :

Vérifions maintenant à l’aide du test X2 l’hypothèse H que l’échan-
tillon étudié provient d’un mélange de deux distributions de Maxwell dont
les paramètres sont ail - 0, 01 a2 - 0, 125 p = 0, 2.

Le tableau suivant présente les résultats des calculs :

avec k = 10 degrés (14-1-3) de liberté, il n’y a pas de raison pour re-
jeter l’hypothèse même au niveau de confiance a = 0, 99

Les résultats obtenus prouvent une très grande concordance avec
l’hypothèse H. On pouvait prévoir ce résultat car l’échantillon avait été
tiré d’une population artificiellement constituée et formée par le mélange
de deux distributions de Maxwell de paramètres

3 - CONDITIONS DE L’UNI- ET DE LA BIMODALITE AINSI QUE DE
L’AMODALITE DU MELANGE DE DEUX DISTRIBUTIONS GAMMA GE -
NERALISEES.

Comme cela ne va pas contribuer à limiter nos considérations
nous allons continuer à poser 0  al  a2.
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Théorème 3. 1. La densité g(x , p , al , a 2 a , P) déterminée par la

formule (1.2) où x &#x3E; 0, p~(0,1) et 0  al  a2 est amodale lorsque
0  03B2  1 et seulement alors.

Théorème 3. 2. La densité g(x , p, a1, a2 03B1 , 03B2) déterminée par la for-
mule (1.2 ) où x &#x3E; 0, p~(0, 1) et 0  a1  a2 est unimodale lorsque l’une des
trois conditions suivantes est réalisée et seulement alors

pour une valeur arbitrairement choisie de p~(0,1)

où m et M ont été déterminés ar les formules (3. 3) et la valeur mo-

dale appartient à l’intervale(03B1a1(03B2-1) 03B1 , ,

Théorème 3. 3. La densité g(x , p , ai , a2 a , 03B2) déterminée par la formule
(1.2) où x &#x3E; 0, p~(0,1), et 0  ai  a2 ainsi que f3 &#x3E; 1 est bimodale

lorsque sont réalisées simultanément les conditions suivantes et seu-

lement alors :

où m et M sont déterminés par les formules (3.3) et les valeurs modales

appartiennent à l’intervalle ( a 
M et m figurant dans les deux théorèmes sont des valeurs de la

fonction

Revue de Statistique Appliquée, 1967 - Vol. XV - N 1



101

aux points

Donc

Nous démontrerons en même temps tous les théorèmes exposés .

Démonstration : Pour trouver les extrêmes de la fonction g(x , p ,
al, a 2 a , P) nous allons étudier sa dérivée.

Les facteurs figurant dans les deux composantes devant les crochets
sont positifs. Si 0  03B2  1 alors, (étant donné que al &#x3E; 0, a2 &#x3E; 0 et

a 0), g’x(x, p , a 1 , a a , ?)  0 pour chaque x &#x3E; 0. Dans ce cas la

fonction g(x , p , al , a2 03B1 , 03B2) est décroissante, donc amodale.

La condition nécessaire de l’existence d’un extrêmum d-e la fonction

est que la première dérivée soit égale à zéro :

La condition (3. 5) ne peut être réalisée que lorsque P &#x3E; 1. Ecrivons

l’équation (3. 5) sous une autre forme :

Le facteur devant l’accolade prend la valeur zéro pour x

cependant cette valeur n’est pas la solution de l’équation (3. 5). Divisons

l’équation (3. 6) par ce facteur et écrivons le résultat sous la forme

On ne peut pas résoudre effectivement l’équation (3. 7). Nous allons
donc examiner son membre gauche et son membre droit.
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La fonction cp (p) est déterminée pour p ~(0,1) et dans cet intervalle
elle est strictement croissante. Les valeurs de la fonction cp (p) appar-
tiennent à l’intervalle (0 , + oo). (Fig. 6).

La fonction 03C8(x) est déterminée pour x &#x3E; 0 à l’exception de

et prend des valeurs positives pour :

Comme la fonction ~(p) ne prend que des valeurs positives l’équation
(3.7) ne peut être satisfaite que lorsque 03C8(x) &#x3E; 0. C’est à dire lorsque

x~( pour simplifier nous désignerons cet
intervalle par J.

Examinons maintenant comment se comporte la fonction cp(x) dans
l’intervalle J.

Dans l’intervalle J le premier facteur (3. 9) est positif, donc le

signe de 03C8’(x) dépend du signe de l’expression entre crochets. Trouvons

donc son point zéro. Posons x°= z

Examinons maintenant le comportement du discriminant (3. 10). Il y
a deux points zéro.

dont le premier doit être rejeté, car par hypothèse nous avons a2 &#x3E; ai.

Le signe du discriminant (3.10) change de la façon suivante

Dans le cas I, (fig. 7), pour

Dans le cas II, (fig. 8) pour

du point

Dans le cas III, (fig. 9), 03C8’(x) possède dans l’intervalle J deux
points zéro.
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où 0394 est déterminé par la formule (3. 10).

D’où

La fonction 03C8(x) présente au point xi 1 un minimum et au point x2
un maximum. Introduisons m = 03C8(x1), M = 03C8(x2). Il n’est pas difficile de
démontrer que les deux valeurs extrêmes m et M sont positives et

m  M.

Revenons maintenant à l’équation (3.7). Pour chaque ko E ( 0, + ~)
(fig. 6) on peut choisir un po~(0,~) tel que ~(po) = ko. Dans le cas I et

II la fonction 03C8(x) n’atteint la valeur ko que dans un seul point x’ E J.
C’est-à-dire 03C8(x’) = ko. Donc pour un po ~ (0, 1) déterminé d’avance il

existe toujours exactement un point x’ E J tel que ~(po) = 03C8(x’)). Il n’est

pas difficile de démontrer qu’au point x’ il existe un maximum.

Dans le cas III lorsque ko E (0, m &#x3E; ou bien ko E  M , +oo). la
fonction 03C8(x.) ne prend la valeur ko. que dans un seul point x’ E J. Donc

pour un po~(0,1) déterminé tel que cp(po) = ko il n’existe qu’une seule
valeur x’ E J telle que cp(po) - 03C8(x’). Il est facile de démontrer qu’au
point x’ il existe un maximum.

Si ko~(m, M) (fig. 9), la fonction (Kx) atteint la valeur ko dans
trois points x’, x", x’" appartenant à J. Donc pour po E(0, 1) tel que
~(po) ~(m, M) il existe trois points x’, x", x’’’ satisfaisant à l’équation
(3. 7). En x’ et x"’ il y a des maxima tandis que en x" nous avons un
minimum.

On peut écrire la condition ~(p)~(m, M) sous une autre forme

m  (p(p)  M

D’où

ce qui termine la démonstration.

On peut démontrer que les valeurs m et M déterminées par les

formules (3. 3) ne dépendent pas de la valeur de ai 1 et a2 mais de leur

rapport .
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Le tableau 3. 1 présente les intervalles pour P(Pl’ P2) en fonction de
k pour quelques paires choisies des valeurs a et (3 pour lesquelles la
densité g(x , p , a1, a 2 a , P) déterminée par la formule (1.2) est bimodale
où

BIBLIOGRAPHIE

[I] RIDER P. - The method of moments applied to a mixture of two
exponential distributions. Annals of Math. of Statistics 1960.

[II] RIDER P. - Estimating the parametres of mixed Poisson, binomial
and Weibull distributions by the method of moments. Bulletin de
l’Institut international de Statistique, XXXIX, 2-e livraison, 225-

232.

[III] KRYSICKI W. - Application de la méthode des moments a l’estimation
des paramètres d’un mélange de deux distributions de Rayleigh.
Revue de Statistique Appliquée. Paris 1963 - Vol. XI - N° 4.

[IV] WASILEWSKI M. J. - Uber gewisse Merkmale der Mischung von zwei
Maxwellschen-Verteilungen. Zessyty Naukowe Politechniki Ledzkiej
Wkekiennictwo.

Revue de Statistique Appliquée, 1967 - Vol XV - N’ 1



105Revue de Statistique Appliquée, 1967 - Vol. XV - N’ 1


