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QUELQUES REMARQUES A PROPOS D'UN PLAN D’EXPERIENCE

par Guy d'HERBEMONT

Ancien éléve de I'Ecole Polytechnique
Ingénieur E.S.S.A.

Chef de service a l'Institut de Soudure

Divers programmes d'essais auxquels il a été fait allusion dans
la revue(1) ont permis d'étudier le comportement des électrodes de
soudage g l'arc en forte pénétration, en fonctiondedivers facteurs.

Les connaissances acquises de cette facon ont conduit & conce-
voir par la suite, un plan d'expérience destiné g définir les ca-
ractéristiques d'emploi de divers types d'électrodes fournies sur
le marché. L'exposé suivant a pour but de présenter un certain nom-
bre de remarques générales g propos de la construction et de l'in-
terprétation de ce plan.

A - CONSTITUTION DU PLAN D'EXPERIENCE -

Les résultats recueillis antérieurement ont montré que, dans le domaine
d'emploi pratique, la pénétration p obtenue pour un réglage donné des conditions
de soudage, pouvait s'exprimer par la formule :

P=p,+a(l -L)+Db(V-V)+cw-w)+(f -£)

ol les symboles ont la signification suivante :

P pénétration obtenue en millimetres,

p, Ppénétration moyenne,

1 intensité de soudage en amperes,

I, intensité moyenne indiquée par le fabricant,
V  vitesse d'avance en centimeétres par minute,
V, vitesse moyenne indiquée par le fabricant,
w  inclinaison de 1'électrode en degrés,

w, inclinaison moyenne,

f. fonction de 1'écartement des téles a souder,
f, moyenne de la fonction précédente,

a, b, ¢, parametres caractéristiques du type d'électrode considéré.

Cette formule constitue un modele linéaire en fonction des quatre parame-
tres p, a, b, c, et des parametres (f, - f ), ennombre égal & celui des variantes
d'écartement moins une.

(1) Revue de Statistique Appliquée - Vol. VI - N°1,
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Pour déterminer ces parametres, il était nécessaire de mettre en ceuvre
un plan d'expérimentation comportant quatre facteurs principaux (I, V, wete),
auxquels il était souhaitable d'adjoindre un cinquiéme facteur prenant en compte
des variantes d'échantillonnage. Toutefois lors de la premiére mise en ceuvre
du plan ce dernier facteur devait contrdler également que certaines variations
dans les modalités d'exécution des essais étaient sans influence.

Dans tous les cas les variantes de ce facteur devaient permettre de dis-
cerner parmiles essais plusieurs catégories ou "'blocs'. Chaque bloc se trouve
ainsi caractérisé par un parametre correctif $,, avec I%,= 0, venant s'ajouter
au second membre de la formule (1).

Par ailleurs, il fallait que le plan soit susceptible d'attirer 1'attention sur
une éventuelle courbure des lois de variation en fonction de 1l'intensité et de la
vitesse. Trois niveaux au moins étaient donc & prévoir pour ces deux facteurs,
afin de pouvoir ajouter & la formule (1) un terme quadratique en I et un terme
quadratique en V :

AP(I) +1 Q(V) 2)

P et Q étant les polyndmes du second degré orthogonaux aux termes du premier
degré'”/ et A etu, les parametres correspondants.

L'influence de 1'écartement, quoique considérable, était mal connue et
quatre niveaux au moins étaient nécessaires pour l'analyser.

Quant & 1'influence de 1l'inclinaison de 1'électrode elle était toujours apparue
trés faible, et l'on désirait seulement vérifier qu'elle restait du méme ordre
pour les nouveaux types d'électrodes qui seraient présentés aux essais. Deux
niveaux d'inclinaison ont donc été jugés suffisants,

Il résulte de tout ceci qu'un plan factoriel complet, combinant de toutes
les fagons possibles les variantes des cing facteurs, aurait nécessité, en sup-
posant que l'on se borne a distinguer deux blocs : 3 x 3 x 4 x 2 x 2 = 144 essais.

Ceci ayant été jugé manifestement trop coliteux, il a été décidé de recourir
2 un plan factoriel réduit, c'est-a-dire un plan factoriel dans lequel, seules,
certaines combinaisons de variantes sont essayées.

Le modéle linéaire, constitué par la formule (1), complétée par le para-
metre de bloc et les deux termes quadratiques, étant du type purement additif
(somme de fonctions(2) a une seule variable désignant le niveau du facteur cor-
respondant), on pouvait renoncer a l'estimation des interactions.

Dans ce cas, une formule économique est le carré latin de cété k, cor-
respondant & 1'exécution de k? essais. Or, on sait qu'un tel carré, complétement
orthogonalisé permet d'imbriquerk+1 facteurs au plus. Il fallait donc que k soit
au moins égal 2 4, On a choisi k = 5 afin de disposer d'un nombre de degrés de
liberté suffisant pour l'erreur expérimentale.

La construction de ce plan s'est effectuée de la fagon suivante (figure 1).

(1) En ce qui concerne la notion de polyndmes orthogonaux, on pourra recourir, par exemple,
a Kendall : The Advanced Theory of Statistics - Vol.II - Chap. 2 (Griffin éd.).

(2) Il y a lieu de remarquer, en effet, que la notation paramétrique avec parameétres munis
d'indices, par exemple ¥, , désigne la méme chose que la notation fonctionnelle : ®(b).
Dans les deux cas il s'agit de la valeur prise par ¥ pourla valeur b, autrement dit de la
fonction ¢ de la variable b.
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Figure 1
Carré latin completement orthogonalisé de c6té k = 5.

Dans chaque case x, y(x=0, 1, 2, 3, 4ety=0, 1, 2, 3, 4) d'un carré
de 5x 5 = 25 cases, on a disposé quatre nombres :

u, =y+x
u, =y+ 2x
u; =y + 3%
u, =y + 4x

réduits a leur reste de division par 5.

On montre que, du fait que 5 est un nombre premier, on obtient bien ainsi
un carré latin complétement orthogonalisé; c'est-a-dire que si 1'on attribue les
six séries de nombres (x, y, u; & u,) & six facteurs et les cinq nombres & leurs
cinq variantes, toute combinaison d'une variante d'un facteur quelconque avec
une variante d'un autre facteur est représentée une fois et une seule (dans une
case et une seule). Ainsi la combinaison u, = 3 u, = 4 figure colonne 2, ligne 3 .

Les niveaux du sixiéme facteur ne correspondent ici 4 aucune réalité
physique. Mais ils sont trés utiles pour la conduite des calculs car l'effet fictif
qui résulte de leur prise en considération correspond au résidu expérimental
que 1'on peut ainsi calculer séparément.
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Le carré de la figure 1 est d'ailleurs & peu de chose prés celui que 1'on
aurait trouvé en recourant aux tables de Fisher et Yates(l), qui donnent des car-
rés latins complétement orthogonalisés, pour tous les entiers k inférieurs a 10
et différents de 6 (valeur pour laquelle il n'en existe pas).

Ceci posé, ona décidéde faire varier 1l'intensité, la vitesse, 1'écartement
et 1'angle, par échelons égaux respectivement a 10 ampeéres, 2,5 cm/minute ,
0,5mm et 1,5 degrés, 1'ensemble des essais étant répartien 5 blocs de 5 essais
chacun. Apres affectation des facteurs au hasard des lettres et affectation de
leurs niveaux auhasard des chiffres, le plan d'expérience s'est présenté de la
fagon indiquée sur la figure 2,

blocs —

Vitesse 1 3 4 0 9 Intensité
4 1|3 410 212 01 3
1
2 0| 4 410 33 201 1
3 oo 2 1|1 4] 4 2
-~
5 0
g 0 3 0|1 4 3| 4 2
[}
g 0 4|2 2 |1 014 3|3 1
n 4
1 212 1|4 0 4|3 3
l 2 3|1 1|4 413 2| o0 0
2
4 3 2 |3 1|1 02
1 2 |4 0 |3 310 12
3
3 411 3|2 2|4 1|0 0
Angle Résidu

Figure 2
Les indications données aux 4 sommets du carré sont relatives aux
quatre positions a l'intérieur des cases, qui décrivent les combinai-
sons de variantes des facteurs pour chacun des 25 essais.

Les 24 degrés de liberté correspondants peuvent étre utilisés de la fagon
suivante :

Degrés de liberté

1/ Variations prises en compte par la formule (1)

- influence linéaire de I.................. 1
- influence linéaire de V .............. . 1
- influence linéaire de W ................ . 1
- influence de 1'écartement ............... 4

(1) Fisher and Yates - Statistical Tables for biological, agricultural and medical research -
(Oliver and Boyd Ed.).
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Degrés de liberté
2/ Ecarts par rapport a la formule (1)

- non linéarité en I (terme quadratique) ... 1

- non linéarité en V (terme quadratique) ... 1

- influence des blocs .................. .. 4

B3/ RESIAU ..ottt 11
Total 24

Mais avant de mettre en ceuvre un tel plan, proposé principalement pour
des raisons d'économie, il est nécessaire de vérifier que 1'on peut répondre af-
firmativement aux deux questions suivantes :

1/ Les parametres A estimer, peuvent-ils1'8tre avec la précision requise ?

2/ La puissance du plan est-elle suffisante pour détecter presque certai-
nement les effets ayant une importance du point de vue technique ?

Pour répondre a la premieére question, il est facile de calculer les préci-
sions obtenues pour a, b, c et p,, en fonction de l'erreur expérimentale de va-
riance 02 et l'erreur interbloc 02,

On obtient :
+20(a) = 10,0250
+20(b) = +0,1100
t20(c) = +0, 180
t20(p,) = +2 Vo¥25+ 0?/5

Etant donné 1'idée que 1'on se faisait a priori des variances, on a jugé que
ces précisions étaient suffisantes.

Pour répondre & la seconde que stion, qui se rapporte auxtrois tests prévus :

- non linéarité en I
- non linéarité en V
- influence des blocs

il convenait d'étudier le risque de seconde espéce c'est-a-dire la probabilité de
juger statistiquement non significatif un effet techniquement & prendre en
considération,

Cette question est souvent laissée dans 1l'ombre comme si le plus grand
danger auquel s'expose un expérimentateur était de déceler des effets qui n'exis-
tent pas. Pourtant le danger de ne pas déceler des effets considérables parait
tout aussi grave. Par ailleurs, la connaissance a prioride l'effet & partir duquel
le risque de seconde espeéce est inférieur & 0,10, par exemple, permet de se
rendre compte sile plan d'expérience risque ou non de faire paraitre hautement
significatifs des effets techniquement négligeables.

Or, les tablesde Tang(l) permettent facilement de répondre & ce genre de
question dans le cas de modele & effets fixes. Ces tables donnent la probabilité
d'accepter 1'hypothése nulle (risque B )en fonction du risque de premiére espéce

(1) Statistical Research Memoirs V.2 - 1938 - ou Kempthorne : Design and Analysis of Expe-~
riments (Wiley Ed.)
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a choisi, des degrés de liberté en jeu et d'un parametre & proportionnel aux
effets considérés, mesurés en écarts-type. (Le coefficient de proportionnalité
dépend du plan d'expérience et de la définition des effets).

Voici comment on détermine 2 .,

S'il n'y a pas d'effet le terme "somme des carrés'' de la ligne correspon-

dante du tableau d'analyse de variance a pour espérance mathématique v c?,
v, étant le nombre de degrés de liberté relatifs & cette ligne.

S'ilyaun effetet que 1'on introduit celui-ci dans le modeéle mathématique,
l'espérance de ce méme terme peut se mettre sous la forme :

a®+vd

ce qui détermine d en fonction de 1l'effet considéré.

Dans ces conditions le parametre @ de Tang est égal a :

d 1
@=6

VI +v,
L'utilisation des tables permet donc de déterminer combien d'essais doi-
vent étre mis en jeu pour pouvoir tester

- au risque @ 1l'hypothése : ''Effet techniquement négligeable (infé-
rieur & une certaine limite)';

- contre, au risque B, l'hypothese : '""Effet techniquement & déceler
(supérieur a une certaine limite)".

Si le plan d'expérience n'a pas été construit en tenant compte de cette re-
marque, la notion de signification statistique ne coincide pas nécessairement
avec la notion de signification technique.

Prenons, par exemple, le cas de l'effet quadratique relatif & 1'intensité de
soudage (terme AP(I)). On trouve dans les tables de Tang, pour v,=1, v, =11,
a =0,05 B =0,10, la valeur :

® = 2,5
I1 en résulte que :

d=0c®\NT+v, =2,5 V20=3,50

Oricidn'est autre que le coefficient A de P(I), qui, lui-m&me, a pour expression :

Py - (I - L) - 200
100 V70

Ce polyndme a pour extremum, atteint pour la valeur centrale et les deux
valeurs extrémes (I = I, + 20), la quantité 12/\] 70. L'effet maximum de péné-
tration correspondant & A =d = 3,50 est donc:

max |A P(I)|= 3,5 x2/V700 = 0,850

Si, par conséquent, laloi de variation de la pénétration en fonction de 1'intensité
de soudage présente un terme du second degré introduisant un écart de pénétra-

4«6 Revue de Statistique Appliquée. 1960 — Vol. VIl — N 2



tion de 0,850 par rapport & un ajustement linéaire, cet effet est décelé par
1'analyse de variance, au risque B = 0, 10 pres.

En opérant de facon analogue pour les autres effets, on trouve que ceux-
ci, au risque B = 0, 10 pres, sont décelés a partir des valeurs suivantes :

pour a = 0,05 pour a = 0,01

Effet quadratique d'intensité 0,850 1,100
Effet quadratique de vitesse 0,850 1,100
Blocs 0,990 1,23 0

Dans ce tableau l'effet des blocs a été défini par 1'écart type ''certain"
présenté par lesblocs aprés que leur choix ait été fait.

On a jugé ces valeurs comme techniquement satisfaisantes, a condition de
prendre le risque @ = 0, 05 pour exécuter les tests F.

B - RESULTATS ET INTERPRETATION D'UNE EXPERIENCE MENEE SELON
CE PLAN -

Cet examen préalable étant fait, on a procédé aux essais qui ont donné les
résultats de lafigure 3. Ceux-ci sont exprimés en dixiemes de millimeétres apreés
soustraction d'une constante (4,6 mm). Chaque résultat est disposé dans la case
correspondant & celle de la figure 2,

blocs

1 3 4 0 2

I 1 0 22 18 8 21

g 0 3 23 11 29 4
g
3
~

8 4 57 42 39 47 41
3

1 2 47 20 41 40 25

3 44 21 40 44 46

Figure 3

Résultats des essais exprimés en dixieémes de millimetres, sous-
traction faite d'un terme constant (4,6 mm).

L'analyse de variance habituelle, s'agissant d'un carré latin, est extréme-
ment simple : le calcul se fait comme si chaque facteur agissait seul.

On effectue d'abord le total général des 25 résultats, on 1'éléve au carré
et on divise ce carré par 25 pour obtenir le terme correctif.
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Pour chaque facteur on effectue les cinq sommes de cinq valeurs corres-
pondant & chaque variante. On calcule la somme des carrésde ces cinq sommes,
onla divise par cingq et du quotient ainsi obtenu, on retranche le terme correctif.
On obtient ainsi la quantité a placer dans la colonne ''somme des carrés' de
1'analyse de variance (figure 4).

Sources de Sommes de Degrés de Carré -
variations carrés Liberté Moyen

Intensité 1 365 4 341 +++
Vitesse 328 4 82 non
Ecartement 4 247 4 1062 +++
Angle 96 4 24 non
Blocs 184 4 46 non
Résidu 85 4 21

Total 6 305 24

Figure 4
non < F, +>F | = > K s H+ > F, o

On serait tenté de conclure de cette analyse que, ni la vitesse, ni l'angle,
ni les blocs n'ont d'influence significative au seuil 10%.

Considérons pourtant, par exemple, les 5 moyennes correspondant aux
5 niveaux de vitesse successifs. Ce sont, dans l'ordre :

33,4 - 30,6 - 30,8 - 29,2 - 22,6 -

On constate donc une évidente décroissance des moyennes de pénétration
en fonction de la vitesse. Mais l'analyse de la figure 4 ne permet pas de tenir
compte de faits de ce genre, car si les moyennes avaient été les mémes, mais
dans un tout autre ordre, le terme ''somme des carrés' correspondant serait
resté rigoureusement identique.

Cette analyse pé&che donc par un détail essentiel : elle ne tient pas compte
du fait que la loi de variation en fonction des facteurs est progressive.

Si, par contre, on base 1l'analyse sur la formule (1) complétée par la for-
mule (2) et les parametres 9,, c'est-a-dire en tenant compte des renseigne-
ments que 1'on posséde a priori, on trouve le tableau suivant (figure 5).

On constate que les conclusions sont fort différentes de celles que l'on
pouvait tirer de 1'analyse précédente. En fait il faut parier sur 1l'influence de la
vitesse et, moins chérement, sur celle de 1'angle. Quant aux blocs, ils n'attei-
gnent pas le seuil dangereux.

Il est important de remarquer que cette modification des conclusions par
rapport & 1'analyse incompléte n'est pas due uniquement au fait que le résidu a
été réévalué et comporte maintenant 11 degrés de liberté au lieu de 4. En effet,
méme si on teste 1l'influence linéaire de la vitesse par rapport au résidu du ta-
bleau précédent (figure 4) avec ses quatre degrés de liberté, on trouve que
265/21 dépasse le seuil correspondanta « =0,05 (le seuil atteint ainsi correspond
a a = 0,025), Ce terme linéaire est en fait important mais il se trouve masqué
dans la précédente analyse par la moyenne qui en est prise avec trois autres
carrés qui sont des estimations de o2
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Sources de Sommes de|Degrésde | Carré F

Variations Carrés Liberté Moyen
Intensité
(loi linéaire) 1 352 1 1 352 +++++
Vitesse
(loi linéaire) 265 1 265 AR
Ecartement (total) 4 247 4 1 062 F+++
Angle (loi linéaire) 52 1 52 +
Non linéarité en I 1 1 1 non
Non linéarité en V 31 1 31 non
Bloc 184 4 46 +
Résidu 173 11 16

Figure 5
non < K +>F,, +H > Fy o5 ++ > F o) +++ > Fy 05 H++ > By 401

Ce phénomene treés général peut d'ailleurs &tre chiffré d'une fagon plus
rigoureuse en se plagant du point de vue du risque de seconde espéce.

En recourant aux tables de Tang et en acceptant de prendre les risques
a=0,05et B=0,10, on constate que, pour qu'un effet linéaire soit décelable
par l'analyse de la figure 4, il faut qu'il soit deux fois plus important qu'il n'est
nécessaire si 1'on utilise l'analyse de la figure 5. L'analyse de la figure 5 pré-
sente donc le double avantage de mieux mettre en évidence des effets linéaires
et de pouvoir tester des écarts éventuels par rapport a la linéarité.

C - ESTIMATION DE LA VARIANCE INTERBLOCS -

Sil'on se place dansle cadre de la population de tous les blocs de 5 essais
possibles, et si 1'on admet que le choix particulier qui en a été fait est un choix
au hasard, 1'influence des blocsest une variable aléatoire et le carré moyen.re-
latif aux blocs a pour espérance 5 02 + o, Il en résulte que :

(carré moyen blocs) - (carré moyen résidu)
5

semble avoir pour espérance mathématique 0§ et constituer ainsiune estimation
absolument correcte de la variance interbloc.

On estimerait de cette fagon :

1 (46 - 16) _

2
10—0 5 0, 06 mm

c;zsbloc =

Cependant, cette estimation, obtenue par différence, aurait pu étre néga-

tive. Ceci a pour conséquence qu'au lieu de prendre, comme on désirerait le
croire, l'estimation absolument correcte considérée, on prend en fait celle-ci
assortie & la condition d'étre positive, Ce faisant, on n'utilise donc que la partie
positive de la distribution de l'estimateur, si bien que l'espérance mathématique
se déplace vers la droite, introduisant ainsi un biais positif. Ce biais devient
encore plus grand si au lieu de la condition d'é&tre positif on choisit la condition
de dépasser le seuil indiqué par le test F; dans ces conditions, en effet, on né-
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glige non seulement la partie négative de la distribution mais encore une certaine
partie positive.

Ily alieude remarquer cependant que, si l'on est décidé a affirmer Gs =0
lorsque le seuil n'est pas atteint, ceci peut diminuer, annuler ou méme changer
le signe du biais ainsi mis en évidence. Mais il n'en reste pas moins alors que
les estimations autres que zéro sont en moyenne trop grandes.

Quoiqu'il en soit, ces remarques contribuent & montrer qu'il y a intérét a
préférer les méthodes d'estimation par intervalles de confiance et les formules
antérieurement publiées dans la revue a ce sujet(l). Dans ces conditions on
trouve alors en prenant un risque a = 0,10 :

0 <02 <0,18 mm’

inégalité qui confirme d'ailleurs que 1'on doit considérer o2 comme inférieur &
la limite techniquement acceptable.

D - ETUDE DE L'INFLUENCE DE L'ECARTEMENT -

L'une des raisons pour lesquelles 1l'écartement des td8les aété introduit
dans les programmes d'essai, était de mieux connaitre la loi de variation en
fonction de ce facteur. C'est en effet cette loi qui détermine la précision avec
laquelle les bords A souder doivent étre préparés. Mais le plan d'essai n'a pas
été prévu pour prendre des décisions définitives & cet égard.

Des résultats obtenus antérieurement ont montré que, pour tous les types
d'électrodes cette influence se manifeste par une croissance réguliére de la
pénétration, tout au moins & partir d'un écartement égal & 1 mm. Entre 0 et
1 mm on pensait qu'il se présentait un palier presque horizontal (figure 6).

/*
,X
%"
h &
e mm
o 0,5 1 1,5 2
Figure 6

Variations de la pénétration avec l'écartement des bords & souder.

(1) J. Ulmo - D. Schwartz et A, Vessereau - Probléemes relatifs aux échantillonnages a plu-
sieurs niveaux - Revue de Statistique Appliquée - Vol.V - N°1 - 1957,
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Si 1'on tente de chiffrer 1'influence correspondante & 1'aide d'un polyndme,
celui-ci risque d'étre d'un degré élevé & cause de ce palier initial; pour obtenir
un ajustement correct on devrait donc recourir a un plus grand nombre de niveaux
iitermédiaires.

A cause de ce fait et pour des raisons de simplicité on a schématisé les
variations d'une autre maniere, a 1'aide de deux segments de droite en laissant
subsister une incertitude dans la zone comprise entre 0,5 et 1 mm.,

Ce schéma (hypotheése & tester)est linéaire, fonction de 3 parametres h m
n, l'ensemble de tous les cas possibles pouvant étre représenté a 1'aide de deux
parametres supplémentaires q et r, de la fagon suivante (p; désigne la pénétra-
tion obtenue pour la valeur i de 1'écartement) :

p =h -q

Po,5 = h +q

p =m-n +r

p, 5 =m -2r

p, =m+n +r
D e N
schéma inclinaison courbure de la
proposé du palier partie croissante

Les quatre hypothésesq=0 r=0 n= 0 et h = m étant orthogonales, 1'ana-
lyse de variance peut étre dressée comme indiqué sur la figure 7.

SOMME DES [DEGRES DE
SOURCE DE VARIATIONS CARRES | LIBERTE F

1 - Schéma proposé soit :

- différence entre la moyenne des deux
premieres valeurs et celle des 3 der-
niegres(m-h) ..................... 3 963 1 oui

- variation linéaire des 3 derniéres va-
leurs (n) .........iiiiiii i, 281 1 oui

2 - Ecarts par rapport au schéma proposé soit :

- différence entre les deux premiéres

valeurs (q) ... ..coviiiiinnr i .. 0,1 1 non
- non linéarité des 3 derniéres valeurs
(F) et e cen 3 1 non
Influence totale de 1'écartement ............. .. 4 2417 4
Figure 7

Etude de 1'influence de 1'écartemem
Cette analyse montre que le schéma proposé prend en compte pratiquement

la quasi-totalité des variations et que les écarts ne sont pas significatifs, par
rapport au résidu calculé par ailleurs (6°=16 avec 11 degrés de liberté).
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Mais, en fait, 1l'analyse du risque de seconde espéce montre que 1'on peut
craindre ainside laisser échapper des écarts légérement supérieurs a la limite
techniquement admissible. Une conclusion définitive ne peut étre obtenue qu'en
tenant compte des résultats trouvés pour les autres types d'électrodes par une

analyse globale de plusieurs plans d'expérience.
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