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DE NOUVELLES TABLES

PERMETTANT DES TESTS

SUR VARIANCES BILATÉRAUX ET SANS DISTORSION

F. CHARTIER

Institut National de la Statistique et des Études Économiques

Tables dues à K. V. Ramachandran, Demographic Training and Research
Center, Bombay, présentées sous le titre A Test of Variances, dans Journal of
the American Statistical Association, Volume 53 - N° 283, September 1958 -

Soient deux variables aléatoires xi et X2 suivant des lois de Laplace-
Gauss -de variances Q12 et Q22 respectivement.

On dispose de nI observations de la première variable à l’aide desquelles
on forme :

et de n2 observations de la seconde variable avec lesquelles on forme de façon
analogue x2, puis s2 avec le diviseur v 2 = n2 - 1. Les deux aléatoires si et s2 sont

des estimateurs sans biais de 0"12et a12 respectivement grâce aux diviseurs v1 et v2 .
Les deux tests envisagés sont alors :

- pour une seule variable, disons xi :

a2étant une valeur hypothétique donnée indépendamment des observations,
- pour deux variables xi et x 2 :

Ce sont là deux tests classiques dont la solution est la suivante.

Pour une variable :
Etant donné la valeur observée de S (xi, - Xl)2 = VI S12 y a-t-il lieu d’accep-

ter l’hypothèse que la variance vraie de xi, (J12 a telle valeur (J2 donnée indépen-
damment des observations ou convient-il de rejeter cette hypothèse ?

On sait que la variable aléatoire X2, définie avec la variance vraie cr l 2 :



62

est distribuée suivant la loi dite de X2 à vI degrés de liberté :

x2 a pour moyenne (espérance mathématique) vl. Les valeurs les plus probables
sont celles voisines de vl , comme le montre la courbe représentative de la den-
sité de probabilité, p ( x2 ), sur la fig. 1. La loi de x2 ne dépendant que du paramè-
tre vl, non de U,2 , nous pouvons définir un intervalle central, X12 à x22, tel qu’il
y ait une probabilité donnée 1 - ci, par exemple 0, 95, d’y trouver x2 .

Fig. 1 - Courbes représentatives de la densité de probabilité de X’2 suivant que (12 est inférieur,
égal ou supérieur à Cy 2 1.

Toutefois, ce que nous savons calculer n’est pas X2 puisque nous ne con-
naissons pas U12 mais X’2 formé uniquement à partir d’éléments connus, les ob-
servations et la valeur hypothétique Q2 :

Si la valeur donnée pour U2 est égale à la valeur inconnue de 0"12, les deux
quantités X2 et X2 suivent la même loi de probabilité. Il y aura alors la proba-
bilité 1 - a que X’2 se trouve dans l’intervalle central X12 à X22 et seulement la pro-
babilité a que X’2 soit à l’extérieur (entre 0 et X12 ou entre X2 et l’infini).

En revanche, si la valeur testée 0"2 est inférieure à la valeur vraie 0"12, pour
une même valeur de S (x Ji _x 1)2 @ X,2 sera supérieur à X2 (puisque son dénomina-
teur est inférieur à celui de X2 ). X’2 sera supérieur en moyenne (en espérance
mathématique) à vl. Il aura tendance à sortir de l’intervalle central X12 à X22 , à
se trouver au delà de X22 , @ cela d’autant plus que or 2 est plus inférieur à 0"12 . De
façon analogue, si la valeurtestée 0"2 est supérieure à la valeur vraie 0"12, @ x’2 aura
tendance à sortir de l’intervalle central xi à X22 pour se trouver entre 0 et X12

Par suite, le test consiste à calculer x’2 à partir des observations et de 0"2

puis à situer la valeur obtenue par rapport à X12 et x22. Si X,2 est entre X12 et x22 on
accepte l’hypothèse que a, 2 est égal à la valeur vraie 2. Si X,2 est entre 0 et X12
on entre X22 et l’infini, on rejette cette hypothèse.

Il est bien évident que l’application de cette règle nous fait courir deux
risques : -.
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- risque d’erreur de lère espèce : : rejeter la valeur hypothétique Q2 alors
qu’elle est bien égale à cr 2 .. Même formé avec une valeur de Q2 égale à a12, @ X, 2
peut se trouverhors de l’intervalle central xi à x22 . Ce sera le cas si la somme
S (Xli - X.J2 est exceptionnellement petite ou grande, mais la probabilité d’une
telle erreur est seulement a (p. ex. 0, 05) ;

- risque d’erreur de 2èm e espèce : conserver la valeur hypothétique a 2 bien
qu’elle soit différente de al 2. La considération d’une valeur de a 2trop petite, par

exemple, peut être compensée par une valeur exceptionnellement petite de

S (Xli - xi )2@ la valeur de X,2 étant alors entre X12 et x22 et conduisant à l’accep-
tation de a2. De même une valeur hypothétique a 2 trop grande, peut être com-
pensée par une valeur exceptionnellement grande de S (Xli - Xi )2. Mais de telles
compensations risquent d’autant moins de se produire que a 2 est plus différent
de a12.

Précisons la relation entre loi de probabilité de x’2 et de x2 en fonction du

rapport entre a 2 et Q12 .
Comme :

on peut écire :

Soit X p 2 le fractile de X2 tel que :

La constante h étant essentiellement positive; le fractile correspondant de X’2 J
c’est-à-dire xP2 tel que :

Cette relation est évidente quand on consi-
dère le schéma de la fig. 2. Comme elle est va-
lable quelle que soit la probabilité P (0  P  1) ,
la fonction de répartition ou des probabilités
totales de X’2 se déduit de ceHe de X2 par une
transformation par affinité des abscisses : di-

latation si h &#x3E; 1 (valeur hypothétique Q 2  0"12 ) , @
contraction si h  1 ( 0" 2 &#x3E; 0"12). Cette transfor-

mation par affinité devient évidemment une

transformation par translation si on utilise une échelle logarithmique pour l’axe
des abscisses. C’est ce qu’illustre la fig. 3 établie pour v1 = 4--et a = 0, 10.

On retrouve, en le précisant, le résultat annoncé ci-dessus, àsavoirque,
lorsque la valeur hypothétique Q2 est égale à 0"12, X’2 suit la loi de X2. Lorsque
0"2 est infé rieu r à Q 2 , X’2 prend des valeurs plus grandes que s’il suivait la loi
de x2 tandis qu’il prend des valeurs plus petites si 0"2 est supérieure à 0"12. Par
suite, pour avoir une probabilité non négligeable de rejeter une valeur hypothé-
tique aussi bien trop petite que trop grande, il convient de définir le domaine de
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Prob. cumulées

Prob. cumulées

Fig. 3 - Fonction de répartition de X’2 suivant que cr est supérieur, égal ou inférieur à Qi .
a ’, prob. (0  X,2 2  X~); a", prob. ( X2  X ’2  (0). x’ = a" = 0, 05 sia2 = of.

rejet comme l’ensemble des deux intervalles 0 à X12 et X22 à l’infini, X12 et X22 étant
tels que la probabilité d’accepter une valeur hypothétique a2 égale à Q12 soit 1 - a

donné :

L’exécution du test consiste donc à calculer la valeur de x’2 à partir des ob-
servations et de la valeur hypothétique U2@ puis :

- à accepter cette valeur Q2 si X12  X ,2  X22
- à la rejeter si 0  x’ 2  X12 ou si ~ 2  x’ 2  00

Reste à fixer les deux limites X 12 et X22 de l’intervalle d’acceptation. La con-
dition que la probabilité d’acceptation soit 1 - a si Q2 = 0"12 ne définit pas un in-
tervalle, mais une infinité. Comme il y a deux valeurs à déterminer, il faut deux
conditions. L’existence de tables de la loi de probabilité de X2 qui donnent les

fractiles symétriques XP2 et Xl- p conduit généralement à prendre :
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pour Xl, X~2 tel que

et pour X2 ’ xi a,2 tel que

On pourrait évidemment envisager un autre partage de a en al et a" si l’on vou-
lait détecter plus probablement l’un des deux cas Q2  Ql2 ou 0,2 &#x3E; arl2 que l’autre.

L’inconvénient de l’intervalle X2 à X2 est que la probabilité de rejeter
l’hypothèse Q12 =a 2n’est pas minimum quand elle correspond à la réalité (fig. 4).
Pour s’en rendre compte il suffit de calculer la puissance du test, c’est-à-dire
la probabilité de rejeter la valeur hypothétique Q2 en fonction du rapport h = cli / cr 2,
rapport de la variance vraie à sa valeur hypothétique. Soit 1T (h) cette puissance:

ce qui se récrit en remplaçant X’2 par h X2 et en divisant les trois membres de
chaque double inégalité par la constante positive h :

La dérivée par rapport à h est :

Il est évident que seule la quantité entre crochets peut s’annuler par un
choix convenable de x 12 et X22, @ le facteur devant le c rochet étant positif. 

*

Si l’on prend X12 = X 2 a/ 2 et x22 - %~ 1-a/ 2~ le minimum de 1T (h) est obtenu pour
h racine de l’équation :

soit :

Par exemple, pour a = 0, 05 et ~=4,h.=~. ° 11, 14 - 0, 48 , ° 2~M"~~~4 1, 04? + 0, 319 2, 303
et Tr (h ) = 0, 044. Ainsi, ce n’est pas quand la valeur hypothétique Q2 est égale à
la valeur vraie Q12 que l’on a la plus grande probabilité de la retenir, mais quand
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cette valeur testée est égale à ~/0,847 = 1, 181 a12 c’est-à-dire quand elle est
supérieure de 18% à la valeur réelle a12.

Aussi semble-t-il préférable de définir x12 et X 2 2par les deux conditions
que : .

1/ le niveau de signification du test (c’est-à-dire la puissance quand h = 1)
s oit a :

2/ le minimum de la puissance ait lieu pour h = 1 :

On vérifie aisément que, X12 et x22 satisfaisant à ces deux conditions, 1T (h)
est fonction croissante de h quand h s’écarte de 1 pourtendre soit vers 0, soit vers
1 (voirfig. 4). Il suffit pour cela de montrer que d n (h) /dh est négative pourtout h
compris entre 0 et 1 et positive pour tout h compris entre 1 et l’infini.

Fig. 4 - Courbe représentative de Fig. 5 - Courbe représentative de :
n (h)

Or d1T(h)/dh est du signe de :

- 

22
ce qui s’écrit, eu égard à la seconde condition liant Xi et X 2 :

Comme X12 - X22  0, il s’agit là d’une fonction monotone croissante de h, néga-
tive pour 0  h  1, nulle pour h = 1 (on a choisi x i et X22 pour cela), positive
pour 1  h  00 (voir fig. 5).

Les valeurs de X12 et X22 calculées par K. V. Ramachandran pour cr = 0, 05
et vl = 2 ( 1) 8 (2) 24, 30, 40 et 60 sont reproduites à la table 1 in fine.
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Pour deux variables :
Etant donné les deux variances observées, si et S22, peut-on accepter l’hy-

pothèse que les variances 0"12 et Q22 sont égales, ou doit-on rejeter cette hypo-
thèse ?

Pour répondre à cette question, on considère le rapport F’ = sl~~s22.
Si l’hypothèse testée est vérifiée, c’est-à-dire si effectivement Cr 1 2 = 0"22 ,

les deux aléatoires si et s22 ont même valeur moyenne (même espérance mathé-
matique) : la valeur commune de Q12 et Q22. Par suite elles seront probablement
peu différentes l’une de l’autre, leur rapport F’ restera probablement au voisi-
nage de 1. De façon plus précise, F’ est identique à la variable :

dont on sait qu’elle suit la loi de probabilité indépendante de Q12 et Q22 :

A partir de cette loi, on peut définir un intervalle "central", contenant 1 ,
soit FI à F2 , dans lequel il y ait une probabilité donnée 1 - a de trouver F’(fig. 6).

d.p. de F’

Fig. 6 - Courbes représentatives de la densité de probabilité de F’ suivant que Qi est inférieur,
égal ou supérieur à Q2.

Au contraire, si l’hypothèse testée ne correspond pas à la réalité, si, par
exemple, (]12 &#x3E;(]22 , @ sf sera en moyenne supérieur à S 2 2 c’est-à-dire que F’ sera
probablement supérieur à ce que voudrait la loi de F. On aura une probabilité
d’autant plus grande de trouver F’ supérieur à F2 que a12 sera plus supérieur à

a22. A l’opposé, si Q12  a22, si sera en moyenne inférieur à S22 , F’ prendra des
valeurs plus petites que le voudrait la loi de F. On aura une probabilité d’autant
plus grande de trouver F’ entre 0 et FI que (]12 sera plus inférieur à U2 2.

D’où le principe du test : calculer F’, s’il est entre FI et F2, accepter l’hy-
pothèse Q12 - Q22, s’il est entre 0 et Fl ou entre F2 et l’infini, rejeter cette hypo-
thèse.

Ce test comporte encore deux risques d’erreur :
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- risque d’erreurde 1ère espèce : rejeter l’hypothèse Q12 = Q22 alors qu’elle
est vérifiée, parce que les deux variances s 12 et S22 sont exceptionnellement dif-
férentes et que F’ est hors de l’intervalle Fi à F2. La probabilité d’une telle er-
reur est a.

- risque d’erreur de 2L’ me espèce : accepter l’hypothèse Q12 - 0,2 2 alors

qu’elle est fausse. Il peut arriver que l’on ait, par exemple, 0"12&#x3E; 0"22 mais que
l’échantillon de xi soit exceptionnellement groupé et celui de X2 exceptionnelle-
ment dispersé, ce qui rétablit une valeur de F’ dans l’intervalle F1 à F2 .

Ceci est d’autant moins probable que l’inégalité entre 0"12 et 0"22 est plus grande.
Pour former l’intervalle FI à F2 et surtout pour calculer la probabilité que

F’ s’ytrouve suivant la valeur du rapport 0"12 /cr22 , précisons la relation entre la

loideF’ et celle de F.

La variable F - 
S12/~12 2 

suit la loi indiquée plus haut, ne dépendant que deLa variable F =2013201320132013 suit la loi indiquée plus haut, ne dépendant que de
. 

2 2/ cr 2 
..

v et v 2 indépendante en particulier de cr12 et cr22 .
La variable F’ peut être écrite,en introduisant le rapport k = cr12/0"22 :

Si l’on note Fp «le fractile de F tel que :

il est évident d’après le schéma de la fig. 7
que le fractile FI p de F’ , tel que :

sera lié à F P par :

De cette relation, il résulte que la

fonction de répartition des probabilités
Fig. 7 - Corre spondance entre Fp et F~. totales de F’ se déduit de celle de F par

une transformation par affinité des abs-
cisses : contraction si k  1, dilatation si k &#x3E; 1, tandis que pour k = 1 les deux

variables ont même loi. Si on utilise une échelle logarithmique pour les abscis-
ses, la transformation par affinité devient évidemment une transformation par
translation. C’est ce qu’illustre la fig. 8 établie pour vI = 4, v2 

= 20 et a = 0, 10 .

Autrement dit, plus 0"12 est inférieur à 0"22 (k  1), plus F’ prend de petites
valeurs comparativement à la loi de F (k = 1). Inversement, plus Q12 est supé-
rieur à Q22 (k &#x3E; 1) plus F’ prend de grandes valeurs par rapport à F.

Comme on veut déceler aussi bien l’inégalité 0"12  0"22 que l’inégalité con-
traire Q12 &#x3E;cy2~ on définira le domaine de rejet de l’hypothèse d’égalité comme
l’ensemble des deux intervalles 0 à FI et F2 à 00, les deux limites Fl et F2 étant
telles que la probabilité d’accepter l’hypothèse d’égalité alors qu’elle est véri-
fiée soit 1 - a : 1
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Pratiquement, on calculera la valeur de FI, puis :

on acceptera l’hypothèse :

on la rejettera si :

Les deux limites F1 et F2 de l’intervalle d’acceptation sont le plus souvent
choisies telles qu’il y ait une même probabilité oc/2 que F’ se trouve entre 0 et
F1 et entre F2 et l’infini quand Q12 = Q22 , c’est- à- dire que l’on prend :

et

Le fractile FI-aI2 est lu directement dans la table de F en y entrant avec

v 1 et v degrés de liberté. Le fractile F 12 est égal à l’inverse du fractile Fl~m2 de
la variable F* = 1 /F dont la loi est de même forme que celle de F sauf permu-
tation de v 1 et v 2 - Ce fractile Fi a~ 2 est lu encore dans la table de F* en y entrant
avec v~ = v2 et ~2 - ~l degrés de liberté.

Valeurs de F 1 (échelle arithmétique)

Valeurs de FI (échelle logarithmique)

Fig. 8 - Fonction de répartition de F’ suivant que 01 est inférieur, égal ou supérieur à (] i.
oc 1, prob. (0  F’  Fl ) ; a", prob. (F2  F’  oo). a’ = a" = 0,05 Si CT 1 2 =cl 2- 2 

2 -
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L’inconvénient de ce partage par moitié de a entre les deux parties du
domaine de rejet est que le maximum de la probabilité d’accepter l’hypothèse
Q12 = 0"22 n’a pas lieu quand cette hypothèse est vérifiée, mais quand Q12 est légè-
rement inférieur à 0"22 si v1 est inférieur à v2 ou légèrement supérieur si v1 est
supérieur à v2, Autrement dit, la puissance du test, 1T (k), probabilité de rejeter
l’hypothèse 0"12= Q22 quand effectivement 0"12/0"22 = k, n’est pas minimum pour k = 1 .

Cette puissance a pour expression :

soit en remplaçant F’ par k F et en divisant les trois membres de chaque double
inégalité par la constante positive k :

La dérivée par rapport à k est :

Les deux premiers facteurs, devant le crochet, sont essentiellement posi-
tifs. Seule la différence entre crochets peut s’annuler.

Si FI et F2 correspondent à un partage quelconque de oc entre les deux in-
tervalles de rejet, 0 à FI et F2 à l’infini, la dérivée de ir (k) s’annule pour ko
racine de :

soit, en posant N = VI /( Vl + V2 ) :
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Dans le cas d’un partage égal de cx, c’est-à-dire pour Fl = F et F2 - F

Par exemple, pour oc = 0,05, vI = 4 et v2 = 20, on a :

ce qui donne ko = 0, 865  1 et ir (kj = 0, 047  a

Pour fixer les limites Fl et F2 de l’intervalle d’acceptation, K. V. Rama-
chandran se donne les deux conditions :

1/ Le niveau de signification du test, c’est-à-dire sa puissance pour k = 1 ,
est égal à a;.

2 / Le minimum de la puissance a lieu pour k = 1

On vérifie alors que Tr (k) croÎt lorsque k s’écarte de 1 vers 0 ou vers l’in-

fini, sa dérivée étant négative pour 0  k  1, nulle pour k = 1 et positive pour
1  k  ~. Le signe de dir (k)/d k est en effet celui de la différence entre crochets
qui s’écrit, eu égard à la seconde condition imposée à Fl et F2 :

Comme FI  F2 , le premier terme
est une fonction monotone croissante
de k pour k positif, inférieure au se-
cond terme pour 0  k  1, égal à ce
secondterme pour ko = 1 et supérieur
à ce second terme pour 1  k 

(voir fig. 9).

Les valeurs de F2 calculées par
K.V. Ramachandran dans le cas (x =0,05
et pour diverses valeurs de ~l et v2
sont présentées ci-après (table 2).
Le mode d’emploi de cette table est
semblable à celui des tables classi-

ques : on y lit directement F2 dans la
colonne vl et sur la ligne v2 tandis

que Fi est à calculer en prenant l’in-
verse de la valeur lue dans la colonne

v2 et sur la ligne vI. Ainsi, pour VI = 4

et VI = 20 :
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ce qui donne une probabilité de rejet par F’ entre 0 et Fl de a’ = 0, 03 5 et de
rejet par F’ 1 entre F2 et l’infini de a" = 0, 015 .

Rappelons que par les tables classiques, on a :

Ce mode d’obtention de FI, analogue à celui de Fa~ 2 dans le test classi-

que, se justifie par le fait que la variable F* - 1 - s22 Q 
2 

suit une loi de probabilitéque, ’ se justifie par le fait que la variable F* = -FI 
= ~7~2 suit une loi de probabilité-b s 12/Q12

de même forme que F mais avec permutation de vl et v2. La correspondance
entre FI et F2 - 1/Fl , F2 et F1 - 1/F~, ainsi qu’entre les probabilités de rejet
oc’ et a" avec a’ + a" = a est représentée par la fig. 10

Fig. 10 - Correspondance entre (Fl, F2 ) et (Fj*, F2*). a’ + a" = a , prob. de
rejet de(72 1 =Q2 quand cette hypothèse est vérifiée.

A titre d’exemple, nous reproduisons aussi au tableau 3 les puissances pour
diverses valeurs de k dutest nouveau d’une part, du test classique d’autre part.
Ces puissances ont été calculées par K. V. Ramachandran. Nous les avons com -
plétées pour k = 2 et 4. Même pour des rapports de variances 0"12 et U2 2 nette-

ment différents de l’unité, tels 0, 1 ou 4, la probabilité d’accepter quand même
l’hypothèse d’égalité est encore supérieur à 1/2. C’est que ni vI’ ni v2 ne sont
très grands.
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Table 1

Limites de l’intervalle d’acceptation, X12 à X22 ,
pour oc = 0, 05 et diverses valeurs de v (1)

(1) Pour v &#x3E; 60 on a approximativement
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