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THEORIE DE LA RANDOMISATION
Y. MORILLON

Ingénieur a 'Institut de Recherches de la Sidérurgie

Cette note ne prétend donner qu'un apercu sommaire des proble-
mes posés et de leurs solutions. Elle est basée essentiellement sur
les publications de Kempthorne.(1)(2)

Cette note concerne 4 types de plans dont la caractéristique
commune est d'utiliser toutes les unités expérimentales soumises a
l'opération de randomisation. Comme on le verra, l'étude des distri-
butions des rapports de carrés moyens est, dans ces conditions, Sim-
plifiée car certains termes figurant dans ladécompositionde la som-
me de carrés ne sont pas aléatoires dans l'hypothése nulle (du moins
avec certains modeles). La théorie de la randomisation a été appli-
quée ¢ des plans ne présentant pas cette caractéristique; onen trou-
vera un exemple dans un article de Wilk et Kempthorne.(3)

On congoit bien que lorsque le nombre d'unités expérimentales
utilisées est petit devant le nombre total d'unités disponibles, on
retrouve l'analyse de variance classique sans toutefois que les hypo-
theses de normalité etc. soient nécessairement satisfaites. Ceci re-
joint 1'objet d'une autre étude et nous n'envisagerons pas ces pro-
blemes dans la présente note.

I - TYPES DE PLANS ETUDIES -

A - Plans completement randomisés.

Il y a t traitements & comparer repérés j (j=1,2,...,t) et on dispose de

N = rt unités expérimentales, appelées 'plots", repérées i (i=1,2,...,N), cha-
que traitement étant répété r fois (Kempthorne étudie donc un cas particulier car,
en général le nombre de répétitions peut varier d'un traitement a 1'autre). Pour
réaliser la randomisation, on utilisera une permutation au hasard des N nom-
bres(Cochran et Cox donnent des tables de permutation au hasard allant jusqu'a
N=16; on peut aussi utiliser facilement les tables classiques de nombres au ha-
sard) ; les r premiers plots (dans l'ordre de lecture aprés permutation) seront
affectés autraitement 1, les r suivants au traitement 2, etc. De cette fagon, les

"Design. and analysis of experiments” et
"Random ization theory of experimental inference” J.A.S.4. 50,271 (1955) pp. 946-67.
"pixed, mixed and random models” J.A.S.4. 50,272 (1955) pp.1154 et suite.
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systémes d'association des plots et des traitements sont équiprobables,

N
(r 1)

B - Blocs randomisés complets.

Il y a toujours t traitements a comparer et on dispose de r ensembles de
chacun t plots, appelés ''blocs''. Chaque traitement doit étre affecté une fois a
chaque bloc. Pour réaliser la randomisation, on utilisera dans chaque bloc une
permutation au hasarddes t plots et les traitements 1,2,3,...,t seront affectés
aux plots dans l'ordre de lecture aprés permutation.

Les (t!)" systémes d'association des plots et destraitements sont équipro-
bables.

C - Plans du type split-plot(*).

Partant du plan B ci-dessus, nous considérerons le cas ol chaque plot peut
étre fractionné en split-plots affectés chacun & un sous-traitement différent (les
mémes ensembles de sous-traitements pour tous les plots).

L/'affectation des sous-traitements s'effectue en utilisant pour chaque plot
une permutation au hasard des split-plots.

Nous noterons :

- s le nombre de sous-traitements, donc de split-plots par plot,
- t le nombre de traitements, donc de plots par bloc,

- r le nombre de blocs.

Les (t! (s!))" systémes d'association des split-plots, traitements et sous-
traitements sont équiprobables.

D - Carrés latins.

Pourcomparer t traitements, on dispose de t? plots pouvant étre groupés
en t blocsde t plots de 2 fagons différentes : groupement par lignes et groupe-
ment par colonnes, chaque plot correspondant & une combinaison ligne-colonne
différente.

Chaque traitement ne doit étre affecté qu'une seule fois & une ligne ou a
une colonne donnée.

Les méthodes utilisées pour introduire un processus aléatoire dans l'af-
fectation des traitements aux cases sont décrites par divers auteurs, notamment
par Cochran et Cox ("Experimental Design''). Lorsqu'on applique ces méthodes ,
on peut considérerque le carré latin adopté a été tiré au hasard dans une famille
de carrés latins ; une telle famille ne comprend pas toutefois tous les carrés la-
tins possibles lorsque t > 5 (avec la méthode de sélection de Cox).

II - DEFINITION DE L'ADDITIVITE -

Si on désigne par z,.la valeur de la variable mesurée lorsque le traite-
ment déterminé j est appliqué au plot déterminé i, il y a additivité au sens strict
si:

z;; = e; +t;(z;;est alors une variable certaine)

(+) Plans "split-plot' = plans expérimentaux dans lesquels des traitements additionnels ou sub-
sidiaires sont introduits en partageant chaque '"'plot' en deux ou plusieurs parties.
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et additivité au sens large si

zZ,. =€ +tj +zzij

j
Les & étant des variables aléatoires indépendantes (par exemple, des er-
reurs de mesure).

Réf (1) pp 128 et suite

- ! . =
III - TEST DIRECT DE L'HYPOTHESE NULLE t; =0 ;Réf (2) p 947

Kempthorne cite l'exemple emprunté & Fisher de la comparaison de 2 trai-
tements répétés sur 15 blocs randomisés complets (t=2, r=15), S'il y aadditivité
au sens strict et s'il n'y a pas d'effet du traitement (hypothese nulle), la diffé-
rence T, - T, observée entre la somme des 15 résultats du traitement 1 etla
somme des 15 résultats du traitement 2 résulte d'un tirage au hasard parmi les
(21)* différences de ce type correspondant & toutes les fagons de fractionnerles
30 résultats en 2 séries de 15 en respectant la régle prescrite (1 résultat de
chaque série par bloc).

Il est donc possible de déterminer dans 1'hypothése nulle le nombre de tel-
les différences supérieures ou égales & T, - T,, donc de calculer le risque atta-
ché a 1'hypothése nulle.

Dans l'exemple cité, ce risque est de 5,267% alors que le dépouillement
suivant une analyse de variance classique & 2 dimensions donne 4,97%.

D'autre part, Kempthorne donne une liste de 24 séries de résultats de plans
compleétement randomisés artificiellement construits et dépouillés suivant la mé-
thode classique de l'analyse de variance a 1 dimension (test F) et suivant le test
direct. Il constate ainsi que les risques de premiére espéce déterminés suivant
les deux méthodes sont en assez bon accord. Ces risques sont assez réguliere-
ment échelonnés de 0,006 a 0,967 (pour le test F). Notons toutefois que c'est la
région des faibles probabilités qui est pratiquement intéressante et qu'une seule
probabilité de cette liste est inférieure & 10% (pour le test F).

IV - BASES MATHEMATIQUES DU DEPOUILLEMENT PAR L'ANALYSE DE
VARIANCE -

Dans le cas le plus général, il y a t traitements repérés j (j=1,2,...,t)
chacun d'eux pouvant étre répété un nombre illimité de fois et N plots repérés
i(i=1,2,...,N).

Un systéme d'affectation des traitements aux plots peut étre représenté
par un point de coordonnées| j, dans un espace & N dimensions (on affecte un

JZ

Iy
vecteur de base & chaque plot). Chacune des coordonnées peut prendre les t va-
leurs, 1,2,...t; il y a donc t" systémes possibles représentés par t" points. La

loi de distribution de ces systémes peut étre représentée en associant une pro-
babilité ou masse & chaque point, la somme des masses étant égale a 1.

Toutes ces masses sont déterminées par le plan expérimental, par exem-
1
ple, dans le cas du plan complétement randomisé, il y aﬁ;—t masses égales a
(r))* N! (x?)
=+ et t* -—= masses nulles.
N! (r!)
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Kempthorne introduit la variable aléatoire :

valant 1 si le traitement j, est affecté au plot 1, le traitement j, au plot 2, etc.
et zéro autrement; il s'agit donc d'une variable de Bernouilli, On obtient les va-
riantes de cette variable aléatoire en donnant & chacun des indices ip jz. ..J, les t
valeurs 1,2,...t. La masse affectée au point de coordonnées |j, dans la repré-

P
In
sentation envisagée plus haut est donc :

P(s IUSERR 1)

1l 2e0eeN

La distribution marginale sur l'axe affectée au plot i est constituée de t
masses correspondant aux probabilités P(s ?i =1), j; prenantles valeurs 1,2, ...,t.

I au lieu de 5 71,
Les 5 ’ jouissent de la propriété ci-apreés, trés importante pour la suite
des calculs : puisque §{ ne peut prendre que la valeur O ou 1, on a, en effet:

Nous noterons, comme le fait Kempthorne,s

E[(s?)’]'= P(5)=1)
E[(S’;)"][(s !;I)“] =P(s=1, 5 1= 1) etc.

pour toutes valeurs non nulles de r, p,q.

Les valeurs de ces probabilités peuvent étre calculées pour un type de plan
donné. Par exemple, pour le plan complétement randomisé, on a :

i 1
oy =21
P(s)=1) =
P(s1'=1[s/=1) =L etc
" " rt -1 )

D'ol le calcul de :

P(si=1,51 =1)

par application du théoréme des probabilités composées, etc.

Cecipermet le calcul des moments de variables aléatoires qui s'expriment
en fonction de & { .

V - DEPOUILLEMENT MATHEMATIQUE DES PLANS ENVISAGES EN1I -
A - Plans complétement randomisés (réf. 2 page 952).

Traitements repérés j (j=1,2....t)
Plots repérés i (i=1,2,...N) N =rt
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1/ Modele avec additivité au sens strict.

Pourintroduire les f définis plus haut, nous considererons la somme des
résultats observés pour le traitement j déterminé : c'est une variable aléatoire
qui s'écrit :

N
(M;) T;=ru+rt;+ '\:1 5i e; (*)
i=

H
o

w, t; et e; étant des variables certaines vérifiant les conditions ? t;
Te=0
)

Les & f sont les variables aléatoires définies plus haut.

On montre facilement que 1'on a :

T, .
E (—If-)= u +t; (ceci résulte immédiatement du fait que E(5 :) est
constant)

T t-11 1
J == = g2 2 = — 2
var(——r) ranli g? en posant o _1?7. Ch

On montre qu'on a :
T}- ij 02
Ccov -—I-‘-, _r = - t

Unetelle corrélation négative entre les moyennes de traitement existe dans
tous les problémes de modeéles finis. Sa connaissance peut présenteruncertain
intérét lorsqu'on veut compléter 1'analyse de variance envisagée ci-aprés par des
comparaisons destraitements 2 & 2 (Une telle comparaison pose d'ailleurs d'au-
tres problémes sur la distribution des T; - T, dans 1'hypothése nulle),

Test de l'hypothése nulle t; = 0.

Ce test s'effectue par une analyse de variance a une dimension. La partie
algébrique de la méthode : décomposition de la somme de carrés totale centrée
entre observations et degrés de liberté attachés aux diverses formes quadrati-
ques figurant dans cette décomposition est la méme que lorsqu'on adopte le mo-
dele normal classique (M, ci-apreés) :

(M,) Y =w ttytoe E(ep) =0 ‘jz_:t.=0
&, = N(O, o})

L'indice k (k =1,2,... r) repérant les répétitions du traitement j.

(*) Onpourrait songer a écrire le modeéle pour une observation individuelle. Cela suppose qu'on
se définisse un second systéme de repérage des plots i+ (i*=1,2,...,N) basé, par exem-
ple, sur l'ordre dans lequel ils sont écrits aprés permutation aléatoire. On peut évidem-
ment mettre i* sous la forme i*=jk, l'indice k repérant les répétitions des traitements j.
Il faut alors se définir dess :' de la méme fagon que plus haut et le résultat sera une va-
riable aléatoire pouvant s'écrire :

- jk
Xy = u+tj+§". 5% e,

Il est plus simple de raisonner directement sur les sommes T; = X;.
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Par contre, les lois de distribution des diverses statistiques considérées
ne sont pas les mémes pour les modeles (M;) et (M,).

La décomposition est :

Tableau 1

Source de variation Somme de carrés d.d. 1 E(carré moyen)

. 1 2 2 T 2
Entre traitements T = - 2 T; - (TC) t-1 E(Q;) =0 +ﬁ It

= -l
Résiduelle R = (par différence) t(r-1) | B(Qg) =o?
Totale S, =X (observ.)’ - (TC) | rt-1 | E(@) =m—(5 & +r3t))
2 - i j

(TC) =5~ (s T, )*
J

o2 est défini plus haut dans le cas du modele (M) et dans le cas du modeéle
(M,), on a ¢ = a2,
On voit que dans l'hypotheése nulle t; = 0 : E(Q,) = E(Q,).
I1 reste 4 étudier dans cette hypothése, la distribution de Q—T
R

I1 est plus facile de passer par l'intermédiaire du rapport g car avec le
2

modéle (M), S, n'est pas aléatoire dans l'hypothése nulle, le hasard ne jouant
que sur le partage de S, entre T et R. (Dans l'hypothése nulle S, = 2 ezi).

Dans le cas du modele normal (M,), T, R et 52 sont aléatoires et_éT est

R
; on en déduit que—g; suit une distribution dite "distribu-

2
tion béta' dont la densité de probabilité est :

. . t-l
distribué comme F t(r=1)

¢
x s,
. - _r (ptq) P-1 (1_+)9-1 -1
B(x;p, @) = ¢ ) (@) (1-x)*’en posant{p ==
t(r-1
q= (2 )

Si l est distribué comme béta, & est distribué comme F.
2 R

Les deux premiers moments de la distribution béta sont :

[T o p _ t-1
_E(S] —p_+q—rt-1

_2(r-1)(t-1)t

T
V (i
ar (Sz ) (rt-1)2 (rt+1)

On voit que :

T
~Var (SZ)"M ~ %(:;—:‘L pour r grand

34 Revue de Statistique Appliquée. 1960 - Vol. VIl - N 1




Or Kempthorne a calculé les moments de _ST_ dans le cas du modele (M,) et
2

il a trouvé, toujours dans 1'hypothése nulle t; = 0,qu'on avait :
T t-1 T
[ 5,71, =i U
1

[Vr—.lr(sirz—)]”| ~ ZS;:) pour r grand

1

o

Reste a savoir a partir de quelle valeur r peut étre considéré comme
grand, Kempthorne indique qu'il a étudié quelques cas avec r =4 (qu'il consi-
dére comme une valeur petite de r) et qu'il a trouvé que méme dans ce cas, le
test suivant le modeéle normal (M,) pouvait constituer une approximation accep-
table.

On peut évidemment se demander encore si l'identité des deux premiers
moments constitue un critére suffisant de similitude des distributions surtout
dans les régions des faibles probabilités utilisées pour les tests.

2/ Modele avec additivité au sens large.

Admettons maintenant qu'il y ait en plus des variations entre plots e; une
erreur de mesure ¢, (l'indice k repérant la répétition du traitement j) et que

el, = N(O, o!?) les ¢/, étant indépendants. (+)

2
Il est bien clair qu'avec ce modele, il faudra ajouter oE' aux espérances
mathématiques des carrés moyens du tableau 1.

Si les e/, sont grands devant les e;, on se trouvera pratiquement dans le
cas du modele (M,) et la randomisation n'a plus qu'une importance secondaire.
On congoit donc bien que le modéle avec additivité au sens large (qu'il semble
raisonnable d'admettre dans beaucoup de cas pratiques) est intermédiaire entre
le modéle normal (M,) et le modele de randomisation (M,).

Onpeut donc penser que le test de t; = 0 en utilisant une loi de F est alors
une approximation encore meilleure dans ce modeéle que dans (M, ).

Bien entendu, il n'est pas possible d'estimer 0;2,

B - Blocs randomisés complets (réf. (1) p. 136 et suite)

(réf. (2) p. 958 )
Les traitements sont repérés j @(i=1,2,....,t)
Les blocs sont repérés u (u=1,2,....,r)
Les plots a l'intérieur des
blocs sont repérés v (v=1,2,....,t)

1/ Modele avec additivité au sens strict.

Le résultat du traitement déterminé j observé sur le bloc déterminé u est
une variable aléatoire qui s'écrit :

(Ml) yuj=u+bu+tj+§ SIJ;V eu

v

(+) Nous n'envisagerons pas dans cette note le cas ou les ¢' ne seraient pas distribués nor-
malement, !
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Les grandeurs u, b,, t;et e, sont des variables certaines vérifiant les
conditions :

0

u

b
u
S ey = 0 quel que soit u

2 t.=0
7l

Les 5}, sont les variables. aléatoires déja définies, les plots étant repé-
rés par uv (au lieu de i). On a évidemment ? 5 jv = 1 quel que soit uv.

La moyenne observée dutraitement j est une variable aléatoire qui s'écrit :

On trouve facilement que l'on a :
E(Y-‘. ) = utt;

e 2.1 2
var(y_j) ==L en posant o¢? = - 1) uzv e,
Test de 1'hypothése nulle t;= 0.

La somme de carrés totale centrée peut étre décomposée en une somme
de 3 termescomme dans le cas d'une analyse de variance classique & 2 dimen-
sions. On trouve que l'on a :

Tableau 2 (modele M;)

Source de variation| Somme de carrés ddl E(carré moyen)
2
t .
Entre blocs B =— - (TC) r-1 Qy =773 b? (non aléatoire)
3Y; dy T oo
Entre traitements T = = - (TC) t-1 E(Q) =9 X—t-_—l ’ztj
Résiduelle R (par différence) (r-1)t-1) | B(Q) =¢?
.,Z-Yf- - 2 +rstt+tzb?
Totale s, =17_J - (TC) rt-1 E(Qsz) ey (UF; e, tr 2 t] z 2)
(non aléatoire sit; = 0
q.q. soit j)

Lasomme S, =T + R = S, - B n'est pas aléatoire dans l'hypothése nulle et
le hasard ne joue que sur le fractionnement de S, entre T et R.

Q

Au lieu d'étudier la distribution de =, il est donc plus simple d'étudier

Qg’

la distribution de Sl dans 1'hypotheése nulle.
1
C'est ce qu'ont fait Welch et Pitman dans des articles exposés dans Bio-
metrikaen 1937 et 1938 ; nous ne possédons pas pour l'instant ces articles mais
Kempthorne en expose les principales conclusions dans le cas particulier ol
2 e? est constant, c'est-a-dire, le cas ol les variances entre plots sont les
mémes dans tous les blocs.
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Le calcul montre que, dans 1'hypothése nulle, on a alors :

T, .1
[E"s:’]u T
1

] 21
[Var (slilm:L (t_ 1)r3

Considérons maintenant le modéle factoriel normal 4 2 dimensions :

(My) 3, = w+b, +t;+c¢, e, = N(0, o7)
Sb,=0

On admettra un tel modeéle si on considére par exemple que les blocs sont
homogénes mais que les mesures se font avec une erreur.

Le dépouillement des résultats suivant une analyse de variance & 2 dimen-

sions correspond au tableau précédent mais les espérances mathématiques des
carrés moyens sont

Tableau 3 (Modele M,)

Source de variation | Somme de carrés ddl E(carré moyen)
Entre blocs B r-1 E(Qy) =0’ +;t:-1 5 D]
. 2 Ir 2
Entre traitements T t-1 E(Q,) =o¢ +ﬁ zt
-1

N 2
Résiduelle R (r-1)(t-1) E(Q,) =0¢
Totale S, rt-1

Notons qu'avec ce modele, les 4 termes B, T, R et S, sont considérés
comme aléatoires.

Q to1
Dans l'hypot'}ll‘ése nulle t; = 0, le rapport Q—T est distribué commeF ., , et
R
le rapport :r—’f-ﬁ =-S— suit une distribution béta. (Cf. plus haut) de parametres :
g 1
Uk

P=73
t-1)(r-1

q = ( )2( )

On en déduit que toujours dans l'hypothése nulle :

T -1 1|t
[E "SZ’] DDA r [E‘sl)],,
M 1

]

T B pq 2(r-1) _ T
var (—)] = ~ = [var (—-)]
[ S, ", (p+q)*(ptq+l)  (t-1)r’ S, "

sir(t-1) >» 2
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Pitmana vérifié de plus que les moments centrés d'ordre 3 et 4 deg dans
1

l'hypothése nulle étaient voisins pour (M) et (M,).

Kempthorne a étudié ce qui se passait si les variances entre plots étaient
différentes. Sa conclusion est que le test F risque alors de sous-estimer le ni-
veaude signification, c'est-a-dire, que le risque de premiere espéce 'vrai' se-
rait plutét inférieur au risque nominal,

2/ Modele avec additivité au sens large.

Le nouveau modeéle s'obtient en ajoutant au modéle (M,;) une erreur
eLj = N(O, cE'z). Nous pouvons répéter les remarques déja faites 4 propos des plans
compleétement randomisés : si les e!.sont grands devant lese,,, on se trouve
pratiquement dans le cas du modele (M,). Dans le cas général, le nouveau mo-
dele est intermédiaire entre (M,) et (M,). Notons cependant qu'avec ce modele,
iln'est toujours pas possible de tester 1'effet bloc car les e,, n'interviennent pas
dans le carré moyen Q, alors qu'ils interviennent dans Q,.

C - Plan du type split-plot (Réf. (1), p. 370 et suite).

Les traitements sont repérés j@E=1,2,....,t)
Les sous-traitements sont repérés k(k = 1,2,....,s)
Les blocs sont repérés u(u=1,2,....,r)

Les plots a l'intérieur des
blocs sont repérés v(iv=1,2,....,t)

Les split-plots a l'intérieur
des plots sont repérés w(w=1,2,....,8)

1/ Modéle avec additivité au sens strict.

Le résultat observé pour le bloc u avec le traitement j et le sous-traite-
ment k s'écrit :
uvw uvw

- i jk
(M,) yujk—u+bu+tj+?lslllvew+sk+(ts)jk+v2w8J e'

Dans ce modele figurent les variables certaines u, b,, t;, e,,, s,, (ts);et
e! vérifiant les conditions :
w

s tj =0 s (ts)jk =04q.q. soit k
i i
b, =0 etc. z (ts);, =0 ooy
u k

e, =0qg.q. soitv

™M
®
"

o
c
<

et les variables aléatoires :

5) déja définie dans le cas de blocs randomisés complets,

5 f,tw telle que 5 jtf 1 sile traitement j et le sous-traitement k sont appli-
qués au split-plot uvw,

Le calcul des espérances mathématiques des expressions faisant interve-
nir les §j* s'effectue en utilisant lesrelations générales eten remarquant que
1'on a :
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P(m"—H8”=n=ow#w)

uvw

P(sl* =1]81" =1)= -7 (k' # k)

uvw uvw
etc.

Par exemple, on voit immédiatement que :

E(y,;,) =w +b, +t; +8, +(ts),

puisque E(si )=P(8),=1) =tl
t jk - 1
e E(8 W) P( SUVW )— ?‘g

sont constants.
Test des hypothéses nulles.
Tableau 4 (modele M;)

2
(Y, ..)
(TC) R

o
E Source de variation | Somme de carrés ddl E(carré moyen)
5 2
g 8 | Entre blocs B=i—= - (TC) r-1 Q,==tsp
:%‘ u ts 8 r-1u v
T o (non aléatoire)
g
'g B Y7, 2 rs 2
] : Entre traitements T =z_% - (TC) t-1 EQ)=0"+77 2t
8‘2 J ]
g & Y,
S ¢ | Intra-bloc IB =3—3 - B-T-(TC) | (r-1)(t-1) | E(Q,p) =0?
83 J s
' 2
- Totale entre plots sh = 2_—-82' - (TC) rt-1 E(Q) non aléatoire si

4 % t;=04q.q. soit]
[} . v’
S | Totale entre plots sp = st - (TC) rt-1 E(Qg)
] s 2
@ 2
o é Entre sous Y’ rt

o n sous- Va3 ek _ 24 It 2

4 &| traitements =g rt (TC) s-1 BQ) = + -1 z Sk
o @
2 £ | nteracti Y
s e nteraction RS L T _ _ - . r
g Sl TxT TT Jzk ot T-T'-(TC) | (t-1)(s-1) | E(Qqr) =o' (t D-1) | Z(S’C)
2%
g 5
S 8| intra-plot IP = (par différence) (r-1)t(s-1) |E(@Q,,) = o'?
bl
A3 Total
' otale entre - 2 _
] splits-plots S, ujzk Yuju = (TC) rst-1 E(Qsz)

S
2 - ze

Ceci en posant : ¢ - T 2

1 2
Pz e 3 @!
? rt(s—l) uvw € v
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La somme de carrés totale S, = z (Yoju - ¥... Y peut étre décomposée de
la mani2re habituelle enune somme de solmmes de carrés partiels. Pour plus de
clarté, nous scinderons cette décomposition en deux parties : ( voir tableau4).

La somme Si =T +1IB = SZ - B n'est pas aléatoire sit; = 0 quel que soit j
et le hasard ne joue alors que sur le fractionnement de cette somme entre T et
IB.

La somme S, =T'+ TI'+IP =8§,- SZ n'est pas aléatoire si :

s, = 0 quel que soit k
(ts);, = 0 quels que soient j et k
et le hasard ne joue alors que sur le fractionnement de cette somme entre T',
TT' et IP.
Le dépouillement des résultats suivant le modele hiérarchique mixte clas-
sique :

(MO) Yujk =u+ bu + tJ + nuj + sk + (ts)ik +Eujk

dans lequel wu, b,, t;, s, (ts);, sont définis comme plus haut alors que Nj eteujk
sont des variables aléatoires normales indépendantes supposées tirées de popu-
lations infinies avec :

= = 2
E(“u;) 0 var(nuj) o,

- _ 2
E(eujk) =0 var(e;;,) =0
conduit & la méme décomposition de la somme des carrés totale et des degrés de
liberté mais avec les espérances mathématiques :

_ 2, St
E(QB)_a§+scp+r_1 3 b2

= g2 2, St 2
E(Q) =o¢ tso+17 JZ t]

E(Qla) =o?2 + s cri

E,.) =

1

Q
mN
+

E(QTT') =0} +(t-_1)r(S-:T.) Jzk (tS)?k

E@,,) = o’

Dans ce modele (M,), on teste l'effet T par rapport & Q et les effets T' et
TT' par rapport 4 Q,; en utilisant le test F. On peut également tester l'effet B
Qs Qs
le Q 1 P.

de tels test sont-ils encore possibles dans le modele de randomisation ?

ou tester l'hypothése oi = 0 en formant Dans quelle mesure

en formant

Tout d'abord, comme le fait remarquer Kempthorne, il n'y a aucune raison
pour que l'on ait 02> o'?car les variations entre e!  ne s'introduisent pas dans
les variations entre e,, ; il n'est donc pas question de comparer Q ;& Q. Les
seuls tests que l'on peut envisager sont les suivants :
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Q.
QIB
T

2/ Nullité en moyenne de l'effet T' en formant ——

Qe

3/ Nullité de l'interaction T x T', c'est-a-dire nullité au sens strict, des

1/ Nullité en moyenne de l'effet T en formant

Qs
effets T et T'' si 1/ et 2/ sont vérifiés en formant — 1
1P

La décomposition de la somme de carrés entre plots exposée plus haut
(décomposition I) est exactement celle des blocs randomisés complets que nous

avons étudiée plus haut. L'étude effectuée dans ce cas restant donc valable, nous

admettrons qu'on peut, dans 1'hypothése nulle, approcher la loi de & par une

QIB
Qrr

Le probleme de la validité de 1'approximation des lois de&: et —— par des
1P 1P

lois de F ne semble pas avoir été traité mais il parait tres voisin du précédent ; il
T et T suivent a peu pres des

T+TT'HHP = T+TT'+HIP

distributions bétas ce qui, toujours par analogie avec le cas précédent, semble

assez naturel, si on prend comme hypothése nulle s, = 0 et (ts);, = 0. En est-il

de méme quand on suppose, par exemple s, # 0 et qu'on veut tester (ts);, =0 ?

loi A= F avec (r-1) et (r-1)(t-1) degrés de liberté si r(t-1) > 2,

faudrait montrer que les lois de

2/ Modeles avec additivité au sens large.

On obtient un tel modeéle en ajoutant une erreur ej;, aumodele(M,).
el = N(O, oE'z). Silese!, sontgrandsdevantles e/, on voit immédiatement qu'il
suffit de remplacer dans les tableaux précédents o" par o/’ et l'analyse de va-
riance au niveau inférieur (c'est-a-dire, tout le test résultant de la décomposi-
tionII) se feracomme dans le cas du modéle M,. On pourrait imaginer qu'il y ait
enplus une autre erreur aléatoire “J,' liée a un plot donné et due, par exemple ,
a des variations aléatoires dans les applications des traitements aux plots, ces
variations pouvant étre considérées comme tirées au hasard dans une population
normale infinie,

Siles n' sont grandsdevant les e, , on se raméne pratiquement au modele
M,. On congo{t donc bien que les modeles de randomisation avec additivité au
sens large sont intermédiaires entre les modéles M, et M;.

Etant donné que les modéles de randomisation au sens large semblent 2
prioriles plus aptes a représenter convenablement la réalité, on peut penser le
test des effets T, T' et T x T' peut-étre effectué convenablement de la fagon ha-
bituelle. Nous serons, par contre, plus réservé en ce qui concerne le test de
l'effet "'bloc' ou la comparaison de Q,; & Q,, qui ne sont justifiés que dans le cas
du modele M, ; ces tests n'ont d'ailleurs, en général, qu'un intérét pratique
réduit.

D - Carrés latins. Réf. (1) p. 189
Réf. (2) p. 962

Les traitements sont repérés joji=(@,2,..... , t)
Les lignes sont repérées u u=(1,2,..... , t)
Les colonnes sont repérées v v=(1,2,..... , 1)

Un plot est donc repéré uv.

La somme des résultats observés pour le traitement j peut s'écrire dans
le modele d'additivité au sens strict :
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(Ml) Tj=u+1u+cv+tj+uzvsiv €,y

W, 1, ¢, t;ete, étant des variables certaines vérifiant les conditions
:1=0

cM

€

uv

0 quel que soit u

z e, =0 quel que soit v etc,

Les & iv sont, comme plus haut, des variables aléatoires dont on connait
les lois de probabilité :

: 1
J = = -
P(s] =1) =3
P(sl, =18}, =1)=0 u' fu
P(si,=1]8) =1)=0 vi#v
etc.

Test de 1'hypothése nulle t; = 0.

La somme de carrés centrée entre observations peut étre décomposée en
une somme de 4 termes comme lorsqu'on utilise le modéle normal :

(MO) Yovj =u+lu+cu+tj+equ

€

N(0,0%) I1,=0 etc.

uv j

Mais avec le modeéle (M,), on trouve pour espérances mathématiques des
carrés moyens :

Tableau 5
Somme de Degrés de
iati é s
Source de variation carrés libe rté E(carrés moyens)
t
. - = — z .
Entre lignes L t-1 Q, 1. 1, (non aléatoire)
Entre colonnes C t-1 Q. =—ti—i—1 3 c? (non aléatoire)
i t T t-1 BQ) === 3 t’ +—1—3 ¢2
Entre traitements (Q 17 Ut & O
1
Résiduelle R (t-1)(t-2) E(Qp) ") z el
Totale S, t?-1 E(Q, ) (non aléatoire si
2 t;=0 q.q. soit j)
1

2= 3 e
(Nous poserons ¢ 17 = e,)
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alors qu'avec le modele (M), les espérances mathématiques des carrés moyens
sont :

t
EQ) =47 Il;+0%

E(Q,) =——3 ¢? + o2

o TReT vy T %

__t 2 2

EQ) =7 7t + ok
2
E(Qg) = 9k

Q
Pour justifier 1'assimilation du rapport—Té une distribution de F dans

Qr
1'hypothése nulle pour le modéle M,;, on est conduit, comme dans le cas précé-
dent, a comparer a une distribution béta la distribution du rapport :

U = = -%— avec S, =S, - L - C constant dans 1'hypothése nulle.
1

On montre facilement que E(U) = mais 1'étude de var (U) est beaucoup

L
t-1’
plus difficile.

Le probléme a été étudié pour t= 5 et t = 6 par Welch qui a trouvé que cette
variance dépendait notamment du groupe de carrés latins dont le carré latinuti-
lisé provient (pourt 24, on peut distinguer des groupes de transformation dans
l'ensemble des carrés latins possibles).

Dansun cas particulier Welch a trouvé en utilisant des données artificiel-
lement construites que la proportion de valeurs de U dépassant la valeur cor-
respondant & FO'05 variait entre 2,7 4 6, 2%.

L 'opinion de Kempthorne peut se résumer ainsi :

- pourt > 7, l'utilisationdutest F semble devoir étre assez satisfaisante,

- pour t =6 out =5, on ne peut rien dire de bien net. (C'est le probleme
qu'a étudié Welch ; nous n'avons pas actuellement les articles en ques-
tion) ;

- pourt < 4, ilyaintérét a recourir a des tests non paramétriques directs
du genre de ceux envisagés au paragraphe III.

Par exemple, on peut se baser sur le fait que la somme T + R est constante
pour étudier dans 1'hypothése nulle la distribution des divers—Q—; possibles et lui
comparerle—T observé, Kempthorne arrive d'ailleurs & la conclusion qu'un uni-

R

que carré randomisé 3-x 3 est sans valeur et qu'il faut des répétitions.

Quandily aune erreur de mesure (additivité au sens large), on peut penser
comme plus haut qu'on doit se rapprocher du modeéle (M,) et que le test F est
alors mieux justifié.

V - CONCLUSION -
L'utilisation dutest F pour le dépouillement de plans d'essais faisant inter-
venir des processus de randomisation semble se justifier assez bien dans les

cas suivants :
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Type de plan Tests
(A) Plans completement

randomisés Effet traitement T
(B) Blocs randomisés

complets Effet traitement T
(C) Split-plot Effet traitement T

" sous-traitement T'

" interaction TT'

(D) Carré latin Effet traitement T

Conditions

r grand

r(t-1) >» 2
r(t-1) > 2

t>7

\'2

Par contre, certains tests, tels que celui de l'effet bloc dans le plan (B)
oll la comparaison des 2 résiduelles dans le plan (C) ne se justifient pas dans la
théorie de la randomisation. Ces tests n'ont d'ailleurs pas, en général, d'inté-

rét pratique.

Par ailleurs, on peut penser que l'approximation par le test F doit étre
encore meilleure quand il y a une erreur de mesure normale (additivité au sens

large).

Les conclusions concernant les carrés latins semblent peu nettes et le pro-

bléme mériterait d'étre étudié de plus pres.
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