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ANALYSE FACTORIELLE DES SABLES DE MOULAGE

par
J. TORRENS - IBERN
Ingénieur a |'Entreprise “*Suner, S. A.” de Sabadell (Barcelona)
Professeur de Statistique a I'Ecole d'Ingénieurs Industriels de Barcelone

Apres avoir fait ses preuves dans les études psychologiques,
1'dnalyse Factorielle est de plus en plus employée dans l'étudede
problémes trés variés ou interviennent de nombreuses variables;c’est
le casdans 1l'industrie oit de nombreux produiis-sont-utilisés a cause
des propriétés multiples dont ils jouissent; l'Analyse Factorielle
est donc tres appropriée a leur étude.

L'étude qui suit est une application des techniquesde l'4na-
lyse Factorielle a un probléeme industriel particulierement intéres-
sant, compte tenu de l'importance de la fonderie dans l'industrie
métallursique et mécanique. Les résultats en sont donnés apres un
exposé des principes essentiels des méthodes.

Cette étude a été présentée dans la séance inaugurale du Sé-
minaire de Statistique Appliquée de l'Ecole d'Ingénieurs Industriels
et de l'Institut d'Economie de l'Entreprise de Barcelone, sous la pré-
sidence du sous-directeur et chef des études de l'Ecole, M. FREIX4,
devant un public treés intéressé.

LES SABLES DE MOULAGE; LEURS PROPRIETES ET LEUR CONTROLE -

La qualité et-1'aspect des piéces coulées dépendent dans une large mesure
des sables de moulage employés. Ceux-ci sont essentiellement composés de pe-
tits grains de quartz, de 0,2'a4 0,3 mm de grosseur, et d'argile, de 0,1 mm.
Les premiers sont recouverts par une couche argileuse qui leur donne cohésion;
l'argile gonfle par suite de 1'humidité, de fagon que le mélange devienne plus ou
moins plastique.

Les propriétés fondamentales des sables de moulage sont trés variées :
plasticité, consistance, perméabilité aux gaz, réfractibilité, etc... Ces proprié-
tés sontle résultat de 1'opération appelée préparation du sable, laquelle a lieu
dans des machines adéquates produisant son parfait mélange, son malaxage ou
pétrissage et son aération par centrifugation. Le mélange doit étre spongieux et
homogeéne, libre de matiéres étranges, notamment du calcium.
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Pour l'achat et le mélange des sables destinés au moulage 1'on s'appuyait
jadis sur les appréciations empiriques des contremaltres fondeurs et mouleurs,
lesquels se rendaient compte des propriétés du sable en en prenant une poignée
et la serrant entre leurs doigts. A présent la décision est prise a la suite du con-
tr6le réalisé au laboratoire des principales caractéristiques physiques : perméa-
bilité aux gaz, résistance ala compressionetau cisaillement, proportiond'agglo-
mérant, résistanceaufeu, teneur en eau, grosseur du grain, degré de serrage,
etc...

Une partie de ces propriétés n'a besoin d'étre contré6lée qu'aumomentde
1'achat du sable, pour se rendre compte immédiatement de ses qualités intrin-
séques (granulométrie) tandis qu'il y a intérét & déterminer les autres caracté-
ristiques journellement apreés la préparation du sable et avant son emploi au
moulage. Celles-ci sont principalement : la teneur en eau, le degré de serrage
admis, la perméabilité aux gaz et la résistance & la compression et au cisaille-
ment. Périodiquement, une ou plusieurs fois par jour, on prend des échantillons
du sable préparé et onmesure ces caractéristiques al'aided 'appareils appropriés.

I - ETUDE STATISTIQUE DES CARACTERISTIQUES PHYSIQUES DES SABLES
DE MOULAGE -

En partant des expériences du contréle journalier des sables de moulage
réalisées normalement dans une fonderie mixte, d'acier et de fonte, nous avons
recueilli 749 résultats parmi lesquels 364 appartenaient & des sables destinés au
moulagedel'acier et385 4 des sables pour le moulage de la fonte. Les différences
constatées entre les sables destinés & chaque alliage sont dues a la différence
de composition des deux mélanges, de fagon qu'ils ne pourraient pas étre con-
sidérés comme des échantillons appartenant & une méme population statistique,
meéme siles moyennes de certaines caractéristiques physiques des deux sables
pouvaient n'étre pas significativement différentes.

La totalité des expériences peut eétre résumée selon le tableau I.

Tableau I
Sables pour le moula- | Sables pour le moula-
s
Propriétés physiques ge de l'acier ge de la fonte
my c my o

Résmtalzlce au cisaillement 208, 54 28,97 215,81 32,38
(Kg/cm?)
RéSLStarzlce a la compression 898, 90 132, 58 933, 34 153, 84
(Kg/cm?)
Teneur en eau (%) 8, 82 0,654 7,50 0, 806
Perméabilité aux gaz 42,80 12,72 40,77 19, 38
Degré de serrage (%) 46, 52 1,98 49, 38 3,08

Avant de calculer les corrélations entre ces variables, nous avons tracé
des histogrammes correspondants afin d'avoir une idée de leurs distributions
sans besoin de longs calculs (Fig.1 & 5). A la vue de ces histogrammes on peut
admettre que les distributions considérées sont, engénéral, unimodales et qu'elles
appartiennent & des populations sensiblement normales. Cependant, certaines
caractéristiques sont assez éloignées de cette propriété, sans doute en raison
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du manque d'homogénéité des sables acquis oubien des insuffisances du mélange
ou de la préparation. Cela se produit tout spécialement en ce qui concerne la
perméabilité aux gaz, surtout dans les sables pour la fonte, dans lesquels on
trouve deux modes, l'un pour les valeurs comprises entre 25,125 et 35,125 et
l'autre pour les valeurs comprises entre 75,125 et 85,125 . Le degré de serrage,
parcontre, se trouve distribué enun nombre trés réduitdes classes, lesquelles,
correspondent aux mesures directement fournies par l'appareil ne peuvent pas
étre sous-divisées; ainsi, cette caractéristique doit etre considérée comme peu
précise pour notre propos, qui n'était autre que 1'étude des rapports statistiques
entre les diverses épreuves de contréle des sables de moulage.

Nous avons calculé ensuite les corrélations mutuelles qui lient ces carac-
téristiques physiques des sables. Certaines, parmi elles, sont trés élevées,
comme l'on pouvait déja prévoir, les essais de résistance au cisaillement et &
la compression, notamment. Le tableau II donne des coefficients d'intercorré-
lation des propriétés physiques controlées pour les sables destinés au moulage
de l'acier.

Tableau II

Sables pour le moulage de 1l'acier

Corrélations Rés. comp.|Humidité Perméab. Serrage
Résistance cisaillement 0,777 -0,442 -0,332 0, 000
Résistance compression -0,457 -0,297 0, 093
Humidité 0,629 0, 081
Perméabilité aux gaz 0,019

I1 faut remarquer que d'aprés les études faites par plusieurs expérimen-
tateurs la liaison stochastique entre la teneur en eau (humidité) et la résistance
a la compression n'est pas linéaire; la courbe de regression est d'abord ascen-
dante et descend ensuite, présentant un maximum pour un certain degré d'hu-
midité (Fig. 6)(1). Les chiffres antérieurs, cependant, correspondent & un in-
tervalle des valeurs de la teneur en eau pour lesquelles la résistance a la com-
pression décroit lorsque 1'humidité augmente, ce qui est confirmé par le signe
du coefficient de corrélation.

Par contre, notre étude est en contrediction avec le graphique de la figure
6, en ce qui concerne la diminution de la perméabilité lorsque la teneur en eau
crolt, puisque nous avons trouvé une corrélation assez élevée et positive entre
ces deux variables. Entre le degré de serrage et toutes les autres variables la
corrélation est trés petite ; elle peut étre considérée comme nulle, compte te-
mu des fluctuations d'échantillonnage.

L'étude relative aux sables de moulage destinés a la fonte a permis de
dresser le tableau IIf des coefficients de corrélation.

(1) "La préparation des sables de moulage". Supplément au n’76 (Avril-Mai 1956) du "Journal
d'Information techniques des Industries de la Fonderie".
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Tableau III

Sables pour le moulage de la fonte

Corrélations Rés. comp. [Humidité |[Perméab. |Serrage
Résistance au cisaillement 0,817 0,301 -0, 057 0,130
Résistance & la compression 0,206 0,137 -0, 088
Humidité -0, 257 -0,116
Perméabilité aux gaz -0,111

Le manque d'homogénéité décelé au moyen de l'histogramme de lafigure
4 dans les sables de moulage pour la fonte, objet de cette étude, recommande de
séparer pour une analyse plus précise de ces sables, les observations dans les-
quelles les chiffres dela perméabilité sont supérieurs a 65, 125. Une fois élimi-
nées ces données le nombre des observations se réduit & 335, mais l'ensemble
est plus homogéne. Dans les figures 1 & 4 (moitié gauche) sont représentés ces
effectifs plus réduits au moyen des lignes a trait continu, celles & trait inter-
rompu étant la représentation des effectifs complets; les tableaux I et III subis-
sent alors les modifications que voici (Tableau IV) :

Tableau IV

Sables pour le moulage de la fonte

Propriétés physiques m, o ;?;;22?;2.
Résistance cisaillement 217,85 33,75 0, 087
Résistance compression 932, 58 198, 00 0,129
Teneur en eau 7,61 0,79 0, 049
Permeéabilité aux gaz 34, 54 7,92 |  -----

Cette fois nous n'avons pas calculé les valeurs relatives au degré de ser-
rage acause de leur signification si réduite, ce qui est évident si 1'on remarque
la petite dispersion de leurs valeurs et les corrélations presque nulles qui les
lient avec toutes les autres propriétés physiques.

L'ensemble des coefficients de corrélation totaux pour les sables de mou-
lage de la fonte est donc moins instructif, du point de vue statistique, que celui
des sables de moulage pour l'acier, puisqu'ily a beaucoup de coefficients de cor-
rélationquine sont pas significativement différents de 0. L'étude factorielle que
nous entreprendrons seralimitée, par conséquent, aux sables de moulage desti-
nés aux pieces d'acier.

2 - ANALYSE FACTORIELLE : ORIGINE ET IDEES GENERALES -

En quoi consiste 1l'analyse factorielle? Pour en comprendre mieux l'es-
sence, il sera bon d'en exposer 1'origine. '

Si nous laissons de co6té certains essais possibles non systématiques de
description factorielle entrepris par plusieurs statisticiens, la vraie paternité de
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ces méthodes doit etre attribuée & SPEARMAN, psychologue anglais du début de
cesiecle(l). Se rendant compte de la corrélation positive élevée existante entre
les résultats des tests psychologiques et psychotechniques appliqués dans les
épreuves d'orientation professionnelle, il a établi la théoriedel'existenced'un
certain facteur qui serait la cause de ces corrélations. Ce facteur, appelé par
SPEARMAN facteur général, serait variable d'un individu & un autre et caracté-
ristique de chacun. L'analyse factoriellea comme objet son estimation au moyen
des corrélations constatées entre les résultats des tests.

Voyons d'abord un peu comment se présente le probléme du point de vue
du psychotechnicien. D ans 1'étude des individus par rapport a leurs activités pro-
fessionnelles, il semble que le succes ou l'échec de celles-ci puissent provenir
de la possession ounonde certaines qualités. Lorsqu'onsoumetles candidats & un
poste a des tests psychotechniques, ce qui nous intéresse réellement ce n'est
pas de connaltre les points obtenus dans les tests, mais de connaltre ce que la
réalisation des tests signifie par rapport aux individus examinés et au métier
choisi. D'une part chaque test ne donne pas la mesure juste d'une aptitude pro-
fessionnelle a son état pur; d'autre part nous ne connaissons pas exactement les
aptitudes propres & chaque métier. Untest, enoutre, s'il estbon pour détecter une
certaine aptitude, étendra aussi son pouvoir de détectionsurune surface plus ou
moins grande correspondant & des aptitudes voisines;il ne sera donc pas éton-
nant qu'il existe des corrélations élevées entre des tests s'adressant a des
aptitudes voisines. Cette double imprécision de la signification de chaque
test et des aptitudes reconnues nécessaires pour exercer efficacementunmé-
tier, permet de comprendre que l'on puisse attribuer & certains facteurs in-
dividuels ce qui produit la coincidence des deux schémas. Il n'est pas néces-
saire, d'ailleurs, queces facteurs aient un vrai caractere objectif; SPEARMAN,
par exemple, essayaitde définir son facteur g d'une batterie de tests d'une fagon
purement mathématique afin que 1'on ne soit pas tenté de l'identifier a 1'intelli-
gence. Mais, il n'y a pas de doute que les cas les plus intéressants, au point de
vue des applications pratiques industrielles, seront ceux dans lesquels les fac-
teurs auront une interprétation physique ou, tout au moins objective.

3 - LES PROBLEMES DE L'ANALYSE FACTORIELLE; LEUR FORMULATION
MATHEMATIQUE -

Le probleme qu'il s'agit de résoudre peut étre formulé schématiquement
comme une tentative de décomposition etde transformation d'ungroupe de varia-
bles enunautre groupe plus réduit, dont la réalité physique peut étre moins bien
définie mais qui, enrevanche, a une signification transcendante supérieure. Dans
sa forme la plus générale on peut proposer le systéme d'équations suivant :

X; = (pj(fi,fz,...,fm,uj) (3. 1)

dans lequelx; est une des variables mesurées expérimentalement etf, f,,. .
f., u;, les facteurs que l'on considére comme agissant dans la réalisation du
phénomene étudié, bienque, engénéral, ils ne puissent étre calculés ni mesurés
directement. La forme la plus simple que 1'on peut attribuer aux équations du
systéme précédent est la forme linéaire, c'est-a-dire que :

X, = a,
J

: f, + ::’tjzf2 + ... +ta; f o+ a5u; (3.2)

1 m J

(1) SPEARMAN (C.) "General Intelligence objectively determined and measured". "Amer.
Journ. of Psychology', 1904, v.15, p.201-293.
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Du point de vue de la théorie mathématique, cette limitation & la linéarité
peut paraltre tres restrictive, mais dans la pratique elle ne 1'est vraiment pas,
puisque la majorité des phénomenes peuvent étre étudiés, au moins en premiere
approximation, comme résultantd' une liaisonlinéairede facteurs hypothétiques,
ce qui facilite considérablement les calculs, sans rien oter & l'analyse de son
intéret pratique.

Si les variables x; et les facteurs f; sont centrés et réduits (c'est-a-dire
ont une moyenne nulle et un écart type unité), la valeur moyenne du carré des
variables x sera:

1 = cfj = ajzl + a?z + ...+ ajzm + aJ? + 2(aj1aj2rf1f2 to..ta,a; T u

(3.3)
Dans le cas ou tous les facteurs seraient orthogonaux (sans corrélation entre
eux) la parenthése s'annule et ilreste seule la somme des carrés des coefficients
aj;, a;. Le dernier carré, a%, constitue l'unicité et la somme de tous les au-
tres la communauté de chacune des variables expérimentales :

i)

J

h? = a2, + a2, + ... + a
J j1 j2 aJm

(3.4.)
Leproduit de chacune des équations antérieures par les facteurs hypothé-
tiques considérés donne un autre systéme d'équations, duquel on calcule aussi
les valeurs moyennes :
rxj fi = ajl rflfi + ajz I‘fzfi + ... + aji+ e ey + ajmrfmfi (3.5)
Cette équation se réduit a :
T = a., (3.5")

xjfi ji

lorsque les facteurs sont orthogonaux.

Si maintenant nous calculons les valeurs moyennes des produits des équa-
tions du systéme, prises deux par deux, nous aurons :

1 -
ik =apag T apa, t... Fapan T (aa0F a380 )ry

+ ;
+aj akrfﬁ&" Qkn @] rfm“j ta a,r,

oL+
2
e

(3.6)
j
Dans chacune de ces équations les termes affectés par un coefficient de

corrélation peuvent aussi étre nuls, si les facteurs correspondants sont consi-
dérés comme sans corrélation. Alors :

r'jk = ajlakl + ajz ayo + ... + ajmakm (3.7)

L'on peut comparer les coefficients de corrélation théoriques r';, obtenus
aumoyen de ces équations et les coefficients expérimentaux r;, déterminés an-
térieurement. Par différence on trouve les corrélations résiduelles :

T T The T T (3.8)

L'analysefactorielled'un ensemble de variables peut étre envisagée aussi
comme une décomposition et transformation vectorielle dans un espace multi-
dimensionnel. La représentation des variables expérimentales étant faite dans
cet espace, avec autant de dimensions que de variables, l'on passe a un autre
espace, d'unplus petitnombrede dimensions, en projetant les points du premier
dans le second. Le premier espace est celui des variables ou tests, tandis que
le second est l'espace factoriel. Pour faciliter la compréhension de cette fagon
de procéder nous supposerons que l'ensemble des variables considérées peut étre
résumé enunseulfacteur commun et un facteur spécifique pour chaque variable,
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tous sans corrélation mutuelle. A chaque variable correspondra un plan, déter-
miné par l'axe du facteur commun f, (Fig.7) et l'axe du facteur spécifique u; .
L'ensemble des variables sera constitué par tous ces plans, qui ont un axe com-
mun, mais qui sont orthogonaux parce que les axes des facteurs spécifiques sont
perpendiculaires entre eux. Lafigure7 représente deux variables qui ont un fac-
teur commun; elles se décomposent en deux facteurs, f, et u;, perpendiculaires
entre eux et avec tous les autres.

Onpourra encore représenter dans notre espace normal & trois dimensions,
le cas d'une variable qui se décompose en deux facteurs communs et un facteur
spécifique (Fig.8), mais chaque variable occuperait tout l'espace. Le planf,f,
seraitcommun a toutes les variables et les troisiémes axes, correspondants aux
facteurs spécifiques, seraient orthogonaux entre eux et sortiraient de 1'espace
représenté dans la figure pour toutes les variables autres que x;.

Le mé&me probleme de 1'analyse factorielle peut &tre considéré d'un autre
point de vue mathématique, tout aussi intéressant: celui de 1'algébre matricielle.

Au moyen de cette notation le systéme d'équations (3.7) s'exprime : (3,9)

2 1 1 1

ht 5 riy ...T§ a, &, ...35, a;, 8y ...3y
1 2 1 1

r), h Ly ...T3, a, 35, <. .8, 212 8y ...3p

A= = X

2

r, r, rh ...hy 8 8y ... 85 ayn  8n - .- 3nm

Considérons, d'autre part, la matricedel'ensemble de toutes les variables :

X1 X - Xy X1 ¥1 ...Xnt

> SV SRERE Xyp Xy oo X
Fesll = et sa transposée || || = |

Xn1 Xp2 o oo X\ XN XoN -« « XpN

Multiplions ces deux matrices entre elles et divisons le produit par N :

1 L, ...5,

N woL
ij

TELEEES

- “r”“ (3. 10)

On démontre que les coordonnées de n points contenus dans un espace li-
néaiream dimensions (autrement dit, lorsque les vecteurs de ces n points peu-
vent étre décrits analytiquement en fonction linéaire de m vecteurs paralleles
aux axes de l'espace considéré) constituent une matrice de rang m(1) et que son
rang reste le méme quand elle est multipliée par sa matrice transposée.

Si 1'on compare les matrices des corrélations expérimentales rjx avec
cellesdes corrélations que nous avons appelées théoriques r';,, , on voit que les
valeurs expérimentales x, peuvent s'exprimer en fonction linéaire de m + n
facteurs, tandis que les valeurs théoriques x'; que l'on obtiendrait & partir des
corrélations r'jk s'expriment enfonctionlinéaire de m facteurs seulement. Ainsi,

(1) Une matrice est appelée de rang m lorsque tous les mineurs d'ordre m + 1 sont nuls, mais
pas ceux d'ordre m.
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les matrices |[x iJ.Il et || r.j|| sont non singuliéres c'est-a-dire différentes
de 0, et les matrices llx:Jll et || xyl| sont de rang m, c'est-a-dire que
dans celles-ci tous les mineurs d'ordre m + 1 sont nuls.

Ces considérations permettentde comprendre commentl'on peut déterminer
le nombre des facteurs communs d'un groupe quelconque de variables données .
Il suffit, tout au moins en théorie, de construire la matrice des corrélations
théoriques, sans oublier les communautés correspondantes dans la diagonale
principale, etd'étudier quel est son rang; le nombre des facteurs communs est,
en effet, égal au chiffre de ce rang. Pratiquement, & la place de la matrice des
corrélations théoriques on prend la matrice des corrélations expérimentales et
1'on détermine les communautés de fagcon que le rang de la matrice résultante
soit minimum.

4 - DIVERSES METHODES D'ANALYSE FACTORIELLE : THEORIE DES DEUX
FACTEURS; ANALYSE BIFACTORIELLE; ANALYSE MULTIFACTORIELLE;
COMPOSANTES PRINCIPALES -

Le nombre de facteurs communs nécessaires et suffisants pour décrire un
ensemble de variables donné est donc égal au rangdela matricedes coefficients
de corrélation expérimentaux, complétée avec les communautés dans la diagona-
le principale.

SPEARMAN dans l'application de 1'analyse factorielle & 1'expérimentation
psychotechnique suppose que tous les tests que 1'on peut faire subir & un groupe
d'individus définissent un seul facteur général g, commun atous les tests, et un
facteur spécifique propre a chaque test. Dans ces conditions lamatricedes cor-
rélations serait de rang 1, c'est-a-dire que si les tests sont placés dansun cer-
tain ordre (ordre hiérarchique) les lignes et les colonnes de la matrice suivent,
a peu pres, une loi de proportionnalité. En choisissant tous les mineurs possi-
bles d'ordre 2 et en les annulant, nous aurons :

T2 Ty
T3 Ty
SPEARMAN exprime cette propriété de ces matrices endisantque les dif-
férences tétrades s'annulent. Le mé&me théorédme permet d'écrire la suite sui-
vante d'égalités ol chaque membre est une expression différente et équivalente
de la méme communauté.

=0 ou bien ry,ryy - Iy T3 = Oete. (4.1)

ryy T r, r Ty T
p? -Zefu _Tete o oFufe ooy (4.2)
T3 Ty Tik

I1 y a donc plusieurs méthodes pour vérifier si dans la réalisation d'un
phénomene agit un seul facteur commun :

- Etudier la matrice des corrélations pour constater si les coefficients
sont ordonnés hiérarchiquement;

- Déterminer toutes les différences tétrades et étudier leur distribution,
notamment au point de vue de sa normalité;

- Estimer les communautés au moyen de toutes les expressions possibles
et tester leur égalité.

Dans tous les cas si 1'existence d'un seul facteur commun est démontrée,
les coefficients de regression des facteurs ou saturations sont égauxaux com-
munautés correspondantes.

a? =n? = 2Tk g |TijTic (4.3)
' ' D T
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Bientot il est apparu que l'application simple de la théorie et la méthode
d'analyse développée par SPEARMAN ne permettait pas d'expliquer compléte-
ment beaucoup de phénomeénes. En psychotechnique, spécialement, ily a des
tests assez proches, par exemple ceux qui sont basés sur les diverses mani-
festations de la mémoire, dont la parenté est trés grande; dans le groupe for-
mé par ces tests il apparait un facteur, appelé facteur de groupe qui ne se ma-
nifeste pas avec les autres tests, et qu'il ne faut pas confondre avec le facteur
général, commun a tous.

Si dans 1'étude d'un phénomene il ressort qu'un seul facteur commun est
suffisant pour l'expliquer, les coefficients de corrélation expérimentaux peuvent
étre reconstitués avec une approximation plus ou moins grande au moyen des for-
mules suivantes :

! =
ik 350+ Bk = Ty (4.4)

Par contre s'il existe des facteurs de groupe cette égalité ne sera valable

que pour les couples des tests ou variables n'appartenant pas au méme groupe.
Si 1'on calcule alors

i‘jk = T, T8, .3, (4.5)
les différences ne seront pas toutes nulles (Fig.9).

Test Facteurs |

G B E Tests | 1 2 3 : 4 5 6 7
1 x  x 1 >N 1§, 1, i 0 0 0 0
2 x x 2 ~ - T } o o o 0
3 x  x 3 So o0 0 0 0

T Tt S e & T ]
4 x x 4 E\\ Ls Ty r,
5 x x 5 l N Lo Iy
6 X X 6 = > e - Ig,
7 X X 7 : Ne
Fig.9

Pour résoudre le probléme quise présente dans cescas, on élimine d'abord
lefacteur commun, eton étudie ensuite séparément chaque groupe pour détermi-
ner les facteurs de groupe existants.

La vraie généralisationdes méthodes d'analysefactorielle a été entreprise
par THURSTONE sous le nom d'analyse multifactorielle. Dans cette méthode on
ne limite pas & priori le nombre des facteurs mais cette limitation découle des
calculs. Il n'est plus possible, naturellement, de procéder de la fagon exposée
jusqu'ici; la méthode qu'il faut suivre est tout-a-faitdifférente et basée sur les
considérations géométriques suivantes.

La représentationde toutes les variables dans l'espace des facteurs com-
muns, & mdimensions, donnera une nébuleusede points plus ou moins concentrés
autour de leur centre de gravité ou centroide. Il est logique de choisir comme
axe du plus important des facteurs celuiqui passe par ce centroide. Dans 1'espace
des facteurs communs les coordonnées du centre de gravité de tous ‘les points
s'exprimeront :

Sl
M
[«4]

jt
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et seront toutes nulles, excepté pour le premier axe; la premiére coor-
donnée exprime, en plus, la distance du centre de gravité al'origine. Ondémon-
tre qu'elle vaut :

R Tk
a, = (4. 6)
J \ /?)E I}k
En retranchant des corrélations expérimentales, les corrélations théori-
ques dues a ce premier facteur, il restera :

1Tjk = Tjk = @j18k = apake + 3383 *o..+ ajn 3kn (4.7)

ou corrélations résiduelles dans un espace & m - 1 dimensions ou facteurs com-
muns. Le centre de gravité des points représentatifs des variables se trouve
maintenant a1'origine des coordonnées; pour pouvoir appliquer a nouveau la meé-
me méthode il faut séparer le centre de gravité de l'origine des coordonnées.
Cela est obtenu au moyen d'une rotation de 180° d'une partie des variables, en
les changeant de signe (de préférence on choisit celles qui donnent des coeffi-
cients négatifs dans la matrice des corrélations résiduelles) et en prenant note
des changements pour pouvoir les corriger a la fin. Au moyen d'unée méthode et
de formules pareilles acelles employées pour la détermination du premier fac-
teur, on calcule les coefficients a;, et on sépare des premiéres corrélations
résiduelles, les produits (a;, a,, ) équivalents aux corrélations théoriques dues
au deuxiéme facteur. Alors, il reste :

2Tk 1Tjk ~ 8528, ~ 838,53 * ... + 3,3, (4.8)
Cette méthode est continuée jusqu'a ce que 1'on trouve des coefficients de

corrélations résiduelles qui ne soient pas significativement différents de O.

I1faut remarquer que les matrices des corrélations doivent étre complétes,
c'est-a-dire, telles que dans la diagonale principale toutes les valeurs 1 aient
été remplacées par des estimations des communautés. La répétition du calcul
avec les valeurs trouvées pour les communautés permet de trouver, de proche
en proche, des solutions de plus en plus précises et exactes.

HOTELLING a cherché la solution du probleme de 1'analyse factorielle
suivantune conception géométrique aussi, mais tres différentede la précédente.
Ilpartdel'idée quela représentation des variables dans un systéme d'axes coor-
donnés multidimensionnaux donne des nébuleuses de points dontla forme estcelle
d'ellipsoides. Les axes de ces ellipsoides sont donc choisis comme axes des
facteurs, sous la dénomination de composantes principales, en commengant par
les plus importants et considérant comme nuls les derniers. Les unités de la
diagonale principale dela matrice des corrélations peuvent étre remplacées par
des estimations des communautés, ce qui réduit le nombre des axes de 1'ellip-
soide ayant une importance géométrique réelle.

La méthode géométrique de détermination des axes d'un ellipsoide, pos-
sible lorsque celui-ci a trois dimensions, devient bient6t trés compliquée quand
le nombre des dimensions augmente. Dans la résolution pratique de ce probléme
1'on emploie une méthode itérative due 8 HOTELLING, laquellea l'avantage d'étre
d'une routine simple, encore que la théorie ne le soit pas.

Dans notre exposé nous nous limiterons a expliquer la méthode du point de
vue pratique, parceque le développement des considérations théoriques sur les-
quelles la méthode est basée, nous entraineraient trop loin. Comme toujours,
nous partons du systéme des équations (3.2) de décomposition de la variable en
facteurs communs, mais sans facteurs spécifiques :

x, =a;fy +af, +... +a,f, (4.9)
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La communauté concernant la variable x sera :
2 - 2 2 2 2
hj =a% +aj, +aj; +... +aj (4. 10)
et la contribution totale du facteur f; aux communautés de toutes les variables :

Ai = aii + a%i + ... azni (4. 11)

restant valables les conditions fondamentales :

L™ Tl = 2ag;a (4.12)

L'emploi de la méthode des multiplicateurs de LAGRANGE permet d'éta-
blir le systeme d'équations suivant :

Ly ay *Trjpa, tooo +(r; - Mlay teos trpay =00 (4.13)

La méthode développée par HOTELLING consiste en 1'obtention simultanée
de la racine caractéristique A, etdescoefficientsa;; . Pour cela il faut chercher
une série de valeurs oj; qui soient proportionnels aux coefficients vrais. L'on
part de la matrice R des corrélations complétes, c'est-a-dire dans laquelle les
unités de la diagonale principale ont été remplacées par des estimations des
communautés. Multipliant chaque fois les matrices par elles-mémes on calcule
le carré de R, aprés la quatriéme puissance de R, la huitieme, la seiziéme,
etc..., et pour chaque matrice résultante on additionne les valeurs de chaque
ligne et on divise la somme par la plus grande d'entre elles :

" 151
T r.,...r S =13r = —_—
11 12 in | — 1M1 % 1k 1*11 1S max
_ n - 1S'
Ty T oeeT | > 1S) = 3 %1 = —SJ— (4. 14)
1~max
I;|1 I‘n2 ct I;\n

Lorsque deux matrices successivesR® et R”® donnent des valeurs« assez
voisines, avec l'approximation désirée, on arréte les multiplications et on calcu-
le les coefficients a;; moyennant les formules ci-apres :

(4. 15) aj = i‘.r;(je o Ao oY (max.) (4. 16)
(4.17) o = ﬁ;\l_zeajl n aj; - cle\'._h_z_ (4. 18)
1 }] OLj1

On peut alors séparer le premier facteur ou composante principale de la
matrice des corrélations expérimentales, ce qui donne :

R, = H1rjk|| = | (rje - aj ak1)H (4.19)

A la matrice des corrélations résiduelles, ainsi construite, 1'onapplique
le mé&me procédé de calcul qu'ala matrice primitive et 1'on obtient les coefficients
aj, correspondants au deuxiéme facteur ou composante principale. Et les calculs
sont continués de la méme fagon jusqu'a ce que la matrice des corrélations ré-
siduelles soit constituée par des éléments virtuellement nuls.

5 - DETERMINATION DES CORRELATIONS DES VARIABLES AVEC LES
FACTEURS -

Les coefficients a;, calculés jusqu'ici sont les coefficients de regression
des variables x; en fonction des facteurs fy, . La représentation des variables
dans l'espacedes facteurs communs est telle que les coefficients aj, deviennent
les projections des vecteurs ou variables sur les axes ou facteurs. La longueur
des vecteurs est proportionnelle aux communautés.
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Il est possible aussi de représenter graphiquement les corrélations entre
variables sur le méme schéma : la corrélation entre les variables i et j s'ex-
prime par le produit scalaire des deux vecteurs correspondants (Fig. 10) :

r;; = h;h cosa; (5. 1)

ij

Cette expression étant indépendante des axes ou facteurs de référence, il
est possible de faire tourner le faisceau des communautés dans l'espace des
facteurs communs, jusqu'a placer cette configuration des vecteurs en une situa-
tiontellequela plupartd'entre eux soient presque paralleles aux axes d'un autre
systeme de référence, du méme nombre de facteurs; ce nouveau systéme d'axes
de référence n'est pas obligatoirement orthogonal. THURSTONE, dans son ana-
lyse multifactorielle,admet parfaitement ces solutions obliques et méme se base
sur elles pour définir des facteurs du second ordre.

Dans le cas le plus général des facteurs obliques, la détermination des
coefficients de corrélation théoriques des variables par rapport aux facteurs
peut se faire au moyen du systéme d'équations (3.5) déja antérieurement expo-
sé : =

r,(jfi = ajirf1fi + ajzrfzfi + ... + aj; + ... + aj'“rfmfi (5.2) = (3.5)
Si les facteurs communs sont orthogonaux cette expression se réduit a
celle-ci :

r, ¢ = A (5.2') = (3.5")
6 - ESTIMATION DES FACTEURS COMMUNS -

Une fois déterminés les modeles et structures factoriels du phénomeéne en
question, pour que les facteurs représentatifs des variables analysées soient
mis en évidence, et une fois calculés les coefficients de regression des varia-
bles enfonctiondes facteurs, il estintéressant de résoudre le probléme inverse,
c'est-a-dire, procéder a la détermination des équations de regression qui doi-
vent permettrede calculer les valeurs individuelles des facteurs en fonction des
mesures expérimentales des variables. Ces équations seront :

f,, =byxy +bhyx + ... +byx; + oo+ b Xy (6.1)

pi

Ces équations de regression se distinguent des équations de regression
normalement rencontrées dans 1'étude statistique des corrélations ence que, ici,
seules les variables x;; sont connues directement par des expériences. Dans
cesystéme d'équations, donc, il y a plus d'inconnues que d'égalités; pour le ré-
soudre il faut multiplier successivement chacunedes équations par chaque varia-
blex . etcalculer les valeurs moyennes; nous obtenons ainsi le systéme d'équa-
tions suivant, oll les variables aussibienque les facteurs sont centrés et réduits :

Ty By T By to.ot Bps teoot Tgn Bpn = x;sfp (6. 2)

Dans ce systéme d'équations les seules inconnues sont les coefficients p
et il y a autant d'équations que d'inconnues. Il est donc possible de le résoudre
suivant les méthodes cl assiques, par exemple celle de CRAMER, ou mieuxcelle
de GAUSS adaptée par DOOLITTLE et par MINEUR, ou celle d'AITKEN. Toutes
ces méthodes ont l'avantage de permettre un contréle constant des opérations
successives jusqu'a la détermination compléte des coefficients cherchés; elles
permettentde faire les calculs de tous les facteurs a la fois, ce qui est aussi un
avantage certain du point de vue pratique.

En utilisant des opérations d'algébre matricielle, LEDERMAN a présenté
une autre méthode (généralisée aprés par HARMAN pour des facteurs obliques)
dans laquelle le nombre d'inconnues de chaque équation devient égal au nombre
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des facteurs, au lieu de 1'étre au nombre des tests, ce qui facilite beaucoup les
opérations parce que celui-ci est toujours plus grand (et parfois beaucoup plus
grand) que celui-la.

7 - APPLICATION A L'ETUDE DES SABLES DE MOULAGE -

Prenons la matrice des coefficients de corrélation des propriétés physi-
ques des sables destinés au moulage des piéces d'acier, sans considérer la va-
riable "Degré de serrage" pour les raisons données antérieurement :

h% 0,771 +0, 442 +0, 332

0,777 h3 +0, 457 +0, 297

A7 140,442 +0, 457 Y 0, 629
+0,332 +0,297 0,629 n

Nous avons changé, en plus, les signes des variables '"Teneur en eau'' et
"Perméabilité aux gaz' afin d'avoir seulement des corrélations positives dans
la matrice.

L'application systématique des différentes méthodes d'analyse factorielle
exposées antérieurement, & l'objet de déterminer les communautés h? et les
coefficients de regression a des variables en fonction des facteurs, permet de
constater que la matrice A n'est pas de rang 1, quelles que soient les valeurs
choisies pour les communautés. La théorie des deux facteurs de SPEARMAN
n'est pas donc applicable aux sables de moulage.

Nous avons trouvé des possibilités meilleures avec l'application des mé-
thodes de 1'analyse bi-factorielle. Dans ce cas apparaissent un facteur commun
et deux facteurs de groupe, lesquels épuisent presque complétement la signifi-
cationdes corrélations. La représentationgraphique des quatre caractéristiques
étudiées, dans l'espace des facteurs communs se trouve dans la figure 11. Les
valeurs des saturations des variables dans chacun des facteur sont :

Facteur commun| 1€r facteur 2nd facteur
Résistance cisaillement a;,, = 0,626 |a;; = 0,628 ---
Résistance compression ao = 0,610 a,;; = 0,628 -——-
Teneur en eau azgg = 0,726 --- az; = 0,510
Perméabilité aux gaz ay, = 0,509 --- ay, = 0,510

Du point de vue physique ces facteurs peuvent étre congus de la fagon sui-
vante : Un facteur commun qui correspondrait au "corps' du sable, c'est-a-dire
a cette propriété que 1'on détecte lorsqu'on presse une poignée de sable; un fac-
teur de groupe concernant sa capacité de résistance mécanique, et un autre fac-
teur de groupe se rapportant a la compacité.

L'analyse multifactorielle, suivant la méthode de THURSTONE, fait ap-
paraltre deuxfacteurs communs orthogonaux, le premier ayant caractere positif
pour toutes les caractéristiques controlées, le second avec des signes opposés
pour les deux premiéres par rapport aux deux derniéres.
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1€T facteur 2nd facteur

commun commun
Résistance au cisaillement a;; = 0,787 a;, = 0,393
Résistance a la compression a,; = 0,784 a;, = 0,409
Teneur en eau a; = 0,734 az;, = -0,324
Perméabilité aux gaz a, = 0,644 a,, = -0,477

Leur représentation graphique estcelle de la figure 12. A la vue de celle
ciil apparaitqu'il est possible de changer les axes orthogonaux dessinés pardes
axes obliques, passant le premier entre les vecteurs concernant les résistances
a la compressionetau cisaillement etle deuxiéme entre ceux concernant 1'humi-
dité et la perméabilité.

La méthode d'"HOTELLING ou des composantes principales permet une re-
présentation trés proche de la précédente. En effet, suivant cette méthode, on
trouve une premitére composante positive pour tous les résultats des essais et
une seconde composante affectée de signes différents, selon la variable, comme
pour les vecteurs de THURSTONE.

1€ composante 2€ composante
Résistance au cisaillement a, = 0,807 a;, = -0,344
Résistance & la compression a,, = 0,805 a,, = -0,368
Teneur en eau asp; = 0,718 a, = 0,362
Perméabilité aux gaz ay; = 0,617 ay, = 0,512

La représentation graphique (Fig. 13) est trés semblable & celle de 1'a-
nalyse multifactorielle, au moins en ce qui concerne la structure générale.
Iciaussiles axes orthogonaux peuvent étre remplacés par des axes obliques plus
représentatifs des propriétés des sables de moulage, choisissant pour cela les
bissectrices de chaque paire de vecteurs de la figure 13.

Les différentes méthodes d'analysefactorielle donnent donc des représen-
tations différentes du méme phénomene, toutes néanmoins pareillementaccepta-
bles du point de vue mathématique. Cette multiplicité de solutions n'est pas, en
soi, un inconvénient puisqu'elle permet de choisir la solution qui s'adapte da-
vantage aux conditions physiques du phénomeéne analysé. Dans ce cas la meilleure
solution semble étre celle donnée par l'analyse bifactorielle, laquelle permet,
comme nous l'avons indiqué, une interprétation physique simple et objective des
facteurs. Nous nous baserons donc sur cette solution pour estimer les facteurs
concernant chacun des sables que 1'on controle.

La détermination des coefficients de regression des facteurs en fonction
des propriétés physiques des sables contr6lées journellement a permis d'établir
les équations ci-apreés :

~ X, - 208, 54 X, - 898,9 X3 - 8,82 Xy -42,8
fo = 0, 245 _28_,97—— + 0, 182 132’ 34 - 0, 497 W—O, 06 W
= 0,00845 X, + 0,001375 X, - 0,76 X5 - 0,0047 X, + 3,91.
) X, - 208, 54 X, - 898,9 _
f1 = 0,354 38,97 + 0,354 ~133.34 0,0122 X; + 0,00268 X,- 4,95
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f, = 0,313 3’3,2—6;4352 + 0,313 3-21'28,—7'25"— - 5,28 - 0,479 X, - 0,0246 X,

Les estimations de ces facteurs sont centrées et réduites, c'est-a-dire
qu'elles ont une moyenne nulle (dans le domaine d'utilisation des sables aptes
pour le moulage des pieces d'acier) et un écart-type unitaire. Etant donné que
1'on peutadmettre que ces facteurs se distribuent normalement, les valeurs ab-
solues supérieures a 3 seront exceptionnelles et, en ce qui concerne le facteur
communf, unsable coté -3 devrait étre refusé. Les variables X,, X,, X, Xy,
correspondant aux quatre caractéristiques des sables controlés (c'est-a-dire
respectivement X, = résistance au cisaillement; X, = résistance & la compres-
sion; X; =teneur en eau ou humidité; X, = perméabilité aux gaz), sont mesurées
directement & 1'échelle des expériences.

Pour faciliter la compréhension de la fagon dont peut étre utilisée 1'infor-
mation donnée par les résultats du controdle des sables, nous appliquerons les
équations antérieures a quelques cas pratiques, prélevés parmi ceux des expé-
riences qui ont précédé cette étude :

Tableau V

Estimation des facteurs en fonction des propriétés physiques des sables

Echan Propriétés physiques controlées Facteurs

tillon [Rés.cis.|Rés.com.|Humid. |[Perméab. [Fact.com.| 1T f.grou. |2€f.groupe
A 140 680 10,50 63 -2,511 -1,42 1,305
B 175 910 9 26 -0, 32 -0,37 -0,24
C 250 1110 8,25 33,5 1,13 1,075 -0, 50
D 342 1020 6,2 54 2,25 1,935 -0,98

La comparaisondes propriétés physiques de ces sables est facilitée d'une
facon remarquable par les facteurs. La simple lecture de ce tableau nous ren-
seigne tellement sur les sables échantillonnés qu'il ne parait pas nécessaire d'y
ajouter des observations ou des explications quelles qu'elles soient.

8 - CONCLUSION ET RESUME -

Les méthodes d'analyse factorielleont un domaine d'application beaucoup
plus vaste que la seule étude psychotechnique des aptitudes humaines qui a été
leur origine. Dans le Colloque International célébré a Paris en 1955, sous 1'é-
gide du Centre National de la Recherche Scientifique, sur ''l'Analyse factorielle
et ses applications" on a vu que nombre de problémes trés divers pouvaient se
résoudre par 1l'emploi de ces méthodes. Nous avons cherché, dans notre étude,
a appliquer l'analyse factorielle & un probléme industriel particuliérement in-
téressant, bienqu'assez simple, cequiluidonne son double aspect d'exemple et,
pourrait-on dire, d'exercice d'analyse factorielle, de facile exécution.

Envisagée du point de vue industriel, 1'analyse réalisée permet d'établir
des bases pourune classification des sables de fonderie destinés au moulage des
piéces d'acier, d'apres leurs conditions essentielles, c'est-a-dire les facteurs
physiques que nous avons décelé, au lieu de se baser sur les résultats bruts des
essais, qui ne sont, en réalité, que le reflet de ceux-la.
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