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RÉDUCTION DE LA DISPERSION
PAR DES ASSOCIATIONS SYSTÉMATIQUES

par

A. VESSEREAU

Le problème auquel on a cherché des solutions théoriques, et dont on trouvera des exemples
d’application dans la deuxième partie de cet article, s’est trouvé posé de la façon suivante :

Une marchandise, constituée d’un grand nombre de petits éléments (poudre, grains, brins,
etc...) est vendue en paquets d’un poids déterminé mo. Les pesées, qu’elles aient été faites mécanique-
ment ou à la main, ne sont pas rigoureusement exactes, de sorte que les poids réels se dispersent
autour de mo, suivant une loi que nous supposerons approximativement normale, caractérisée
par un écart-typev°.

On constate très généralement que mo etao varient dans le même sens, et souvent qu’il y a
à peu près proportionnalité entre ces deux nombres. Si donc on fabrique des paquets de poids moyen 2
l’écart-type sera à peu près ’70 , la dispersion relative restant approximativement la même.

Imaginons que, pour constituer un paquet, on assemble deux éléments de poids moyen 2
, ~ 

2
et d’écart-type~ .

1) Si l’on associe systématiquement un élément de poids 2 - x et un élément de poids mo x
2 2

les paquets auront tous rigoureusement le même poids. Mais ce procédé est évidemment sans intérêt,
car il obligerait à peser (et à classer) tous les éléments.

2) Si l’on associe deux éléments de façon rigoureusement quelconque, les poids se disperse-
ront autour de la moyenne mo, avec un écart-type (~)~fY=jy=0,7070o ; on aura donc amélioré
la dispersion, et ce résultat reste vrai, même s’il n’y a pas exacte proportionnalité entre la moyenne
et l’écart-type.

3) Mais on peut aussi envisager, sans qu’il en résulte de grandes complications, d’associer
systématiquement un élément « léger » (poids inférieur à 2~) et un élément « lourd » (poids supérieur
à 2 ) ; il est quasi évident qu’on aura une meilleure compensation qu’avec l’association au hasard
et que la dispersion des paquets sera plus faible.

4) On peut généraliser cette idée de bien des façons. Par exemple :

a) Partir d’éléments de poids moyen mo ; les associer deux à deux comme il vient d’être dit ;
~ , , ~ 

4 
, 

puis associer à nouveau de la même façon deux éléments doubles de poids moyen~ ;
b) Partir d’éléments de poids moyen "!-s ; les séparer en « légers » (x  d), « moyens »

(~&#x26;2013 d  x  "~ + d) et « lourds » (x&#x3E; mo + d) ; associer de façon systématique un élé-3 3 q
ment pris dans chacune de ces classes ;

c) Partir d’éléments de poids moyen 4° ; les séparer en 4 classes (x  4 - d ; ~4 4 4

2013 d  x  ~&#x26; ; 4  x  ~ + d ; x &#x3E; JI1&#x26; ~ d) ; associer de façon systématique un élément
pris dans chacune de ces classes. 

4 4
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Les résultats obtenus avec ces diverses modalités d’associations seront décrits dans la première
partie de cet article. Dans une deuxième partie, on envisagera leur application à des problèmes
pratiques (pesées, etc...). Enfin, en appendice, le lecteur pourra trouver, s’il le désire, leur justifi-
cation théorique.

NOTATIONS ET DÉFINITIONS.

1 Nous adopterons les notations suivantes :

(densité de la loi normale réduite)

(fonction de distribution de la loi normale réduite)

2 Diverses distributions « dérivées de la loi de Laptace-Gauss » seront utilisées. Nous les
définissons de la façon suivante :

Variable S,. - Pour permettre des notations générales, S, désigne une variable normale,
de moyenne nulle et d’écart-type 0".

Variables X,, Y,, Si (étudiées en Appendice paragraphe 1).
1) X, et Y, sont les variables représentées respectivement par la moitié droite ( 0  x,  oo )

et la moitié gauche (-00  y,  0 ) de la distribution de SI.
S2 X, -. Y, est la somme de variables X, et Y, indépendantes.

Lorsqu’on effectue sur S2 la même « dichotomie » quE sur S~, on donne naissance à deux
variables : X2 ( 0 ~ x2  oo ) et Y2 ( - 00 ~ y2  0 ) ; la somme de variables X1 et Y2 indépen-
dantes est désignée par S~. La distribution de ces nouvelles variables est étudiée en Appendice,
paragraphe II.

Variable Zc ; variables Xe,,Ye et Se; variables Xi Y, et Si .
La définition de ces variables (qui sont étudiées en Appendice, paragraphe III) résulte de la

découpe de la distribution de 51 en 3 ou 4 classes centrées sur l’origine (interva!!es~:X(y 1 étant un
nombre quelconque).
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Z~ est la variable « centrale » : : ( - jlQ  Z,, - + CF)
Xi et Yi sont les variables « intérieures » : : (0 Xi ~ XCF Xd~y, ~ 0) 

’

Si = Xi -f- Yi est la somme de variables Xi et Y, indépendantes : (- B0’~ Si + 1 (Y)
Xeet Y~ sont les variables « extérieures » : ( À 0’ ~ xe  00 ; - 00  Ye - - ÀO’
Se = Xe - Ye est la somme de variables Xe et Ye indépendantes (-00 Se +00)

PREMIÈRE PARTIE

RÉSULTATS OBTEN US AVEC DI FFÉRENTES MODALilrÉs
D’ASSOCIATIONS SYSTÉMATIQUES

De nombreuses combinaisons d’associations systématiques peuvent être envisagées, en vue
’ 

d’obtenir, par réunion de plusieurs éléments, une dispersion aussi réduite que possible autour de
la moyenne désirée.

1) Nous nous limiterons au cas où le nombre de ces éléments est 2, 3 ou 4. Nous désignerons
leurs moyennes par m2, m3, m4 ; si mo est la moyenne désirée, on aura mo-2 m~2013 3 m3 -- 4 m4.
Nous désignerons leurs écarts-types (distribution supposée normale) parQz, Q3 , 0’4 ~ s’il y a propor-
tionnalité entre moyenne et écart-type, on aura :

2) Avant assemblage, les éléments peuvent être séparés une seule fois en deux classes, deux
fois de suite en deux classes, ou bien encore en 3 ou 4 classes.

A. - ASSOCIATION DE DEUX ÉLÉMENTS (mt,at)

A 1. - Association au hasard (pour mémoire).

si i La distribution 
résultante est normale, avec pour écart-type crz {2 1,41420"2’ soit 0.707Q°

si ~=~.2
A 2. - Séparation en deux classes et association systématique d’un élément  m2 et d’un

élément &#x3E; m~. (Cf. Appendice, paragraphe 1 : Loi de S2).
La distribution résultante est non gaussienne avec pour écart-type Q2 = 4,85Z ~~ .

Si 0"2 ~ cet écart-type devient 0.4260o . ’

A 3. - Séparation en 3 classes (m  m2 - 10"2 ; rni -12(Y m  ni, Xo~ ; m &#x3E; ml 1:12) .
La valeur arbitraire de X définit l’étendue de la classe centrale. On associe :

- soit deux éléments pris dans chacune des classes extérieures ;
- soit deux éléments pris au hasard dans la classe centrale.
Dans le 1 cr cas (Appendice, § III, Loi de Se), la distribution résultante est non gaussienne, de

variance :
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Dans le 2(B cas (Appendice, § III, Loi de Zc), la distribution est encore non gaussienne, de
variance :

- -.. - ......

Dans la production des éléments de moyenne m2t les deux modes d’association se présentent
avec des fréquences représentées par 1 - 0 ( À) et ecai. Compte tenu de ces fréquences, on trouve
pour écart-type de la distribution (non gaussienne) de l’ensemble de tous les éléments associés :

Cet écart-type dépend naturellement de la valeur choisie pourÀ. Il est minimum lorsque À
est solution de

.- ,

ce qui donne pour~ une valeur voisine de 0,6 (un peu supérieure à 0,6). L’écart-type minimum cor-
respondant est très voisin de 0,6!7J~ .

Si l’on désire que les deux modes d’association se produisent avec des fréquences égales,
il faut 0 (1)= -L ; ; À =---= 0.67449. On trouve alors pour écart-type 0,6200’t , valeur très voisine du
minimum. Si (12 2 = ~, l’écart-type a pour valeur 0.310 ao.

A 4. - Séparation en 4 classes (m  m2 - aQ2 ; m2 2013X(~mm~ ; m2  m  m2 +XO~;
m &#x3E; m 2 À0’2)’

On associe :

- soit deux éléments pris au hasard dans chacune des 2 classes extérieures ;
- soit deux éléments pris au hasard dans chacune des 2 classes intérieures.
Dans le 1 t’r cas, la distribution résultante est non gaussienne (l’expression de la variance

a été donnée ci-dessus en A 3).
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Dans le 2e cas (Appendice, § III, loi de S;), la distribution estencore non gaussienne, devariance:

Dans la production des éléments de ’moyenne m~, les deux modes d’association se présentent
avec les fréquences respectives 1 - e ( X) et 6 M. On trouve ici, pour l’écart-type de la distribution
(non gaussienne) de l’ensemble de tous les éléments associés :

Le minimum de cette expression (que l’on recherche par des approximations successives)
a lieu pour une valeur de À voisine de 1 (un peu inférieure à 1).

L’écart-type minimum est voisin de 0.485Qz , soit 0.2420"0 si ~2= CF.2.
Si l’on désire que les deux modes d’association se produisent avec des fréquences égales,

il faut 6 1) = -L; À ---n 0.67449. L’écart-type a alors pour valeur 0.528 0’2 -- 0.2640’0 si 6p = e- ~ .
2 2

Cette valeur est un peu supérieure à la valeur minimum. 

B. - ASSOCIATION DE TROIS ÉLÉMENTS (m3, 0’3’)

B 1. - Association au hasard (pour mémoire).

si La distribution 
résultante est gaussienne, avec pour écart-type f3 Q3 - -1.732 a, soit 0.577 1.

3 
*

B 2. - Séparation en trois classes (m  m 3 -a0’3 ; m 3 - aQ3  m  m3 -f-~Q3 ; m &#x3E; m) ~0’3 ) .

On associe trois éléments pris au hasard dans chacune des classes.

L’élément résultant peut être considéré comme la somme de deux éléments pris au hasard, 1
l’un dans la distribution de S~, l’autre dans la distribution de Ze (Appendice, § III).

Les variances correspondantes (dont les expressions ont déjà été données) sont :

Il est ici obligatoire que 6(X)-=2013, soit ~ 0.43074. La distribution résultante est non gaus-
sienne, avec un écart-type :

la valeur de cette expression étant prise pour À 0.43074. On trouve ainsi 0.7880~ . soit
0.263 J. si ~3 = -~- ’ °3
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C. - ASSOCIATION DE QUATRE ÉLÉMENTS (m~ )

C 1. - Association au hasard (pour mémoire).
La distribution résultante est gaussienne, avec pour écart-type 20"4 , soit 0,5 Qo si 0’~ = 4’ .4 

*

C 2. - Séparation en deux classes et association systématique de deux éléments  m~ pris
au hasard et de deux éléments &#x3E; m~ éga!ement pris au hasard.

Ce dispositif se ramène à celui décrit en A2 ; il suffit de remplacer 12 par G4 et de multi-

plier par 2 l’écart-type de la distribution résultante. Celle-ci est donc non gaussienne et d’écart-

type 2 1 - -iîcy, -- !.206C~. Si Q4 -- ~, l’écart-type devient 0.3020..n 4

C 3. - Séparation en deux classes ; association systématique d’un élément  m4 et d’un

élément&#x3E;m4 ; séparation en deux classes des éléments doubles ; association systémot!que
d’un élément  2 m4 et d’un élément &#x3E; 2 m~ .

La distribution résultante est non gaussienne (Appendice § Il) et a pour écart-type :

soit, si Q~= ~° , OJ90 J.. °
C 4. - Séparation en trois classes (m  m~ 2013X(~ ; m~ 2013B0~mm~ Xo~ ; m &#x3E; m~ À(j..).

Association de deux éléments pris au hasard dans 10 classe centrale et d’un élément
pris dans chacune des classes extérieures.

La distribution obtenue résulte de la somme :

- d’un élément pris au hasard dans la distribution de Se (Appendice § III) de variance :

- et de deux éléments pris au hasard dans la distribution de Zc (Appendice S III), dont la
variance est :

Il est obligatoire que 9 {À )=1, soit X 0.67449.
2
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La distribution résultante est non gaussienne, de variance : 
.

cette expression étant prise pour 1 0.67449. On trouve ainsi pour écart-type de la distri-
bution résultante 0.877(7~ .
(C’est, multipliée par C2, et en remplaçant 0"2 par 0"4 ’ la valeur trouvée en A3 dans le cas particulier
À 0.67449). 

’

Si l’on suppose 0~ _ ~° , &#x3E; l’écart-type devient 0.2 !9o..4
C 5. -Même séparation qu’en C 4. - On associe :

- soit deux éléments pris au hasard dans chacune des classes extérieures ;
- soit quatre éléments pris au hasard dans la classe centrale.

Ce dispositif se ramène à celui décrit en A3 , en remplaçant Q2 par 0’4 ’ et en multipliant par U2
l’écart-type de la distribution résultante. Dans le cas général (X quelconque) celui-ci a donc pour
expression

(distribution non gaussienne).

Il est minimum lorsque a satisfait à la condition :

qui donne pour À une valeur très voisine de 0,6 (un peu supérieure à 0.6) ; la valeur correspondante
de l’écart-type est très voisine de 0.873 (~ , soit 0.2 ! 8 (~ si l’on suppose ?4= ~~ . r ,

Si l’on désire que les deux modes d’association se produisent avec des fréquences égales, il

faut e(X)=2013 X 0.67449. L’écart-type a alors pour valeur 0.8770~ (0.21910, s!(~=0.) valeur
4

très voisine de la valeur minimum.

C 6. - Séparation en 4 classes (m  m~ 2013 X(~ ; m~ -XO~  mm~ ; m~ m : m~ À 0’4 ;
m &#x3E; m4 aQ4 ).

Association systématique d’un élément pris au hasard dans chacune des classes’

La distribution obtenue résulte de la somme de deux éléments pris au hasard, l’un dans la
distribution de Se, l’autre dans la distribution de Si (Appendice § III).
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Les variances correspondantes (~e et a~) ont déjà été exprimées dans les pages qui précèdent.
Il faut obligatoirement 6(X~=-L, , soit X 0.67449. L’écart-type résultant (distribution non

gaussienne) est : 
2

la valeur de cette expression étant prise pour X 0.67449. On trouve ainsi 0.7470~ , soit OJ870o ,
si CY4 =- ~o. C’est, multipliée par V-2-, et en remplaçant Q2 para., la valeur trouvée en A 4, dans le
cas particulier X 0.67449.

C 7. - Même séparation qu’en C 6. - On associe :
- soit deux éléments pris au hasard dans chacune des 2 classes extérieures ;
- soit deux éléments pris au hasard dans chacune des 2 classes intérieures.

Ce dispositif se ramène à celui décrit en A 4 ; il suffit de remplacera par J4 et de multiplier
par fi l’écart-type de la distribution résultante.

Dans le cas général (1 quelconque). celui-ci a pour expression :

(distribution non gaussienne).

Il est minimum pour une valeur deX voisine de 1 (un peu inférieure à 1). Avec la valeur appro-
chée 1 - l, on trouve 0.686 Q4 (soit 0. ! 7 ) Oo . si (j4 = ao ).

4
Si l’on désire que les deux modes d’association se produisent avec des fréquences égales,

il faut 6 (X)= -~-, soit X 0.67449. ° L’écart-type a alors pour valeur 0.747 14 (O.!87d. lorsque2
Q4= ~~ ). Cette valeur est la même que celle qui résulte du dispositif C 6.4

RÉCAPITULATION DES RÉSULTATS ET CONCLUSIONS

Le tableau ci-après récapitule les résultats précédents. Les symboles utilisés pour les différents
modes de séparation et d’association résultent des schémas suivants :

Type 1 Type Il 1

(Pas de séparation) (Séparation en 2 classes)
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Type 111 1 Type IV

(Séparation en 3 classes) (Séparation en 4 classes)

Les lettres G et NG désignent respectivement une distribution gaussienne ou non gaussienne.

Lorsque. l’écart-type résultant dépend de X (séparation en 3 ou 4 classes), les subdivisions

(a) et (b) ont la signification suivante :
(a) écart-type minimum ;
(b) écart-type correspondant à une égale fréquence des deux modes d’association adoptés.
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Il était logiquement utile d’étudier les modalités d’association qui sont récapitulées dans le
tableau précédent. Mais il est bien évident que toutes n’ont pas le même intérêt pratique. On constate
que les dispositifs les plus compliqués n’apportent pas toujours un avantage considérable, comparés
aux dispositifs les plus simples. Il faut aussi, pour interpréter correctement les résultats, remarquer
que la réduction de dispersion provient à la fois des compensations qui résultent d’associations
systématiques et du fait que l’écart-type de chacun des « petits éléments » associés est généralement
plus petit que l’écart-type d’un élément complet produit directement.

1) Admettons tout d’abord que l’écart-type est indépendant de la moyenne (0~0~=0~=%).
Le dispositif le plus simple (A 2) réduit l’écart-type à ..... 0.850o
L’association de 3 éléments (B 2) le réduit à........ 0.790o

L’association de 4 éléments par double dichotomie (C 3) donne 0.760o
Il faut des dispositifs compliqués, tels que A4 et C7 pour obtenir un écart-type compris entre

0.5 et 0.7 0"0’

2) Supposons maintenant que l’écart-type est rigoureusement proportionnel à la
moyenne (Jn= ~~ ).n

Les valeurs précédentes deviennent :

Dispositif A2 ....... 0.43 a.
» B2 ...... 0.260o
» C3 ...... O.t9cr.

L’écart-type le plus petit (O.t70o ) correspond au dispositif le plus compliqué (C 7 ).
La proportionnalité (au moins approximative)entre metaest sans doute le cas le plus général :

on verra que cette propriété est très exactement respectée dans les exemples traités dans la deuxième
partie. Elle présente une analogie évidente avec la constance de l’erreur relative associée à une
méthode et un appareil de mesure.

Dans une fabrication en série « contrôlée », l’écart-type d’une caractéristique des objets pro-
duits (ici, le poids des paquets) a une valeur déterminée qui dépend du type et de l’état de la machine,
de la régularité des matières premières, etc... Réduire l’écart-type (amélioration de la dispersion)
ne se peut qu’en changeant quelque chose dans la technique de fabrication. De telles modifications
- parmi lesquelles se rangent les dispositifs d’association systématique que nous avons étudiés -
entraînent inévitablement des frais plus ou moins importants. Quels avantages peut-on mettre en
regard ? 1

Dans le cas d’une marchandise vendue en paquets d’un poids déterminé, le client peut exiger
d’avoir au minimum ce poids dans chaque paquet. Le fabricant doit donc régler sa fabrication sur
une valeur moyenne dépassant ce minimum, la dépassant d’autant plus que la dispersion est plus
forte : d’où une perte, ou un gaspillage de matière.

Plus généralement, il arrive que le client soit plus sensible à la régularité du produit
qu’il achète qu’à son niveau moyen de qualité. Ce cas se présente, par exemple, lorsque les objets
sont utilisés un à un, et que certains d’entre eux doivent être rebutés, faute d’une valeur suffisante
pour une caractéristique essentielle : le client pourra consentir à payer plus cher une marchandise
plus régulière qui lui donnera moins de déchets à l’emploi.

En définitive, le fabricant et le consommateur sont, l’un et t’outre, intéressés à l’amélioration
de régularité des produits ; c’est au fabricant de s’assurer que les modifications de technique envi-
sagées dans ce but sont effectivement rentables.

Il est bien évident, enfin, que des dispositifs de séparations puis associations, du type de ceux
que nous avons étudiés, ne sauraient s’appliquer à n’importe quelle caractéristique de n’importe
quel produit.



59

DEUXIÈME PARTIE

EXEMPLES D’APPLICATION PRATIQUE

1. -VÉRIFICATION EXPÉRIMENTALE DE CERTAINS RÉSULTATS THÉORIQUES
’ Dans la fabrication mécanique des cigares, le tabac qui constitue l’intérieur de chaque unité
est puisé dans un réservoir au moyen d’une sorte de pince, puis introduit dans une chambre de com-
pression où s’effectue un dosage volumétrique. On a apporté à ce mécanisme quelques modifications,
de façon à pouvoir recueillir commodément les « pincées » et à modifier à volonté le poids moyen
de celles-ci.

Dans les deux essais dont les résultats vont être donnés, les pincées ont été recueillies, pesées
et numérotées dans l’ordre où elles se sont succédées ; on a pu ensuite les associer suivant le mode
désiré.

I~’r ESSAI. - 200 pincées ont été recueillies, dont la distribution des poids figure dans le tableau 1

(colonne 0). Le poids moyen est 19 g. 3, l’écart-type 5 g. 15. Après groupement des classes deux par
deux, on constate, par un test de que la distribution est en assez bon accord avec une distribution
normale.

TABLEAU 1
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Les 200 pincées ont été séparées en « lourdes » (poids supérieur à 19 g. 3) et « légères » (poids
inférieur à 19 g. 3). On a réalisé de deux façons l’association d’une pincée lourde et d’une pincée
légère.

1) Association au hasard : On ajoute une pincée lourde tirée au sort dans Ici série des lourdes,
et une pincée légère, également tirée au sort dans la série des légères ;

2) Association dans l’ordre de fabrication des pincées : La première pincée lourde sortie de
la machine est associée à la première pincée légère, et ainsi de suite,

Les résultats obtenus figurent dans les parties (1) et (2) du tableau 1.

Les écarts-types, dans ces deux modes d’association, ont été trouvés respectivement égaux
à 4.63 et 4.26. D’après ce qui a été vu dans la 1 re partie (mode d’association A 2), l’écart-type théo-
rique est :

Les valeurs expérimentales sont donc en bon accord avec la valeur théorique attendue.

2c ESSAI. - On a recueilli 600 pincées, après avoir modifié le mécanisme de façon à abaisser le
poids moyen aux environs de 13 g. La distribution des poids figure dans le tableau Il, colonne 0.
Le poids moyen est 12 g. 8, l’écart-type 3 g. 19. Là encore, un test de y* permet de constater que la
distribution est approximativement gaussienne.

a) Association de deux pincées. - Les 600 mesures ont été séparées en « lourdes » (poids
supérieur à 12 g. 8) et « légères » (poids inférieur à 12 g. 8). Comme dans le premier essai, l’asso-
cidtion a été faite de deux façons : au hasard (colonne a t du tableau tt), dans l’ordre de fabrica-
tion des pincées (colonne a 2).

b) Association de quatre pincées. - On reprend la distribution de deux pincées associées
et l’on sépare les pincées doubles en lourdes (poids supérieur à 25 g. 6) et légères (poids inférieur
à 25 g. 6). On associe ensuite deux pincées lourdes et deux pincées légères, soit au hasard (colonne b 1
du tableau Il), soit dans l’ordre de fabrication des pincées doubles (colonne b 2). Plus précisément,
dans ce dernier cas, on associe la première pincée double lourde et la première pIncée double légère
obtenues elles-mêmes par association de la première pincée lourde et de la première pincée légère
sortant de la machine, et ainsi de suite.

La comparaison des écarts-types observés et des écarts-types théoriques donne les résultats
suivants :

a) Association de deux pincées (1 n’ partie, mode d’association A 2) :
Ecart-type théorique 3.19 x 0.852 -- 2.72

» observé (a 1) .... = 2.73

» » (a2) .... = 2.69

b) Association de quatre pincées (1 re partie, mode d’association C 3) :
Ecart-type théorique 3.19 x 0.761 - 2.43

» observé (b 1) .... =- 2.68

» » (b 2) ....=== 2.34

Dans les deux cas, on peut considérer que l’accord avec la théorie est satisfaisant.

Remarques.

1) La comparaison des moyennes et écarts-types, d’un essai à t’outre, donne :
e r essai : m == t9.3 2~ essai : m --- 12.8

J = 5.15 0- - 3.19

0/m = 0,27 0/m == 0.25

La proportionnalité de m eta est bien vérifiée.
2) Dans tous les cas étudiés, on trouve que l’écart-type obtenu en associant les pincées dans

l’ordre de sortie de la machine est inférieur à l’écart-type obtenu par association au hasard. Cette
constatatioo, qui est favorable au point de vue pratique, tendrait à prouver qu’il y a corrélation
négative entre les pincées successives, les pincées ayant tendance à être alternativement lourdes et
légères.
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TABLEAU Il

Il. - ESSAIS D’APPLICATION A LA FABRICATION DES TABACS A MACHER

Le tabac à mâcher n’est pas une marchandise très distinguée. Cependant, sous ses deux pré-
sentations : « carottes » et « rotes », le poids total vendu en 1953 s’est élevé à 540.000 kgs, pour une
valeur, au prix de vente, de l’ordre de 1.100 millions de francs. Deux applications des méthodes de
« régularisation du poids moyen par association systématique » ont été mises à t’élude par M. Cyffers,
Ingénieur de la Manufacture productrice.

Régularisation du poids des « rotes » en 50 grammes.
A la sortie du « rouet » qui le fabrique, le « rote » se présente sous la forme d’une sorte de

grosse corde de 21 mm de diamètre ; celle-ci est sectionnée en tronçons de 15 cm de longueur,
correspondant à un poids moyen de 50 grs. L’écart-type de la dispersion en poids est assez considé-
rable : 10 % du poids moyen environ.

On a mis à l’étude la fabrication d’unités de 50 grs constituées de deux éléments de 25 grs
emballés sous cellophane.

A cet effet, une bobine de rôle a été sectionnée en tronçons deux fois plus courts que d’habitude
(7 cm 5). On a obtenu 1.146 tronçons de poids moyen 26 grs 1 ; l’écart-type était de 2 grs 63 (très
exactement 10 % du poids moyen, comme dans les tronçons de 50 grs). Ces tronçons ont été séparés
en 4 classes :

Très lourds : poids supérieurs à 26.1 I + 2.6 = 28,7.
Lourds : poids compris entre 26.1 et 28.7

Légers : poids compris entre 23.5 et 26.1
Très légers : poids inférieurs à 26.1 - 2.6 = 23.5.
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puis associés de la façon suivante :

(très tourd) (très léger)
(lourd) - (léger)

(mode d’association A~ dans le cas À =-.= 1).
L’écart-type constaté, sur les unités de 50 grs ainsi constituées, a été de 1.28 gr. L’écart-type

théorique est :

L’accord est donc excellent.

Dans la fabrication directe des unités de 50 grs, 95 % des unités ont un poids compris entre 40
et 60 grs. Par le moyen de l’association qui vient d’être décrit, la dispersion est considérablement
réduite : 95 01 environ des unités ont un poids compris entre 47 grs 4 et 52 grs 6.

Réduction des catégories de vente des « carottes ».
La carotte est encore une sorte de corde de tabac. mais plus grosse que le rôle; son diamètre est de

27 mm; elle est constituée de 8 brins disposés comme l’indique la figure ci-dessous; avant assemblage,
les brins sont coupés à la longueur de 54 cm. Le poids moyen d’une carotte (qui est ensuite vendue
au détail par le débitant) est de l’ordre de 2 kgs, mais la dispersion est très forte. Elle oblige à cons-
tituer et à stocker séparément quatorze « catégories de vente » (déterminées après pesée indivi-
duelle de chaque carotte), ces catégories ayant des poids échelonnés de 50 en 50 grs.

La répartition des 101.394 carottes confectionnées au cours d’un semestre est indiquée dans les
colonnes (1) et (2) du tableau III. L’écart-type observé est de 128,82 grs pour un poids moyen général
de 2 kg, 280.

On peut espérer améliorer la dispersion par pesée, avant assemblage, de groupes de 4 brins,
puis assemblage systématique de groupes « lourds » et « tégers ». Le poids moyen et l’écart-type
d’un groupe de 4 brins peuvent être estimés à :

Deux solutions ont été envisagées : 
’ ~

Séparation des groupes en 3 classes (mode d’association A 3, avec 1 0.6).
Les classes sont ainsi définies :

Poids inférieur à 1 kg 085 ...... (27.5 0/,, des groupes)
Poids compris entre 1.085 et 1.195 , . . (45 % » )
Poids supérieur à 1 kg 195 ...... (27.5 » )

L’écart-type serait ramené à 91.1 1 x 0.617 --- 56.2.

Séparation des groupes en 4 classes (mode d’association A 4, avec X ~ 1).
Les classes sont ainsi définies :

Poids inférieur à 1 kg 049 ...... (16 (1u des groupes)
Poids compris entre 1.049 et 1.140 .. (34 % » )

» » 1. 140 et 1.231 I .. (34 % )&#x3E; )
Poids supérieur à t kg 231 ...... (16 » )

L’écart-type serait ramené à 91.1 1 x 0.485 --:: 44.2.
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En supposant (ce qui n’est pas exact, mais constitue une première approximation) que les poids
après assemblage se dispersent suivant une loi normale, les % dans les différentes catégories de vente
prennent les valeurs qui sont indiquées dans les colonnes (3) et (4) du tableau III.

Le nombre de catégories de vente pourrait être ramené :
à six au maximum avec la 1 re solution ;
à quatre au maximum avec la 2e solution.

TABLEAU III

III. - AUTRES POSSIBILITÉS D’APPLICATION

Comme on l’a déjà noté plus haut, l’idée de réduction de la dispersion par séparations puis
associations systématiques ne peut s’appliquer à n’importe quelle caractéristique de n’importe quel
objet fabriqué. Cependant, il semble que l’application soit possible à d’autres domaines que celui des
pesées, qui sont à l’origine de cette étude. Nous nous bornerons à évoquer - sans être en mesure
de donner d’autres précisions - l’assemblage d’éléments dont les dimensions ne sont pas rigoureuse-
ment constantes, en vue d’obtenir des pièces de dimensions aussi régulières que possible (dans la
construction par exemple).

APPENDICE

(Notes théoriques)

1. - ASSOCIATION SYST~MATIQUE APRÈS SÉPARATION EN DEUX CLASSES

(Dichotomie simple de la loi normale)

On part d’une loi normale de moyenne nulle et d’écart-typecr. Pour permettre les généra-
lisations qui suivent, la variable est désignée par S, ; sa densité de probabilité est :
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1) Considérons la distribution représentée par la partie droite (s, &#x3E; 0) de cette dis-
tribution normale.

On définit ainsi une variable Xi, qui prend ses valeurs de 0 à +00 et dont la densité est :

Les moments de cette variable par rapport à l’origine se calculent aisément ; on trouve :

et l’on en déduit, par les formules de transformation connues, les moments centrés et les cumulants.

On trouve ainsi :

Si, de la même façon, on considère la distribution représentée par la partie gauche (s,  0)
de la distribution de S,, on définit une variabie Y,, qui prend ses valeurs de -oo à 0, et dont la
densité est encore :

Ses moments et cumulants d’ordre pair sont identiques à ceux de X1 ; ses moments et cumulants
d’ordre impair ont des valeurs opposées à celles trouvées pour XI.

2) Considérons la somme de deux variables suivant, indépendamment l’une de
l’autre, la première la loi de XI, le deuxième la loi de Y, :

52 prend ses valeurs de -oo à +00 . Pour obtenir sa loi de distribution, on part de la pro-
babilité élémentaire du couple (x1, y, ), soit :

Des intégrations simples conduisent :
pour la densité de probabilité de S2’ à l’expression :

et pour la fonction de distribution à :
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La distribution de S1 est évidemment symétrique par rapport à l’origine. Les moments centrés
et les cumulants d’ordre impair sont nuls. Les cumulants d’ordre pair s’obtiennent en additionnant
les cumulants de même ordre de X, et Y~ (qui sont eux-mêmes égaux). On trouve ainsi, en se repor-

. tant aux expressions (1) :

Ainsi, la somme de deux variables prises, indépendamment l’une de l’autre, la première
dans la partie « droite » et la deuxième dans la partie « gauche » d’une même distribution
normale d’écart-typea , a pour écart-type 0,85250’, alors que si les deux variables avaient été

prises au hasard dans cette même distribution, l’écart-type aurait été f2 cr -=- !.4!42o.

Il convient d’observer que la distribution de S2 est symétrique, mais non normale ; le deuxième
coefficient de Pearson a pour valeur :

La distribution est du type« leptokurtic» ; la courbe représentative présente un point angu-
leux à sa rencontre avec l’axe des ordonnées.

Sur un même graphique (G 1) on a représenté, avec une échelle conventionnelle :

1) La distribution normale d’écart-type cr ;
2) La distribution normale de la somme de deux valeurs prises au hasard dans la distribution

précédente (écart-type !.4!42cr) ;

G 1. - Distribution de la variable S 2
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3) La distribution de S-z (non normale) ; écart-type 0.8525 a ;
4) A titre de comparaison avec la distribution précédente, la distribution normale d’écart-

type 0.8525 a .

Au moyen des tables de -la loi normale, on calcule facilement les valeurs des fonctions

et ~2 (densité de probabilité et fonction de distribution de S2) pour différentes valeurs de ;2 ou-~2013’
Les tables correspondantes figurent en Annexe 1. 

cr ayrz

. Il. - ASSOCIATION SYSTÉMATIQUE
APRÈS DOUBLE SÉPARATION EN DEUX CLASSES

(Dichotomie répétée de la loi normale)

On part maintenant de la loi de SI, telle qu’elle a été définie au paragraphe précédent.
1

1) En considérant la distribution représentée par la partie droite (S2 &#x3E; 0) de la dis-
tribution de S2, on définit une variable X2, qui prend ses valeurs de 0 à -+-00 , et dont la densité de

probabilité est :

Les moments par rapport à l’origine s’obtiennent au moyen d’intégrations qui ne présentent
pas de difficultés particulières. On trouve :

Les moments centrés, obtenus au moyen des formules de transformation habituelles, ont des
expressions compliquées :
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Si, de la même façon, on considère la distribution représentée par la partie gauche (stz 0)
de la distribution de S~, on définit une variable Y~, qui prend ses valeur$ de -oo à 0 et dont la densité
est :

Ses moments et cumulants d’ordre pair sont identiques à ceux de X2 ; ses moments et cumu-
lants d’ordre impair ont des valeurs opposées à celles trouvées pour X~.

2) Comme au paragraphe précédent, nous considérons la somme de deux variables
suivant, indépendamment l’une de l’autre, la première la loi de X2, la deuxième la loi
de Y2.

S4 prend ses valeurs de - 00 à+oo . Pour obtenir la loi de distribution de cette variable, on

part de la probabilité élémentaire du couple (x2 , 1 /i). soit : -

La densité de probabilité de S4 a pour expression :

La fonction de distribution s’exprime par :

Les intégrales qui figurent dans les expressions de P4 et ~4 ne peuvent pas être calculées,
mais, par la méthode qui a été appliquée au paragraphe précédent, on obtient aisément les expres-
sions des moments et cumulants. En se reportant aux formules 3, on trouve :

Ainsi, la somme de quatre variables prises dans une distribution normale d’écart-typecr,
en opérant deux séparations, ou « dichotomies » successives a pour écart-type 0.76!4y,
alors que si les quatre variables avaient été prises au hasard dans cette même distribution, l’écart-
type aurait été 2cr.

La distribution de S4 est symétrique, mais fortement« leptokurtic». Le coefficient Bide Pearson
a pour valeur :

La courbe représentant la densité de probabilité comporte un point anguleux à l’intersection
avec l’axe des ordonnées.

En raison de leur expression compliquée, il n’a pas été calculé de table des fonctions ~ et t....
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GÉNÉRALISATIONS.

On peut envisager de généraliser ce qui précède à un nombre quelconque de séparations,
ou dichotomies successives. Malheureusement, les difficultés d’intégration sont insurmontables dès
la deuxième dichotomie. L’étude des propriétés des sommes S pourrait sans doute être tentée par
d’autres méthodes ; pour les problèmes pratiques que nous avions en vue, cela ne présentait pas
d’intérêt.

III. - AUTRES ASSOCIATIONS SYSTÉMATIQUES

(Découpe de la loi normale en 3 ou 4 classes)

Un intervalle 1: Àa symétrique autour de l’origine découpe dans la loi normale de moyenne
nulle et d’écart-type cr quatre « tranches » auxquelles on fait correspondre (voir figure ci-dessous)
deux variables « extérieures », Xe et Ye, deux variables « intérieures » Xi et Yi ainsi qu’une variable
« centrale » Z~ .

La densité de probabilité de Xe est :

Elle a la même expression pour Ye, avec -00~/2~ -~.or.

La densité de probabilité de Xi est :

Elle a la même expression pour Y ;, avec - 1er ~ Yi ~ 0 .

Quant à la densité de Zc, elle est :

Loi de Zc. - La distribution de Zcest symétrique par rapport à l’origine ; moyenne et mo-
ments centrés d’ordre impair sont nuls. Au moyen d’intégrations simples, on trouve, pour les moments
du 2 et 4’ ordre, les expressions suivantes :

expressions qui se réduisent naturellement à 6z et 304 lorsque l est infini. Des formules précédentes
on peut déduire le coefficient t3i de Pearson.

La fonction de distribution a pour expression :
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On trouvera ci-après (graphique G 2), pour différentes valeurs de À, la représentation gra-
phique de la fonction c~~ (z~). Ses valeurs, celles de la fonction de distribution, ainsi que les valeurs
de tA2, 1-14 et6~, sont données en Annexe 2.

G 2. - Distribution de la variable Zc

Loi de Se = Xe -f- Ye (Xe et Ye indépendants). - L’expression de la densité de Xe
(ou Ye) a été donnée plus haut.

Se "= Xe + Ye est la somme de deux valeurs prises, indépendamment l’une de l’autre, la pre-
mière dans la « tranche extérieure droite », la deuxième dans la « tranche extérieure gauche »
de la loi normale.
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La loi du couple (X, ,Ye) a pour densité :

Des intégrations simples donnent :
pour la densité de probabilité de Se :

G 3. - Distribution de la variable Se
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et pour la fonction de distribution :

Dans le cas général (B quelconque), la fonction te n’est pas intégrable. Dans le cas parti-
culer 1 = 0, on retrouve naturellement les fonctions c~2 et ~1 étudiées au paragraphe 1.

On a représenté, sur le graphique G 3, pour différentes valeurs dea, la fonction tte (se). La
distribution de Se est symétrique et présente un point anguleux au point se = 0. Sur un autre graphi-
que (G 4), on a fait figurer, à titre de comparaison, la loi normale d’écart-typecr, la loi de Se pour
À = t, ainsi que la loi normale de même écart-type (0.6310B voir ci-dessous) que cette dernière.

Le calcul des moments de Se pourrait être entrepris par la même méthode qu’aux para-
graphes 1 et 2. Nous nous servirons cette fois des propriétés de la fonction caractéristique. Pour Xe,
la fonction caractéristique a pour expression :

Celle de Ye s’obtient en changeant t en - t dans l’expression précédente. Il en résulte que la

fonction caractéristique de la somme Se = Xe + Ye (variables indépendantes) est :

G 4. - Distribution de la variable Se
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La deuxième fonction caractéristique est :

v(t)=logu(t)=’Q2t2+IogF(io~t-~)+IogF(-io~t-~)-2log F (-À)
et l’on sait que les cumulants de tous ordres s’obtiennent en développant V (t), ou en prenant les valeurs
de ses dérivées successives pour t = 0.

On vérifie immédiatement que V (0), V’ (0), V"’ (0), sont nuls (distribution symétrique).
On trouve ensuite, en posant ; 

*

(6)
(Loi de Se )

expressions qui, pour ~, = 0, prennent les valeurs respectives 2 (1 --1) cr- et 16 (~ - n2~ ~4n n n

trouvées au paragraphe 1, lors de l’étude de la variable S2’
Connaissant K4, on en déduit ~4 par la relation :

et l’on peut calculer le coefficient 0~ de Pearson.
Les valeurs de la fonction (pe (se), de il2’ ~4 et (5~ sont données en Annexe III pour différentes

valeurs del.

La distribution de Se est du type « leptokurtic » et cela d’autant plus que À est plus grand
(cf. valeurs de B2’ ainsi que la représentation graphique).

L’écart-type de Se décroît lorsque 1 augmente, en restant toujours inférieur àa (sa valeur maxi-
mum a lieu pour À = 0, et est égale à 0.8525 J). Si par exemple, éliminant toute la partie de la distri-
bution initiale gaussienne comprise entre les abscisses±6 , on associe une valeur prise au hasard
dans le reste « extérieur droit » et une valeur prise au hasard dans le reste « extérieur gauche »,
on obtient une distribution à type leptokurtic accusé ((32#4) ayant pour écart-type 0.6310’.

Loi de Si = Xi fi Yi (Xi et Yi indépendants). - La même méthode, appliquée aux varia-
bles « intérieures » X, et Y,, conduit aux résultats suivants :

1) ) La densité de probabilité et la fonction de distribution de la somme Si = Xi ¡- Y;
ont les expressions suivantes :

Dans le cas général (~,quelconque), la fonction ~i n’est pas intégrable. Pour À=oo on retrouve
naturellement les fonctions c~2 et ~2. étudiées au paragraphe 1.

La représentation graphique de (p, (5;) est indiquée ci-après, pour différentes valeurs de A
(graphique G 5). La distribution de Si est symétrique ; elle comporte un point anguleux à sa rencontre
avec l’axe des ordonnées et coupe l’axe des abscisses avec une tangente non horizontale.

2) La première fonction caractéristique de Si est :

et la deuxième fonction caractéristique est :
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G 5. - Distribution de la variable Si

3) Tous les moments et cumulants d’ordre impair sont nuls (distribution symétrique). La
variance est : 

- -

(pour B=oo , cette expression se réduit à 2(1 -~)cr~ , valeur trouvée pour la variance de S! au
paragraphe 1).

Les valeurs de (pi (Si) et de la variance sont données en Annexe IV pour différentes valeurs
de~. Lorsque À augmente, cri2 croît de 0 jusqu’à la valeur limite 2 ( 1 - 2 )a 2 ; mais il faut observer

que la distribution de Si (variable limitée à l’intervalle ± ~Q ) est tout à fait différente d’une distri-
bution normale de même écart-type.

4) Les expressions de 1(4’ ll4et BI sont très compliquées ; on n’a pas jugé utile de les expliciter.
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ANNEXE I

Table de la variable 52

(densité «&#x3E;2 (52) et fonction de distribution ~2 (sz) pour S2&#x3E; 0)

N. B. - S2 est exprimé avec une unité égale à l’écart-type de la distribution normale ayant
engendré la distribution c~z (5~).
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ANNEXE Il

Table de la variable Zc

(Densité pc (Zc) et fonction de d!sthbution$c(Zc) pour Zc &#x3E; 0)

N. B. - Zc est exprimé avec une unité égale à l’écart-type de la distribution normale ayant
engendré la distribution ~c(zc).
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ANNEXE III

Table de la variable Se

(Densité pe (se) pour Se &#x3E; 0)

N. B. - se est exprimé avec une unité égale à (’écart-type de la distribution normale ayant
engendré la distribution Cfe (se).
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ANNEXE IV

Table de la variable S;

(Densité Pi (Si) pour si -&#x3E; 0)

N.-B. - si est exprimé avec une unité égale à l’écart-type de la distribution normale ayant
engendré la distribution Cfi ( s; ).


