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SUR L’EQUILIBRE FORT SELON BERGE

MoussA LARBANI! ET RABIA NESSAH!
Communiqué par Jean Abadie

Abstract. In this paper we study the main properties of the strong
Berge equilibrium, then we prove a theorem of its existence based on
the Ky Fan inequality and finally, we provide an algorithm for its de-
termination.

Résumé. Dans cet article nous étudions les propriétés essentielles de
Iéquilibre fort selon Berge (EFSB) pour les jeux & n personnes, en-
suite nous prouvons son existence en utilisant 'inégalité de Ky Fan et
donnons un procédé adéquat pour sa recherche pratique.

Mots clés : Jeux, équilibre, inégalité de Ky Fan.

1. INTRODUCTION

L’une des particularités les plus importantes de la théorie des jeux est la plu-
ralité des concepts de solutions. Ceci est di au fait qu’il n’existe pas de concept
universel qui tient compte de tous les aspects intuitifs de I'optimalité tels que la
justice, la stabilité et la satisfaction. Notons que la difficulté de la démonstra-
tion de I'existence d’une solution augmente avec le nombre des aspects intuitifs de
Ioptimalité qu’elle prend en considération. Dans les jeux non coopératifs la pro-
priété la plus importante est la stabilité. En 1951 Nash [7] a introduit I’équilibre de
Nash qui garantit la stabilité par rapport a la déviation d’un des joueur seulement
i.e. aucun joueur n’a intérét a changer de stratégie si les autres maintiennent la
leur dans un méme équilibre de Nash. L’équilibre de Nash possede certains dé-
fauts, parmis lesquels on peut citer le fait qu’en général il n’est pas unique, ce
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qui, pour un joueur donné, pose un probleme de sélection de 1’équilibre ou il va
choisir sa stratégie puisqu’il n’est pas str que les autres joueurs choisiront leur
stratégie dans un méme équilibre. Ce probléme a donné naissance, dans les années
60, & la théorie du “raffinement” de 1’équilibre de Nash [10] dont l'idée principale
est d’introduire des perturbations au niveau du choix des stratégies ou au niveau
des fonctions gains des joueurs, afin de privilégier certains équilibres de Nash plus
robustes que d’autres. Dans ce sens, plusieurs concepts d’équilibre ont été intro-
duit, & titre d’exemples on peut citer ’équilibre parfait [9], I’équilibre propre [6],
léquilibre essentiel [11] et 1’équilibre régulier [4]. Mais déja en 1957, Berge [2] a
introduit le concept d’équilibre fort qui assure une stabilité beaucoup plus forte
que celle de I’équilibre de Nash. En effet, si un joueur choisit sa stratégie dans
un équilibre fort, alors il oblige tous les autres a faire de méme i.e. il est stable
par rapport a la déviation de tous les joueurs sauf I'un d’entre eux. Comme un
équilibre fort est aussi un équilibre de Nash (ce fait va étre montré par la suite),
on peut le considérer commme étant un “raffinement” de ce dernier.

L’équilibre fort n’a pas regu d’attention par les chercheurs dans le domaine de
la théorie des jeux, nous n’avons rencontré aucun travail le concernant dans la
littérature (non exhaustive) que nous avons pu consulter. Cet article vient remplir
ce vide. En effet, nous donnons quelques résultats sur ses propriétés, des conditions
suffisantes de son existence et un algorithme pour sa recherche pratique.

Le travail est organisé de la maniére suivante : dans le paragraphe 2 nous
montrons que 1’équilibre fort selon Berge possede des propriétés analogues & celles
du point selle d’'un jeu a deux personnes et & somme nulle ; dans le paragraphe 3
nous étudions le probleme d’existence de cet équilibre et donnons un algorithme
pour sa recherche pratique ; nous terminons ce travail par une conclusion.

2. PROPRIETES DE L’EQUILIBRE FORT SELON BERGE

Dans ce paragraphe nous donnons quelques propriétés importantes de ’équilibre
fort selon Berge et établissons le fait qu’il soit la généralisation de la notion du
point selle d’un jeu a deux personnes et a somme nulle.

Considérons le jeu non coopératif a n-personnes suivant :

(I, X, f(x)) (1)

n
ou I ={1,2,...n} est ensemble des joueurs, X = [[ X; est Uensemble des issues
i=1
du jeu, X; est 'ensemble des stratégies du i-eme joueur, X; CR™, n; > 1,i=1,n;
f=(f1,f2, fn), fi : X — R est la fonction gain du i-eme joueur, i = 1,n;
x = (z1,...,25) est une issue du jeu ou x; € X; est la stratégie du i-eme joueur.
Dans ce jeu, le but de chaque joueur, par le choix de sa stratégie, est de maxi-
miser sa fonction gain.



SUR L’EQUILIBRE FORT SELON BERGE 441

Notations. Onmnote [ —i=1—{i} ={1,...,i—1,i+1,...,n}, Xy = [] X;

jer—i
X=TI II Xi_,on Xi_, =X, ,ViclVjel—i,
i€ljel—i
Tr—i = (T1y ey Tio1, Tig1y s Tn)y VK C I, K # 0, X = [] X;, un élément

€K

de Xk sera noté zg ; si {K;} s < m est une partition de I’ensemble des

i=1,s"

joueurs I alors toute issue z = (1, ...,z,) € X peut s’écrire aussi sous la forme
T = (xKlawa ) mK5)~

Définition 2.1. [2] On dit que T € X est un équilibre fort selon Berge (EFSB)
pour le jeu (1) si

Vi€ I,\V’j € I_iavyf—i € XI—’L'? fj(jiayl—i) < f](f) (2)

Nous avons pris l'initiative d’appeler ce concept 1’équilibre fort selon Berge pour
éviter toute confusion avec le concept d’équilibre fort introduit par Aumann en
1959 [1].

Propriétés.

1. I’EFSB est tres stable. En effet, si un des joueur i € I, choisit sa stratégie
T; d'un EFSB, il oblige tous les autres joueurs a choisir leurs stratégies dans
le méme EFSB : si des joueurs de 'ensemble I — 4 choisissent des stratégies
autres que celles de cet EFSB, aucun d’eux n’améliore son gain. On voit que
cet équilibre empéche méme la formation de coalitions parmi les joueurs.

2. Un EFSB est aussi un équilibre de Nash. En effet, soit T € X un EFSB du
jeu (1) et ¢ € I, supposouns que le joueur ¢ choisisse une stratégie x; autre que
7; alors pour j € [ —i, onaura fi(v;,Tr—i) = fi(T},Tr—gi ), 2:) < fi(T) car
i €1 —j. Ceci étant vrai Vi € I, on déduit que T est un équilibre de Nash.
Dans ce sens 'EFSB peut étre considéré comme un raffinement de ’équilibre
de Nash. Méme dans le cas ou il y a plusieurs EFSB, si un joueur déclare
qu’il va choisir sa stratégie dans un certain EFSB les autres joueurs n’ont
pas d’autres choix que de le suivre alors que dans le cas ol le jeu n’admet pas
d’EFSB et admet plusieurs équilibres de Nash, une concertation des joueurs
est nécessaire au préalable pour fixer ’équilibre de Nash ot ils vont choisir
leur stratégie.

3. Comme I’équilibre de Nash vérifie le principe de la rationalité individuelle
[5], il en est de méme de PEFSB i.e. il donne a chaque joueur le gain minimal
qu’il peut se garantir contre tout comportement du reste des joueurs. En
d’autres termes 'EFSB est un équilibre individuellement rationnel.

4. Comme I’équilibre de Nash, n’est pas en général Pareto optimal, de la pro-
prieté 2 on déduit la méme chose pour 'EFSB i.e. en général il ne vérifie
pas le principe de la rationalité collective [5].

5. I’EFSB jouit d’une stabilité plus forte que celle de I’équilibre fort selon
Aumann [1].
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6. Dans le cas des jeux a deux personnes (n = 2 dans (1)) 'EFSB coincide avec
I’équilibre de Nash. De la on déduit que le concept d’EFSB n’est intéressant

que pour les jeux a plus de deux joueurs.
Dans la suite nous ne considérerons que les jeux a n-personnes avec n > 2.

Lemme 2.1. Supposons que le jeu (1) soit a somme nulle i.e.
> fiz) =0, VzeX.

Si T et T sont deur EFSB pour le jeu (1), alors Vi € I, fi(T) = fi(T).
Preuve. Soient T et T deux EFSB pour le jeu (1). Donc pour i € I, on a

[i@i,yr—i) < fi(T), Yyr—s € X7_3,Vj € I — 1,
1@, vr—i) < f;(@), Vyr—; € X1-,Vj € I —i.

Comme le jeu est & somme nulle, du systeme (3) on déduit que

— [i@i,yr—i) < —fi(@), Yyr—s € X7-4,Vj € I —1,
— [i@i, Y1) < —fi(T), Vyr—i € Xr—,¥j el —1i

{ fil
fi(

Posant y;_; = ZTr—;, et yr—; = T;—; dans (4), on obtient alors pour s € I —i

i.e.

s

) < fi@i,yr—i), Yyr—i € X1y,

— _ (4)
) < fi(@i, ¥r—i), Yyr—i € Xi—.

8|

{ fi(@) < fil@,Troi) = fi(@s,T0, Tr—gi,sy) < filT), )

[i(@) < i@ Tr—) = [il@,T6, Tr—qi,5y) < [ilT).
Le systéme (5) entraine que f;(T) = f;(T) et comme i est quelconque dans I, on
déduit que Vi € I, f;(T) = fi(T).

Lemme 2.2. Supposons que
> fi(z) =0, vz € X.
i=1

Soient 2!, 1 =1,s,1 < s <n, s différents EFSB du jeu (1) et K;, | =1,s, une
portion de l’ensemble des joueurs telle que si i € K, le joueur i chotsit sa stratégie
dans UEFSB z!, alors lissue T = (vk,,Tr,,..,Tk,) constituée de ces stratégies
est aussi un EFSB du jeu (1).



SUR L’EQUILIBRE FORT SELON BERGE 443

Preuve. Montrons ce lemme dans le cas ot s = 2 i.e. les joueurs choisissent leur
stratégies dans deux EFSB, le cas s > 2 se démontre d’'une maniére analogue.
Soient T et T deux EFSB et K l'ensemble des joueurs choisissant leur stratégie
dans T et I — K le reste des joueurs choisissant leur stratégie dans 'EFSB 7.
Montrons que T = (T, Tr—k) est un EFSB pour le jeu (1).

Supposons que Vi € I, fi(Z) = fi(T) = fi(T). Soit i € I donc i € K ou bien
iel—K.

Sii e K, alors T; = T;, d’ou pour j € I — i, on aura

[i(@isyr—i) < f3(@) = £(2), Yyr-i € X1
Sii€l— K, alors ¥; = z; d’olt pour j € I — i, on aura
[i(@isyr—i) < fi(@) = f3(), Yyr—i € X7

On a donc montré que si Vi € I, f;(Z) = fi(T) = fi(¥), alors T est un EFSB pour
le jeu (1).
Montrons maintenant que Vi € I, f;(T) = fi(T) = fi(T).

Les issues T et T sont deux EFSB pour le jeu (1), donc pour i € I, on a

i@ yr—i) < f3(T), Yyr—i € X1-4,Vj € I —1,
[i (@i, vr—i) < f5(T), V91— € X_3,Vj e I —i.

Comme le jeu est & somme nulle, du systeme (6) on déduit que

Ji(@) < fi(@i, yr—i), Yyr—i € X1, (7)
fi(®@) < fi(@i, Yr-i), Yir-i € X1 (8)

Sii € K, on pose y—x = Tr-k, ¢t yx = Tk, le fait que T soit un EFSB et (7)
entrainent que f;(T) < fi(Tk,ZTr—k) = fi(T) < fi(T) et du lemme 2.1 on déduit
que fi(T) = fi(T) = fi(2). _

Siiel—K,onpose yi_x = Tj_k, et yx = Tk, le fait que T soit un EFSB
et (8) entrainent que fi(7) < fi(Tk,Tr-x) = fi(¥) < fi(T) et du lemme 2.1 on
déduit que f;(T) = fi(T) = f:(T). 3

Par conséquent, dans les deux cas possibles on a toujours f;(Z) = fi(T) = fi(Z)
et comme i est quelconque dans I, on déduit que Vi € I, f;(Z) = f(T) = fi(T).

Remarque 2.1. 1. Le lemme 2.1 montre que dans les jeux a somme nulle 'EFSB
possede la propriété d’équivalence i.e. les fonctions gains des joueurs ont la méme
valeur pour tous les EFSB. Dans ce cas, contrairement a ’équilibre de Nash, pour
les joueurs, le probleme de sélection de P'EFSB ou il vont choisir leur stratégie, ne
se pose pas.

2. Le lemme 2.2 montre que dans les jeux a somme nulle 'EFSB possede la
propriété d’interchangeabilité i.e. si les joueurs choisissent leur stratégie dans
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différents EFSB l’issue obtenue est aussi un EFSB. Notons que cette propriété
n’est pas vraie dans le cas de 1’équilibre de Nash.

3. Sachant que les propriétés d’équivalence et d’interchangeabilité caractérisent
la notion du point selle [8] d'un jeu & deux personnes et & somme nulle, des
lemmes 2.1 et 2.2 on peut conclure que ’EFSB est une généralisation de la notion
du point selle d’'un jeu a deux personnes et & somme nulle. Ainsi, dans le cas des
jeux a somme nulle, on peut le qualifier de solution du jeu.

3. EXISTENCE ET RECHERCHE PRATIQUE DE L'EFSB

Vu la tres forte stabilité de ’EFSB, on peut s’attendre a ce que la classe des
jeux pour lesquels il existe ne soit pas assez large et que les conditions de son
existence soient réstrictives. Ceci constitue un défaut majeur de cet équilibre.
Dans ce paragraphe, nous allons établir 'existence de 'EFSB du jeu (1) en utilisant
I'inégalité de Ky Fan [3]. De cette approche nous déduirons aussi un algorithme
adéquat pour sa recherche pratique.

Cette approche consiste a transformer le probleme de recherche de 'EFSB du
jeu (1) en un probléme de recherche des issues T € X qui sont solutions d’une
certaine équation.

En se basant sur (2), on introduit la fonction & valeurs réelles

~

U:XxX-—R (9)

définie par (I,/y\) — U (l‘a/y\) = Z Z fj(wiay};i) - fj($)7

i€ljel—i
o X =1][ [[ X/_,, y€ X (voir notations).
ieljel—i
Remarque 3.1. On a
Ve e X, supV¥ (x,7) >0 (10)
geX

car pour tout z € X, si on prend § = (91, ..., Yn) avec
Ui = (X1—iy e, T1—iy T1—iy -y T1—;) Vi € I (voir notations), on trouve
V(z,y) =2 > filz) = fi(z) =0.
i€ljel—i
Le lemme suivant donne la relation qui existe entre les EFSB du jeu (1) et la
fonction (9).

Lemme 3.1. Les deuz assertions suivantes sont équivalentes
1) T € X est un EFSB pour le jeu (1).
2) supV¥ (z,y) = 0.
gex
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Preuve. 1) Supposons que T € X soit un EFSB pour le jeu (1) ie. Vi € I,
Viel—i,Yyr—i € X1, fj(Ti,yr—i) < f;(T), d'ott
sup¥ (z,y) <O0. (11)
7eX

Les inégalités (10) et (11) entrainent que sup¥ (Z,y) = 0.

geX
2) Supposons que sup V¥ (Z,y) = 0, alors on a
gex
vieX, Y Y Si@yio) - fi@ <o. (12)

icljel—i
Soient i et jo deux éléments de I tels que jg € I— ig.

. Pour i € I — iy, j € I — i, posons yf;_i =Tj_; et pour i = ig, j € I — {jo,i0},

y]_; = T, alors (12) devient

Vyf—o_io € X1—igs fjo(fimy}o—io) < fjo (E)

Comme g et jo sont quelconques dans I, on déduit que T € X est un EFSB pour
le jeu (1).

Le probleme maintenant est de chercher des conditions suffisantes pour que
Iéquation (2) du lemme 3.1 admette une solution. Dans le théoréme suivant nous
allons établir de telles conditions.

Théoréme 3.1. Supposons les conditions suivantes satisfaites.
1) Les ensembles X;, i = 1,n sont non vides, convexes et compacts.
2) Les fonctions fi, i = 1,n sont continues sur X et les fonctions
yr—i — fi(xi, yr—i), i €I, j € I —i, sont concaves sur Xr_;,Vz; € X;.
) VeeX,yeX telqueVielI,Vjel—i Vir_; € Xy,
fi(@istr—i) < fi(zi,yr—i)-

Alors le jeu (1) posséde au moins un EFSB.
Preuve. Introduisons la fonction & valeurs réelles suivantes.
Q:XxX—R (13)

définie par (z,y) —  Q(z,y) = > > fi(zi,yr—i) — f;(x).
ieljel—i
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D’apres la condition 3) du théoréme 3.1, nous avons
Vee X,Jye X telqueVie I,Vj eI —1,
Vir—i € X1, fi(witr—i) < fi(@i, yr—a).
En tenant compte de (9) et (13), on déduit que

~

Ve e X, Jye X, tel que ¥ (z,t) < Qx,y), vie X. (14)
Des conditions 1) et 2) du théoréme 3.1, on déduit que la fonction z — Q(x,y)
est continue sur X, Vy € X et la fonction y — Q(z,y) est concave sur X, Vo € X.
Comme Q est définie de X x X dans R, X est convexe et compact, on conclue que

cette fonction satisfait toutes les conditions de l'inégalité de Ky Fan [3] et par
conséquent :

Iz € X, supQ (T,y) < supQ (z,z).
yeX ze€X

Or par construction de 2, on a Vz € X, Q (x,2) = 0, donc

supQ (7,y) < 0. (15)
yeX

Les inégalités (14) et (15) entrainent que

sup ¥ (Z,1) <O0. (16)
teX

Les inégalités (10) et (16) entrainent que sup¥ (Z,1) = 0 et d’aprés le lemme 3.1

teX
T € X est un EFSB pour le jeu (1).
Remarque 3.2. Posons
a= inf supV (z,79). (17)
zeX @\e)?

Si les fonctions f;, i« = 1,n sont continues et les ensembles X;, i = 1,n sont non
vides et compacts. Alors
a =min max¥ (z,7).
w€X geX

Si on tient compte des remarques 3.1, 3.2 et du lemme 3.1, on déduit la proposition
suivante qui est une condition nécessaire et suffisante d’existence d’'un EFSB.

Proposition 3.1. Supposons que les fonctions f;, i = 1,n sont continues et les
ensembles X;, i = 1,n sont non vides et compacts.
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Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

1) le jeu (1) posséde au moins un EFSB.

2) a=0.
De cette proposition, on déduit le procédé suivant de recherche pratique de 'EFSB
pour le jeu (1) :

Procédé 3.1.
Etape 1. Calculer la valeur a de (17).
Etape 2. D’apres la remarque 3.1, on a o > 0.

- Si @ >0, alors le jeu (1) n’admet pas d’EFSB.
- Sia =0, alors les issues T € X vérifiant SUPge % U (Z,y) = 0 sont des EFSB

pour le jeu (1).

Remarque 3.3. Si toutes les conditions du théoreme 3.1 sont satisfaites, alors la
condition = 0 de ’étape 2 du procédé 3.1 est garantie et ce procédé donne au
moins un EFSB pour le jeu (1).

Exemple 3.1. Supposons que dans le jeu (1) n = 3, X; = [0,1], i = 1,2,
X3 = [71, ].] , T = (331,392, 1’3) € X = X1 xXoxX3. fl(ﬂf) = 21122 COS(1L'37T/2)7£L'2,
fo(x) = 21 — 27/2, fa(x) = 21 cos(waw3m/2).

Les conditions 1) et 2) du théoréme 3.1 sont satisfaites.

Montrons que la condition 3) du théoréme 3.1 est satisfaite i.e.
Vee X, Jye X telqueVe € I,Vj € I — 1,

Vir—i € Xi—i, fi(witi—i) < fi(@i, yr—i)-

En effet, soit = (21, 22,23) € X1 X X2 x X3.
— Pour z3 € [-2/3,2/3], on pose y = (1, 1,0).
Pour i =1 on a V(ta,t3) € Xo x X3
falwr,ta, t3) = 1 — 27/2 < fo(z1,y2,y3) = 1 — 27 /2,
f3(w1,t2,t3) = m1 cos(tatsm/2) < f3(x1,y2,¥3) = 71
Pour i =2 on a V(to,t3) € Xo X X3
fi(t1, z2,t3) = 2t1x2 cos(tam/2) — xa < f1(y1, T2, y3) = 22,
fa(tr, w2, t3) = t1 cos(zatsm/2) < fa(y1,22,y3) = 1.
Pour i =3 on a V(t1,t2) € X1 x Xo
fi(t1, ta, x3) = 2t1ta cos(xam/2) —ta < f1(y1, Yo, x3) = 2cos(zzm/2) — 1,
falti,ta, x3) = t1 —13/2 < fo(yr, yo, v3) = 1/2.
— Pour z3 € [-1,-2/3]U[2/3,1], on pose y = (1,0,0).
Pour i =1 on a V(ta,t3) € Xo x X3
fo(@1,ta,ts) = 21 — 23 /2 < fo(z1,Y2,¥y3) = 21 — 23 /2,
fa(w1,t2,t3) = w1 cos(tatam/2) < fa(z1,y2,y3) = 1.
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Pour i =2 on a V(ta,t3) € Xo X X3
fi(t1, 2,t3) = 2t13 cos(tam/2) — 2 < fi(y1, 72,y3) = T2,
fg(tl,iﬂg,t;g) = tl COS(IthTF/Q) S fg(yl,l‘g,yg) =1.

Pour i =3 on a V(t1,t2) € X1 X Xo
fl(tl,t2,$3) = 2t1t2 COS(.Z‘37T/2) — tQ S fl(yl,yg,Ig) = 0,
fatr, to, x3) = t1 — t3/2 < folyr, y2, 3) = 1/2.

Donc d’apres le théoréeme 3.1, ce jeu possede au moins un EFSB.
On vérifie par le procédé 3.1 que T = (1,0, 1) est un EFSB pour ce jeu.

Ona a=min max¥ (z,7).
zeX HeX

Comme max¥ (Z,7y) = max [Z > fj(fi,y}ﬂ‘) - fj(f)] )

yeX yeX |ieljel—i

d’ott max¥ (Z,7) =5 3 { max _fj(fi,yi_i)fj(f)]'

geX icljel—i |Y1—i€X1—i

On vérifie facilement que max f; (Tl,y}ﬂ) =fi@), Viel,Vjel—i,
Yr—i€Xr—i
d’ot max¥ (Z,y) = 0, et en tenant compte de (10), on déduit que o = 0.
geX

Remarque 3.4. La concavité des fonctions f;, i = 1,n, et la condition 3) du
théoreme 3.1 ne sont pas nécessaires pour 1’éxistence de 'EFSB, car il existe des
jeux ne les vérifiant pas et possédant un EFSB.

Exemple 3.2. Supposons que dans le jeu (1) n =3, X; =[-1,1];i = 1,3 et Xy =
3
[Oa 1] aX = HXi) T = (1’1,35'2,1'3) S Xa fl(x) = T1T2 COS((l + 333)7T/2) — T2+ ﬂf%,
i=1
fo(x) = o + a3 — 223, fa(x) = 27 + a3 + 223,

La condition 1) du théoréme 1 est évidemment satisfaite, alors que les fonctions
fi, i = 1,n ne sont pas concaves. Montrons que la condition 3) du théoréme 3.1
n’a pas lieu.

Considérons l'issue z = (0,0, 0), supposons que Jy € X tel que

Viel,Vjel—iVti_;e X, fi(0,tr—:) < f;(0,yr—i). (18)
Pouri=3,0n a

J1(0,t1,t2) = —ta < —y2, Y(t1,t2) € X1 x Xo. (19)

f20,t1,ta) =88 +15. <y + 93, Y(t1,t2) € X1 x Xo. (20)
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L’équation (19) entraine que y2 = 0 et (20) entraine que y2 = 1, comme la com-
posante y2 n’est pas la méme dans (19) et (20), on conclue que (18) n’a pas lieu.
On vérifie facilement que le point (1,1, —1) est un EFSB pour le jeu (1).

3.1. CAS OU LES FONCTIONS GAIN SONT A VARIABLES SEPAREES

Au cours de cette étude nous avons constaté que lorsque 'EFSB existe, il est
presque souvent un maximum pour toutes les fonctions gain. Ceci constitue éga-
lement un défaut majeur de cet équilibre. Dans ce paragraphe nous allons mettre
en évidence une classe de jeux pour lesquels ce défaut est vérifié.

Proposition 3.2. Supposons que dans le jeu (1) les fonctions gains soient de la
forme

Vi€l fi(zy,ma,.mn) = aji(x:). (21)
i=1

Alors, les deux propositions suivantes sont équivalentes
1) T € X est un EFSB pour le jeu (1).
2) T € X est un mazimum pour toutes les fonctions f;, i = 1,n.

Preuve. Supposons que T € X soit un EFSB pour le jeu (1) i.e. Vi€ I,Vj € I —i,
Vyr—i € X1, [i(@i,yr—i) < f3(T) ie. Yie I, Vj €1 —i,Vyr; € X1,

a1 (Y1) + oo+ s (B) + oo+ @i (yn) <D _au(@). (22)
=1

Soit [ € I. Montrons que Vy € X, fi(y) < fi(%).
Soit k € I —[. Commengons par montrer que
Vsel—k, Vys € Xg, ais(ys) < ais(Ts). (23)

Soit s € I — k, posons i = k et j = [ dans (22), alors si on choisit y;_r € X_j tel
que yp =Tp, p € I — {k, s} et ys et quelconque dans X, on obtient

als(ys) < als(fs);v Ys € X

i.e. on a montré (23).
Il reste & montrer que

ai(yr) < a(Th), V yr € Xi. (24)
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Soit maintenant s € I — {k,l}, posons i = s et j = [ dans (22), alors si on choisit
Yr—s € X1, tel que y, =Tp, p # k et yx est quelconque dans Xy, on obtient

ae(yr) < a(Tw), ¥V yr € Xi

i.e. on a montré (24).
Les inégalités (23) et (24) entrainent que

Vs € Ia vys S Xsa als(ys) § als(fs)v donc Vy S Xa fl(y) S fl(f)a

et comme [ est quelconque dans I, on conclue que Z est un maximum pour toutes
les fonctions f;, i = 1,n.

Réciproquement. Supposons que T € X est un maximum pour toutes les
fonctions f;, i = Lnie Vj eI, Vye X, fily) < fi(® douViel,
Viel—i, Yyi—, € Xi—i, [j(@Ti,yr—i) < f;(T), donc T € X est un EFSB pour le
jeu (1).

Remarque 3.5. 1) Si les fonctions f;, i = 1,n, sont linéaires i.e. Vj €

n
I, fi(z1,22,....xn) = > ajx;, o aj; € R, elles sont de la forme (21), d’ou

i=1
la conclusion de la proposition 3.2 est vraie aussi pour le cas linéaire.
2) Dans le cas quadratique il existe des jeux ayant un EFSB qui n’est pas un

maximum pour toutes les fonctions gain, I’exemple suivant illustre cette situation.

Exemple 3.3. Supposons que dans lejeu(l),n=3,X;=[-1,1],i=1,3 et Xy =
0,1], == (z1,22,23) € X = HXz; fi(@) = z322, fo(x) = 2321 €t f3(2) = 122,

On vérifie facilement que T = (0 0,0) est un EFSB, alors que f; atteint son
maximum en x = (1, 1,1), Vo1 € X5, fo atteint son maximum en z = (1,9, 1)
ouz = (—1,x2,—1), Vaa € X3 et f3 atteint son maximum en z = (1,1,z3),
V3 € X3.

Remarque 3.6. Dans le cas général les deux situations peuvent avoir lieu. En
effet, si on revient a I’exemple 3.1 on remarque que max fi(xz) =1 est atteint au
x€

point z = (1,1,0), alors que f1(Z) = 0. mea%fg(x) = 1/2 est atteint au point
x
x = (1,z2,23), V(z2,23) € Xo x X3, alors que f2(T) = 1/2 maxfg( ) =1 est

atteint au point x = (1, 22,0), Vo € X3, alors que fo(T) =

Si on revient & I’exemple 3.2 on constate que (1,1, —1) est un EFSB ou toutes
les fonctions gain atteignent leur maximum. On peut méme avoir la situation ou
un jeu possede un EFSB et un maximum commun a toutes les fonctions gains
n’existe pas. Cette situation est illustrée par 'exemple suivant :

Exemple 3.4. Supposons que dans le Jeu (1), n=3,X; =[-1,1,i=1,3
et Xo = [0,1], z = (z1,22,23) € HX“ fi(z) = x3xe, fo(z) = x371 €t
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fa(x) = —z1229. Alors T = (0,0, 0) est un EFSB pour ce jeu alors que f; atteint son
maximum en x = (1, 1,1), Vo1 € X3, fo atteint son maximum en z = (1,9, 1)
ouz = (—1,22,—1), Vz2 € X5 et f3 atteint son maximum en z = (—1,1,z3),
Vz3 € X3.

CONCLUSION

Dans cet article nous avons donné quelques propriétés intéressantes de 'EFSB et
nous avons traité le probleme de son existence et sa détermination pratique. Dans
le lemme 3.1 et la proposition 3.1 nous avons établi des conditions nécéssaires
et suffisantes d’existence de cet équilibre sous des conditions assez générales sur
les ensembles des stratégies et sur les fonctions gain des joueurs. A Taide du
théoreme 3.1, nous avons trouvé des conditions qui garantissent ’existence de
IPEFSB. Notons que I’hypothese 3) du théoréeme 3.1 est assez difficile & vérifier.
Enfin, nous avons donné un algorithme de recherche pratique de cet équilibre.
Beaucoup de choses restent a faire en ce qui concerne ’'EFSB. Nous pensons que
ce travail peut étre développé dans au moins trois directions : la premiere est
d’étudier le cas ou les ensembles des stratégies des joueurs sont finis, la deuxieme
est de généraliser ces résultats au cas ou les joueurs sont incertains par rapport
aux données du jeu et au cas des jeux différentiels.
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