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RECHERCHE D’UN QUASI-ORDRE MEDIAN
A PARTIR D’UN PROFIL DE RELATIONS FLOUES (*)

par O. Laviaute (1)

Communiqué par Bernard Roy

Résumé. — Nous présentons une démarche permettant de rechercher un quasi-ordre proche (au
sens d’une distance que nous définirons) d'un profil de relations binaires ou floues codant des
préférences individuelles sur un ensemble de n objets. Le principe de la recherche du quasi-ordre
le plus proche du profil pour un ordre sous-jacent donné est étudié.

Mots clés : Optimisation, quasi-ordre, aide multicritére 2 la décision, programmation dynamique.

Abstract. — A method for seeking and identifying :a neighbouring semi-order of binary or fuzzy
relations is proposed. The research of the nearest semi-order for a given underlying order is studied.

Keywords: Optimization, semi-order, multicriteria decision aid, dynamic programming.

1. INTRODUCTION

Le probleme de l'agrégation d’opinions a ét€ abordé dés la fin du
xvir® siecle par Borda puis Condorcet dans le cadre de la théorie du vote.

Nous nous placons ici dans le cas ou.les préférences sont exprimées
sous forme de relations binaires ou floues. Nous appelons relation floue une
relation qui, 2 chaque couple d’objets, associe une valeur réelle de ’intervalle
[0, 1]; cette valeur pour un couple (x;, x;) est le reflet de la plus ou moins
grande confiance que 1’on place dans I’assertion « xz; est préféré a x; ».
C’est le cas, par exemple, des matrices de surclassement issues d’une phase
d’agrégation partielle d’opinions multicriteres (Roy [1985]).

Nous recherchons une structure symbolisant une préférence collective en
minimisant un €loignement par rapport a ’ensemble des relations.

(*) Regu en février 1995.
(1) EN.LT.A. de Bordeaux, Laboratoire de Mathématiques Appliquées, BP 201
33175 Gradignan Cedex.
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312 0. LAVIALLE

La NP-complétude des problémes de recherche d’une telle structure a
partir d’un profil de relations binaires a été démonirée par Wakabayashi
[1986] lorsque la distance adoptée est celle de la différence symétrique (la
structure recherchée est alors appelée structure médiane) et que la relation
recherchée est un ordre total, un ordre partiel ou un préordre. Hudry [1989]
a complété ces résultats en démontrant entre autres que le probléme de la
" recherche d’un quasi-ordre médian était également NP-complet.

Peu de travaux ont apparemment été effectués sur la recherche du quasi-
ordre médian d’un profil de relations. Michaud et Marcotorchino [1979],
[1981] proposent une démarche issue de I’optimisation linéaire pour résoudre
I’ensemble des problémes de recherche de médianes, mais avec un nombre
de contraintes impressionnant pour les quasi-ordres. Jacquet-Lagréze [1975]
propose une heunsthue dans le cas particulier de 1’approximation d’une
relation binaire unique par un quasi-ordre. Citons encore Hudry [1989] qui
propose d’utiliser un algorithme fondé sur la technique du recuit simulé.

Pour notre part, nous proposons de rechercher le quasi-ordre le plus proche
du profil des relations de surclassement parmi les quasi-ordres ayant un ordre
total sous-jacent identique. Nous présenterons rapidement les applications de
ce principe d’amélioration locale.

2. NOTION DE DISTANCE

.

Soit X = {z1, ..., zn} I'ensemble des n objets soumis a évaluation.
Pour chaque juge 7, la phase multicritere a conduit a 1’élaboration d’une
relation globale de préférence R, .

La relation R, qui exprime les préférences de I’individu 7 sur les n objets
est une relation binaire ou floue. Nous considérons par la suite que c¢’est
une relation floue 2 valeur dans I’intervalle [0, 1]. Nous pouvons associer a
chaque relation R, une matrice de préférence A, carrée d’ordre n dont les
termes sont a valeurs dans I’intervalle [0, 1].

Nous notons II = (Ri, ..., R;, ..., Ry) le profil des T relations
individuelles.

Soit R, une relation floue et R une relation binaire quelconque, nous
. _ T .. » T .. 1
posons : 6(R,, R) = E |r; — 7ij] ol r]; et rij sont les valuations des deux

relations pour le couple (zi, ;) mf; € [0, 1] et 75 € {0, 1}.
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Chercher la relation qui minimise 1’éloignement au profil IT au sens de la
distance 8, c’est chercher RO telle que :

T T
A, R%) =) 6(R., R") = min > &(R:, R).
=1

7=1

Si les relations R, sont des relations binaires, RO est appelée la relation
médiane du profil (ie. R® minimise la distance de la différence symétrique)
(Barthélémy, Monjardet [1981]). Par extension, nous appellerons encore R°
la relation médiane du profil dans le cas de relations floues.

T
Soit R la relation valuée\s/o_mme des relations R, : 7"5 = Z riT]»
T7=1
Il est immédiat que la relation médiane recherchée RO est telle que :

ril I
A(I, R%) =T x |min ~ 2y 2
I, &) R Z T Z T
iRy iRy
La recherche de la relation médiane d’un profil de relations floues est
donc réduite a I’approximation d’une relation unique floue, « moyenne » de
I’ensemble des relations du profil, par une relation binaire. Dans la suite,
nous ne considérerons donc plus les relations individuelles, mais la relation
R™ et nous cherchons R telle que : Z (T - r{][) + Z rg soit minimum.
iR%j iR%j

3. QUASI-ORDRE

3.1. Définitions

La notion de quasi-ordre a été introduite par Luce [1956] sous le nom
de « semi-order ». Cette structure, ainsi que celle d’ordre d’intervalles assez
voisine, permet de représenter des préférences a seuil; ce seuil est constant
pour le quasi-ordre et variable pour I’ordre d’intervalles (?) (Scott, Suppes
[1958], Fischburn [1970]). Voir Monjardet [1978] pour une étude complete
de I’axiomatique des quasi-ordres.

(?) Cette assertion est restrictive dans la mesure ol un quasi-ordre peut &tre défini 2 partir d’une
fonction f et d’un seuil ¢ non constant sous la simple condition que f + ¢ (f) soit monotone non
décroissante; dans ce cas, il est d’ailleurs toujours possible de revenir 2 un seuil constant par simple
transformée monotone de f.

vol. 31, n°® 3, 1997



314 0. LAVIALLE

DEFINITION 1 : Soit Q une relation binaire sur X2. Q est un quasi-ordre
s’il existe une fonction f définie sur X et & valeurs dans R et un réel
@ > 0 tels que :

Vi,j  iQj & f{H)=2f0)-e ey

Nous pouvons interpréter ¢ comme un seuil d’indifférence. Si la valeur
f (2) attribuée a 7 est plus grande que la valeur attribuée a j et si la différence
des deux valeurs est significative, alors 7 est « préféré » a j. Si la différence
est inférieure a ¢, on admet qu’il y a indifférence entre ¢ et § (Fishburn
[1985]).

A partir de la définition d’un quasi-ordre, nous pouvons définir :

— P, une relation de préférence stricte, telle que : i Pj < iQj et j Q,
— I, une relation d’indifférence, telle que : i1 j < 1 Qj et j Q1.
Partant, (1) s’écrit :

ily e [fO)-FfUl<e

iPj e f@)-f0U) >e

P est la «la partie stricte » de Q.

Yz, Zj € Xz{

3.2. Intérét de la structure de quasi-ordre

La transitivité de la relation de préférence stricte est évidente et nous
ne remettrons pas en cause son principe (). En revanche, un intérét de la
structure de quasi-ordre réside dans la possibilité de considérer des relations
d’indifférences non transitives; ceci est une conséquence directe et naturelle
de V’effet de seuil :

soient z;, z;, T, € X° telsque f(3) > f(5) > f(k)

avec f(1)—fU) <@, fU-fR)<e et fE)—-f(k)>0
alors 13,71k et ¢+ Pk.

Chercher un quasi-ordre c’est admettre qu’un objet peut &tre faiblement
préféré a un autre (i.e. trop faiblement pour parler de préférence stricte)
et le deuxieme faiblement préféré a un troisiéme, le premier étant
« significativement » préféré au troisieme.

(®) Méme si I’aspect multicritére du jugement implique Ia possibilité de non transitivité, notre
objectif est un ordonnancement des objets.

Recherche opérationnelle/Operations Research
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La notion de seuil de préférence et celle (finalement voisine) de seuil de
différenciation sont des notions essentielles dés lors que 1’on travaille sur des
résultats d’évaluation ou la notion de seuil différentiel est implicite (analyse
psychosensorielle par exemple).

Nous pouvons ajouter & la liste des arguments en faveur de la structure
de quasi-ordre, le fait que ceux-ci contiennent les ordres totaux et préordres
totaux et soient en nombre trés supérieurs (Chandon, Lemaire, Pouget [1978],
Dean, Keller [1968]). L’approximation au sens de la distance définie au point
2 ne peut donc étre que meilleure.

Il est & noter que I’ordre d’intervalle posséde des propriétés similaires 2
celles énoncées pour le quasi-ordre. Toutefois, 1’ordre d’intervalle constitue
une « relaxation » particulierement forte d’un préordre total; en fait, la
présence d’un seuil variable permet I’existence de configurations difficilement
interprétables dans le cas d’une structure codant pour un ensemble de
préférences.

A la lumiére des arguments développés ci-dessus, il apparait que la
structure de quasi-ordre offre un.compromis satisfaisant entre la volonté
de hiérarchiser les objets et la proximité au profil.

4. QUASI-ORDRE A DISTANCE MINIMUM POUR UN ORDRE SOUS-JACENT
DONNE

4.1. Définitions

Soit @, un quasi-ordre donné; a @ correspondant un préordre total
sous-jacent R unique défini par :

Vzp € X, jPk = 4Pk
Vi, z; €X22'Rj & et ‘
Vi € X, kPi = kPj
Un préordre total est un ordonnancement total de classes au sein desquelles
les éléments sont supposés indifférents. Deux éléments seront ici supposés

indifférents dés que les relations les liant a tous les autres éléments seront
identiques.

Soit la matrice A (n x n) d’adjacence du graphe associé a un quasi-ordre
donné.

Choisissons une permutation compatible avec le préordre sous-jacent
(Jacquet-Lagreze [1975]). Soit 1, 2, ..., n 'ordre des lignes et des colonnes
ainsi obtenu.

vol. 31, n® 3, 1997



316 . 0. LAVIALLE

Par suite, la matrice se présente sous forme d’un tableau en escalier
(Menuet [1974]) :

Un ordre total O est compatible avec un préordre donné R des que : V z;,
z; 105 = iRj. :

Pour un préordre total comptant m classes d’effectif n; (1 < i < m),
le nombre d’ordres compatibles est le produit du nombre de permutations
possibles au sein de chaque classe, soit :

m
f o
1=1

On appellera ordre sous-jacent d’un quasi-ordre @ tout ordre qui sera
compatible avec le préordre sous-jacent de Q.

La caractérisation d’un quasi-ordre par une matrice en escalier a été
précisée par Chandon, Lemaire et Pouget [1978]; nous reprendrons pour
partie leurs notations et définitions.

DeriNtTIoN 2 : Un escalier sous-diagonal d’ordre (n, k) avec 1 < k < n
est une double suite d’entiers de : (ag, Br)i1<e<q telle que :

0<a1<...<ag1<ag=mn
0<P1<...<fBg-1<PBy=k
a¢ > Be pourtout £<gq

ou g.est un entier non nul — en fait ¢ < min(n, kK + 1) — qui représente

le nombre de points nécessaires pour caractériser complétement un escalier
sous-diagonal donné.

L’escalier est représenté par un chemin situé sous la diagonale principale.
Les parties saillantes des marches sont les points de coordonnées (0, 0),

Recherche opérationnelle/Operations Research
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(01, 1), ---, (ag=1, Bg—1); le point (ay, B,) étant le point d’arrét du
chemin qu’il soit « saillant » ou non (il est a noter que dans la définition
initiale B,_1 < [, et le chemin se termine obligatoirement par une partie
saillante). Un chemin est donc entiérement défini par son nombre de parties
saillantes et la liste de celles-ci.

Chandon et al. proposent-la représentation d’un escalier sous-diagonal
dans N x N en orientant 1’axe vertical vers le bas.

Exemple : soit P'escalier sous-diagonal défini par la double suite (2, 1)
3, 3) (5,4) (6, 4), sa représentation est :

La proposition suivante (toujours due a Chandon et al.) acheéve de
caractériser le rapprochement entre escaliers sous diagonaux et quasi-ordres :

ProposiTION 1 : Soit un ordre O sur les n éléments d’un ensemble X.
Notons z1, x2, ..., xn les n candidats classés selon O. L’application qui
a tout escalier sous-diagonal d’ordre (n, n) caractérisé par la double suite
(ae, Be)i1<e<q associe la relation de matrice A = [aj;] et définie par :

{ aij = 1d'ilexiste k tel que a_1 < i < ag et j > Pr_1
= 0 sinon (avec ag = 0)

est une bijection de I’ensemble des escaliers sous-diagonaux d’ordre (n, n)
sur l'ensemble des quasi-ordres ayant O comme ordre sous-jacent.

4.2. Quasi-ordre a distance minimale pour un ordre sous-jacent donné

Soit un ordre O donné sur les n objets de X. Parmi les quasi-ordres ayant
O comme ordre sous-jacent, nous nous proposons de rechercher celui qui
minimise la distance au profil.

vol. 31, n® 3, 1997



318 0. LAVIALLE

Notons 1, 2, ..., Zn les n candidats classés selon O et QO le quasi-ordre
recherché.

Par définition A (Q°, IT) < A (O, II).

Soit A? 1a matrice de @Y, le gain en distance correspond 2 1’ensemble des
« 1 » situés sous la diagonale dans A°. Nous pouvons écrire :

AQ%, M -A(0, M= > af(T—-2a])<0.
n>i>j>1

Chercher Q°, c’est donc chercher parmi I’ensemble des quasi-ordres Q
dont O est ordre sous-jacent celui qui minimise A (@, II) donc la quantité :
AQ M) -A, )= > a;(T-24})

n>i>j3>1

Soit un point de coordonnées (, 3) dans N x N avec 1 < < a < m.

Nous noterons E,z 1’ensemble des escaliers sous-diagonaux d’ordre («, ).

Soit e € E,p, caractérisé par (g, fe)1<e<q- Nous pouvons associer a e,
la relation de matrice A définie par :

aij = 1s'ilexiste k tel que a1 < i < a et j > Br_1
{ = 0 sinon (avec ag = fp = 0)
Nous noterons une telle matrice A = ¢ (e).
Par suite, nous définissons le poids du chemin e par :
¢(e) = Z aij (T — Za}-}).
a>i1>j>1

Associons maintenant a tout point (o, £)1<g<a<n le poids ¢ (o, B) défini

par : {{o, B) = i ¢ (e).
ProrosITION 2 :

(o, ) =min(¢(a, B-1); ((a—1, B)+ (T —2ag;)).

a>j>p
Preuve :
e Soit e € E, g_; caractérisé par (ag, B¢)1<e<q- Prolongeons cet escalier
jusqu’a («, B) en un chemin €.
o) =a VI
¢’ est alors caractérisé par (o, By)1<e<q avec : By = Be, VE<gq

By =Py +1=p

Recherche opérationnelle/Operations Research
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Soit A = ¢(e) et A = ¢(¢’). Pour tout k = 1 2 ¢q, oy = a et
Br-1 = Bi_;-
Partant, pour tout couple (7, 7) :
(ag—1 <i<oaretj>PFro1) & (af_g<i<ajeti>PFr_y)

d’oll a;; = aj; pour tout i et tout j et A = A’

((e'): Z a'i]-(T—2ag-): Z aij(T—Zag)-_—C(e).

a>i>32>1 a>i>g>1
Nous en déduisons notamment :

C(CK)B_l)ZC(a’ /8) (2)
en effet, il existe e € F, g_1 tel que ((a, B — 1) = ((e) donc il existe
e € Ey g tel que ((€/) = ((a, B—1) = ((e).

e Soit e € F,_1, g caractérisé par (ay, B¢)1<e<q. Prolongeons cet escalier
jusqu’a (e, () en un chemin €. '
e’ est alors caractérisé par (aj, 3])1<¢<q tel que :

oy =ap, VE<gq
By =Be, VI

I —
g =

Soit A= ¢(e)et A" = ¢(¢'). Pourtout k =12 q, op < af et Bg—1 = B,_;-
Ainsi, pour tout couple (7, j) :

o ag+1=oq.

(ap—1 <i<aretj>pfBr-1) = (df_q<i<ajetj> Br_1)

d’olt ajj = 1 = aj; = 1 (pour tout i et tout j).

Pour i = oy = @, a;; = 0 et a,’L-J- =1si 5> ;1 =8 dou
() =Cle) = Y (T - 24l
a>j>p
et par suite :
(la, By <Cla—1, 8+ > (T-2al}) 3)
a>j>0
@et(3) & ((a, f) <min(((e, B-1); ((a—1,8)+ > (T-2al)).
a>j>p3

e Soit 1’escalier sous-diagonal ¢ € Ey p tel que ((a, B) = ¢(e%).
e¥ passe soit par le point de coordonnées (o — 1, B), soit par (o, B —1) :
— si €0 passe par (a, B8 —1) alors il existe un chemin e € E, g_1 tel que

Cle) = ¢ (") et ¢(a, B-1) < ((a, B)
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— si e passe par (o — 1, 3) alors il existe un chemin e € Eqo_1,p tel que

C(e)+ > (T—2al)=¢ (") et ((a—1, B)+ > (T—2al)<( (e, B)

a>5>p a>p>3
d’ou
((a, ) 2min(¢(a, B-1);C(a—1, B)+ > (T-2aj))
a>3>0

COROLLAIRE 1 : Soit I’escalier sous-diagonal €° € E,, g tel que

C(a, B) = ¢ ().
- 8i ((a, B—1) = ((a, B) alors il existe un escalier e € E, p_1 se
prolongeant en 9.

-Si(a—1,8)+ Z (T-2 agj) = ((a, B) alors il existe un escalier
a>j>p
e € Eqn_1,5 se prolongeant en el

ProrposiTioN 3 : ¢ (n, n) = A(QP, II) — A (O, TI)
((n, n) = min ( Z ai; (T — 2ag-)) avec e caractérisé par
e€Bnn 5S>l
(0w, Be)i<e<q et A = [a;;] définie par :
{ a;; =1 s'il existe k tel que ax_1 < @ < ag et 7> Br_1
= 0 sinon (avec ag = 0)

D’apres la Proposition 1, 1’application associant un escalier sous-diagonal a
la matrice d’un quasi-ordre est une bijection.

Il existe donc e¥ € E, » unique associé a Q°, tel que, par définition
de QO :
. I
C(eo) = Z a,?]- (T - 2ag~) = eemEl,{l ( Z aij (T — 2a;j))

n>>j3>1 n>i>j5>1

Par les Propositions 2 et 3, nous pouvoﬁs calculer A (Q0, II). L’existence
de Pescalier sous-diagonal e correspondant est donné par le Corollaire 1.

4.3. Algorithme

Le principe de 1’algorithme reprend point par point ce qui vient d’étre
énoncé. La premiére étape consiste a construire de maniere itérative les poids
relatifs aux points sous-diagonaux depuis (0, 0) jusqu’a (n, n). Ensuite,
I’escalier correspondant 2 Q° est construit en cherchant a chaque point
de coordonnées (o, ) I’antécédent parmi (o — 1, ) et (o, B8 — 1). A

Recherche opérationnelle/Operations Research
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chaque point, nous sommes donc capables d’associer le meilleur chemin en
fonction des chemins optimaux associés a ces prédecesseurs (points situés
immédiatement au dessus et a gauche); en cela 1’algorithme reléve bien
entendu de la programmation dynamique.

Initialisation des poids
Pour « =1an

le poids (¢, 0) est calculé directement par ¢ {(«, 0) = Z (T -2 ag
a>1>3>0
Poura=1lanetf=1ac

le poids ¢ (a, B) est initialisé par : Z (T - Zagj
a>j3>f
Calcul des ¢ (o, B)
Poura=1lanetf=12aa
¢(a, B) = min(¢(a, B-1); ((a—1, B) +((a, B))

m{a, B) =1si((a, ) ={(a, f—1) (marquage permettant de repérer
Pescalier ¢?)

= 0 sinon
Construction des arcs sous-diagonaux de Q°
a=0=mn »
Tant que- o > 0
si m(a, ) =0 alors o = a — 1
sinon
pour kK = 3 a a
qgﬁ =1
p=p-1

Chacune des trois phases tourne en 0 (n?).

4.4. Exemple

L’exemple présenté est issu d’une épreuve de jugement sensoriel
multicritere effectuée sur des jus de pommes. 7 jus de pommes (numéroté
de 1 4 7) ont été évalués par 12 juges.

vol. 31, n° 3, 1997
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La matrice A™ est de la forme :

Al =

RPN JWs~OD

ou I'ordre (6 4 3 7 2 1 S) adopté pour les colonnes n’est pas 1’ordre total
médian mais un ordre fourni par une heuristique dite de « construction

6

12

9.15
7.26
7.37
5.39
6.54
10.90

4
11.42
12
9.31
7.54
6.09
8.19
0.00

itérative » (Lavialle [1994]).

Nous allons chercher le quasi-ordre le plus proche du profil qui respecte

cet ordre.

A la fin de la deuxi¢me phase de 1’algorithme, nous obtenons 1’ensemble

3
10.71
9.94

12
8.84
6.31
8.49
2.32

7
9.55
8.35
8.30

12
6.01
8.61
5.38

des poids des coordonnées sous-diagonales :

2
9.98

8.20,

7.33
7.67
12
8.16
2.16

1
10.03
9.80
8.80
8.86
6.53
12
7.41

5
9.12
9.43
8.33
8.49
6.58
9.68
12 |

0 1 2 3 4 5 6 7

0 [0

4
1 [0 0

) o o
2 |63 |63 [63

| S N
3 [15'%4 [1534 | 1524 [15.44
4 [76%84 [ 26%4 |64 |26 [ 2694

 }

5 [2654 F-zz'ﬁ;_ 276 |-2776 | 2776 | 27.76

 §
6 [4652 [ 466 |46°56 | 4655 |46 | 4676 | 4666

L N A A A
7 [7086 | 212 |332 4056 | 418 4948 |4998 |-49.48

Les fleches représentent, pour chaque point (o, 3), 'information donnée
par m (a, ) dans ’algorithme : en remontant les fleches depuis le point de
coordonnées (n, n) nous pouvons construire Q°, le quasi-ordre 2 distance

minimum du profil ayant I’ordre sous-jacent considéré ici.
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La phase 3 entraine finalement la construction de la matrice A° suivante :

R,

|
S OO R
O = R = e
O o e s
[l N i
O = b e R e
= e = el
el e e

Nous retrouvons ici la matrice du quasi-ordre :

6 4 3 7 2 1 5

ou chaque trait horizontal représente un ensemble d’objets non dissociés.
Les quatre premiers jus de pommes sont donc non dissociés (z; I z; pour
tout ¢ et j € {6, 4, 3, 7}), le premier (n° 6) étant, par exemple, préféré
strictement aux 3 derniers.

5. RECHERCHE D’UN QUASI-ORDRE PROCHE D’UN PROFIL DE RELATIONS

Nous présentons brievement les possibilités d’applications de la méthode
présentée au paragaphe 4. Pour plus de détails sur chacune de ces applications
et sur les performances des algorithmes, voir Lavialle [1996].

5.1. Utilisation de quelques ordres particuliers

Nous venons de décrire une méthode qui permet de trouver le quasi-ordre
le plus proche d’un profil de relations binaires ou floues a partir d’un ordre
sous-jacent donné. Il est bien entendu que cette méthode doit étre initialisée
par un ordre.

La premiére idée est d’initialiser 1’algorithme avec un ordre particulier
possédant de bonnes caractéristiques; les ordres qui ont été utilisés sont
I’ordre des scores et 1’ordre médian.

Pour I’ordre des scores, 1’idée poursuivie est d’obtenir un algorithme trés
simple et peu coiiteux. Pour cela, nous proposons d’utiliser, comme point de
départ a une amélioration locale, I’ordre induit par les scores décroissants.

Le score d’un objet dans le profil II se définit par : s (z) = Zag-.
i
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Naturellement, nous pouvons chercher, comme ordre de base, le meilleur
ordre possible, c’est-a-dire 1’ordre le plus proche au sens de la distance que
nous utilisons.

Pour cela, il est possible d’utiliser un algorithme arborescent (Barthélemy,
Guénoche et Hudry [1989]) qui nous donne tout ou partie des solutions
optimales. Nous remarquons que le meilleur ordre au sens de la distance
utilisée est rarement sous-jacent au quasi-ordre le plus proche; par suite, les
solutions dégagées ne sont pas trés satisfaisantes.

5.2. Deux algorithmes fondés sur le recuit simulé

Hudry [1989] propose I’utilisation d’un recuit simulé pour rechercher un
ordre ou directement un quasi-ordre a partir d’un profil de relations binaires.

L’algorithme proposé est dérivé d’un algorithme de recherche de 1’ordre
a distance minimum d’un profil de relations binaires. Hudry [1989] le
généralise a la recherche des quasi-ordres, nous le généralisons ici au cas
d’un profil de relations floues.

Chaque objet x; est représenté par un intervalle sur la droite réelle, que
nous noterons [f (2) — ¢/2, f(i) + ¢/2].

En terme de solution initiale, nous adopterons 1a encore le quasi-ordre a
distance minimum ayant I’ordre des scores comme ordre sous-jacent. Partant
de ce quasi-ordre il est possible de construire une fonction f a valeurs dans
R et un réel positif ¢ tels que :

Vi, z;€X%iQj & [fE)>f@G) -

ou () est le quasi-ordre initial.

N

Les transformations utilisées consistent a multiplier la longueur des
intervalles par un facteur allant de 0,5 a 2 ou a recalculer la coordonnée
f () d’un produit i donné dans I'intervalle [min f (i) — ¢; max f (z) + ¢].

2 2

Au vu des résultats expérimentaux et des indications bibliographiques
(Hudry [1989]), nous avons opté pour un nombre d’étapes égal a 50, un
nombre d’essais par étape égal a 5n. La température initiale est calculée
d’apres la méthode de Aragon et coll. [1985]; le taux de décroissance est
égal a 0,9.

Nous proposons également un nouvel algorithme en utilisant le principe
de recherche d’un ordre et en associant & chaque ordre ainsi analysé la
distance au meilleur quasi-ordre correspondant; cet algorithme consiste donc
a rechercher le meilleur ordre sous-jacent (Lavialle [1996]).
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L’idée de cet algorithme est d’utiliser le recuit simulé non pas pour
chercher directement un quasi-ordre mais pour chercher un « bon » ordre
sous-jacent.

Pour cela nous utilisons 1’algorithme décrit précédemment mais
simplement appliqué a la recherche d’ordre; a chaque essai, nous cherchons
un ordre S’ dans le voisinage de S, 1’ordre courant, puis nous calculons le
quasi-ordre a distance minimum du profil ayant S’ comme ordre sous-jacent;
la distance correspondante devient 1’évaluation ¢ (S").

La transformation utilisée pour chercher S’ dans le voisinage de S consiste
a choisir un objet dans I'ordre S puis a le replacer an hasard, & une autre
position.

Les parameétres utilisés ainsi que le principe du calcul de T7i,; sont

identiques a ceux du premier algorithme.

5.3. Résultats expérimentaux

Nous sommes capables pour des tailles de probleme allant jusqu’a
15 produits (dans certains cas) de trouver la solution optimale a la recherche
du quasi-ordre médian par l'intermédiaire d’un algorithme arborescent
(Lavialle [1994]). Cette solution nous permettra de fournir une borne
inférieure a laquelle les solutions des heuristiques pourront étre aisément
comparées.

N

Nous disposons également d’une borne supérieure grace a I’utilisation,
dans chacun des algorithmes, de la phase de recherche du quasi-ordre. Cette
phase nous garantit une distance au profil inférieure ou égale a la distance
entre le profil et la solution consistant & mettre 1’ensemble des produits a
égalité.

Chaque distance sera donc exprimée par un indice # défini par :

) ALQ) -~ A, Q)
A (H’ Qmax) -A (H, QO)

ol Q est la solution donnée par 1’heuristique,

Q" est la solution optimale donnée par I’algorithme arborescent,
Q™ est le quasi-ordre dans lequel tous les produits sont a égalité.

Deux types de jeux d’essais ont été utilisés pour évaluer les performances
des heuristiques :

— Des matrices de préférences ont été directement construites de maniére
aléatoire. Ces matrices ne sont pas, bien entendu, caractéristiques des matrices
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de préférences classiques en ce sens que le nombre de « conflits » y est
généralement trés important. Ces jeux de données seront nommés « jeux
aléatoires ».

— Des ensembles de notes multicriteres ont été tirés au sort. L’utilisation
de la phase d’agrégation partielle d’ELECTRE III (Skalka, Bouyssou,
Vallée [1992]) a ensuite conduit & construire des matrices de préférences
plus classiques. Les jeux de données ainsi produits seront nommés « jeux
Electre ».

Dix jeux d’essais de chaque type ont été tirés au sort pour des tailles
de problémes allant de 6 & 11 produits pour les jeux aléatoires et de 6 a
15 produits pour les jeux-Electre.

Pour chaque jeu de données quatre algorithmes ont donc été testés :

PN

— Le premier consiste a rechercher 1’ordre des scores sur la matrice du
profil. Cet ordre est non nécessairement unique en théorie mais toujours
dans les jeux utilisés (matrices floues). Dans un second temps, la phase de
recherche quasi-ordre est utilisée. Le temps de calcul est trés inférieur a la
seconde (matériel utilisé : PC 486 a 66 MHz).

— Le deuxiéme algorithme utilise 1’ordre médian du profil.. Un seul ordre
est recherché sur le profil des matrices floues; cet ordre est supposé unique
(ce qui n’est, en théorie, pas toujours le cas). Le temps de calcul nécessaire
pour les problemes étudiés n’est pas tres élevé (de 'ordre de 2 secondes au
maximum pour les jeux aléatoires de taille 11).

— Le circuit simulé proposé par Hudry et recherchant directement le quasi-
ordre conduit a des temps de calcul voisin de 5 secondes pour les problémes
de taille 15.

— Pour le second recuit, la rechérche du quasi-ordre a chaque essai
augmente le temps de calcul (12 secondes pour des problémes de taille 15).
Jeux « aléatoires »

Nous avons indiqué a la figure 2, sous forme de Box-Plot (4), les
distributions des indices € obtenus pour chacun des algorithmes sur
I’ensemble des jeux d’essais aléatoires.

Les deux algorithmes les moins peformants sont ceux qui ont pour principe
I’amélioration locale de ’ordre des scores d’une part (Scores) et de 1’ordre
médian d’autre part (OrdMed).

(*) Représentation graphique des statistiques de rang sur une série de données (min, max,
médiane, 1% et 3° quartile).
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Le recuit simulé permettant une recherche directe du quasi-ordre (Hudry
[1989]) (Recl) donne des résultats sensiblement plus performants.

Le recuit simulé permettant la recherche du meilleur ordre sous-jacent
(Rec2) est, de loin, la plus efficace des heuristiques en terme de distance a la
solution optimale. Sur les jeux d’essais aléatoires, il a conduit a la solution
optimale dans prés de 80 % des cas (tableau I) avec, dans le pire des cas
un indice de distance égal a 0,28.

OrdMed e | | i
Recl R e —— :

Scores ——{ | | |
Rec2 1| TR .

01 82 03 04 05 06 07 08 09 1

Figure 2. — Distribution des indices de performance - Jeux aléatoires.

TABLEAU 1

Performances des algorithmes (en %)

=0 0<6<0,25 | 0,25<6<0,5 0,5<6<0,75 | 0,75< 4
OrdMed 0 17 20 - 20 43
Scores 0 17 13 30 40
Recl 0 47 37 13 3
Rec2 77 20 3 0 0

Jeux « Electre »

Compte tenu des coefficients et des seuils choisis au cours de la phase de
surclassement, nous obtenons des matrices de préférences au sein desquelles
les contradictions (i.e. les circuits par exemple) sont moins nombreux que
dans les matrices aléatoires.

Disons simplement que ces jeux « Electre » sont censés représenter des
jeux de données obtenus plus classiquement. De fait, la premiere conséquence
en est que la borne supérieure fixée en mettant I’ensemble des produits &
égalité est ici moins intéressante que dans le premier cas; le quasi-ordre
correspondant est, en effet, toujours une trés mauvaise solution.

La figure 3 donne les distributions des indices de distance pour les quatre
heuristiques.
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Pour ces jeux plus réalistes, il s’avére que le recuit simulé recherchant le
meilleur ordre sous-jacent est une heuristique extrémement efficace, puisqu’il
a conduit a I’obtention de la solution optimale dans 99 cas sur 100.

OrdMed o T e | X x (0,320,44)
X%
Recl CT—— x|
Scores —_{_1 }—x X x i (0,26,0,28)
x
Rec2 0 x
+ 7
0 0,05 0,1 0,15 0,2

Figure 3. — Distribution des indices de performance — Jeux « ELECTRE ».

Etude de la stabilité des solutions pour les heuristiques fondées sur le
circuit simulé

Les solutions données par 'utilisation du principe du recuit simulé sont,
par nature, aléatoires. Ainsi, dans les deux points précédents, nous avons
indiqué la performance obtenue en appliquant chaque recuit simulé une et
une seule fois pour chaque jeu d’essai.

Nous nous proposons ici de reprendre chaque jeu de données du type
aléatoire pour essayer de cerner la stabilité des solutions fournies.

‘Chaque jeu est testé a cinq reprises pour chaque algorithme. Nous notons
v T'indice de stabilité défini par :

max A (H7 QZ) - m.in A (Ha QZ)
A (II, @max) — min A (II, Q;)

’y:

ou Q; est le quasi-ordre trouvé lors de la i-ieme répétition (2 = 1 a 5).

v représente 1’écart relatif maximum entre la meilleure et la moins bonne
solution trouvée lors des 5 essais.

Le tableau II indique la répartition des indices sur 60 jeux d’essais utilisés
pour chacune des deux heuristiques.

Le recuit simulé recherchant le meilleur ordre sous-jacent donne donc
la plupart du temps des solutions trés voisines. Ceci confirme les bonnes
performances mises en évidence lors des deux précédents paragraphes.
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TABLEAU II

Répartition des indices de stabilité sur 60 jeux d’essais.

Indice : Algorithme de recherche Algorithme de recherche
Yo directe du meilleur ordre sous-jacent
[0; 0.2] 8 53
dont 0 0 29
[0.2; 0.4] 17 7
(0.4; 0.6) 16 0
[0.6; 0.8} 13 0
[0.8; 1] 6 0

5.4. Conclusion

Dans ce papier, une méthode de recherche d’un quasi-ordre d’un profil
de relations de préférences a été présentée. L’apport essentiel concerne la
possibilité de trouver le quasi-ordre le plus proche du profil pour un ordre
sous-jacent donné. Cette procédure a été utilisée pour améliorer des ordres
particuliers (ordres des scores, ordre médian); elle a également été implantée
-au sein d’un algorithme de recuit simulé qui recherche le meilleur ordre
sous-jacent. Parallelement, un autre recuit simulé permettant la recherche
directe d’un quasi-ordre proche du profil a été testé.

L’algorithme le plus efficace est sans conteste 1’algorithme fond€ sur le
principe du recuit simulé et recherchant le meilleur ordre sous-jacent. Pour
les jeux complétement aléatoires, il a conduit a la solution optimale dans
pres de 80 % des cas; pour les jeux Electre, il n’a été mis en défaut qu’une
seule fois pour 100 jeux.
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