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PENALISATION DANS L’OPTIMISATION
SUR L’ENSEMBLE FAIBLEMENT EFFICIENT (*)

par S. Bountineanu et M. EL Macuri (1) (2)

Communiqué par Jean-Pierre CROUZEIX

Résumé. — Le probleme sous considération est un probléme de minimisation d’une fonction
scalaire sur I’ensemble faiblement efficient, dit aussi Pareto faible, d’un probléme de minimisation
multicritere. Ce probléeme d’analyse post-Pareto a plusieurs applications importantes en pratique.
Sa difficulté essentielle est due a la forme implicite de I’ensemble faiblement efficient et au fait que
méme dans le cas linéaire, le probléme n’est pas convexe. Mathématiquement, il est classé parmi
les problémes difficiles de I’optimisation globale. Pour le résoudre, nous utilisons la méthode de
pénalité. Nous proposons un algorithme de pénalisation exacte fournissant une solution optimale en
un nombre fini d’itérations, dans le cas concave et le cas particulier « Tout Linéaire ».

Mots clés : Optimisation multicritere, méthodes de pénalité, dualité, minimisation concave sur
un polyedre, programmation linéaire, programmation bilinéaire.

Abstract. — The paper deals with the problem of minimizing a scalar valued function over the
weakly efficient (Pareto) set associated to a multicriteria minimization problem. This problem of
post-Pareto analysis has several practical applications. Its main difficulty is due to the implicit form
of the weakly efficient set and to the fact that, even in the linear case, the problem is not convex.
Mathematically this problem is classified as a difficult global optimization problem. To solve it
we use a penalty method. For the particular case of a linear vector problem and concave scalar
objective, and also for the special case of linear functional, we propose an exact penalty algorithm
which finds an optimal solution in a finite number of iterations.

Keywords: Multicriteria optimization, penalty methods, duality, concave minimization over a
polyhedron, linear programming, bilinear programming.

1. INTRODUCTION ET DEFINITION DU PROBLEME

L’optimisation des fonctions vectorielles, dite multicritére, vectorielle ou
multiobjectif, a ét€, depuis les premiers résultats intéressants publiés par
Kuhn et Tucker en 1951 relatifs aux conditions d’optimalité des fonctions
vectorielles, 1’objet de recherches qui a préoccupé un grand nombre d’auteurs.

(*) Regu en février 1995.
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296 S. BOLINTINEANU, M. EL MAGHRI

Depuis, les travaux dans ce sens ont connu une progression remarquable
théoriquement et pratiquement. Son utilité est d’une grande importance
dans les domaines de décision ou le choix d’une meilleure solution est
indispensable. Aujourd’hui de nombreux ouvrages ont été consacrés i
I’optimisation multicritere. En dimension finie, on peut citer [saw] qui
rassemble théorie et applications. Dans [Luc], une étude théorique bien
approfondie en dimension infinie est exposée. Cependant, 1’ensemble efficient
(ou faiblement) est en génral infini. Ainsi, 1’idée d’optimiser une fonctionnelle
sur cet ensemble, reste & nos jours une solution intéressante et pratique.
Cette idée a été initialement proposée par [PHI] suggérant un algorithme pour
optimiser une forme linéaire sur I’ensemble efficient. Ensuite, [DES] avait
développé une méthode pour minimiser chacun des critéres d’un programme
de maximisation vectorielle linéaire, sur son ensemble efficient. Le méme
cas a €té considéré par [ISE]. Dans [BEN 1] a [BEN 8], plusieurs méthodes et
algorithmes résolvant le probléeme dans différents cas particuliers, notamment
le cas « Tout Linéaire », sont proposés. Lorsque la fonctionnelle est quasi-
concave, un algorithme convergeant vers une solution optimale approchée (a
un seuil de précision donné a priori) en un nombre fini d’itérations, et un
algorithme exact dans le cas particulier « Tout Linéaire », sont proposés dans
[Bol 1]. D’autres cas non linéaires ont été également étudiés dans [BOL 2]
et [BOL 3]: des conditions d’optimalités et algorithmes pour minimiser sur
I’ensemble faiblement ou proprement efficient, ont été obtenus. Le probléme
a été aussi étudié par [DAU] dans un cas non linéaire, par [MuU] dans le cas
« Tout Linéaire », et par d’autres utilisant des méthodes différentes.

Les difficultés pour aborder le probléme sont dues a la forme implicite
de I'ensemble efficient (ou faiblement) et au fait que méme dans le cas
linéaire, le probléme n’est pas convexe. Pour trouver une solution optimale
au probléme, nous utilisons la méthode de pénalité qui sous une autre forme,
a fourni plus récemment les techniques de viscosité intensivement utilisées
dans divers domaines. Le principe de cette méthode comme nous le savons,
consiste a ramener le probléme a la résolution d’une suite de problémes
appelés problemes pénalisés, dont les contraintes sont simples. Les théorémes
consacrés a la convergence de ces méthodes, montrent que sous certaines
hypothéses, toute valeur d’adhérence de la suite des solutions optimales
des problemes pénalisés, est une solution optimale du probléme. Dans la
section 3, nous étudions une pénalisation du probleme en donnant quelques
résultats dans un cas général. La section 4 est consacrée au cas intéressant
ou la fonctionnelle est concave et le probléme multicritere est linéaire.
Nous montrerons dans ce cas que la pénalisation est exacte et donnons un
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PENALISATION DANS L’OPTIMISATION SUR L'ENSEMBLE FAIBLEMENT EFFICIENT 297

algorithme basé sur cette méthode offrant en un nombre fini d’itérations,
une solution optimale exacte au probléme. Enfin, la section 5 traite le
cas particulier « Tout Linéaire » ou un algorithme légérement différent du
précédent est également proposé.

Soit donc S un compact non vide d’un espace métrique X. Soit F' une
fonction vectorielle s.c.i. définie par:

F: X-R
z— F(z) = Fi(z), ..., F(2))

'On considére le probléeme d’optimisation multicritére associé a F':

(POM)  min Fl(a)

Le probleme (POM) « minimise » simultanément les 7 fonctions objectifs
(criteres) F; : z +— Fj(z) pour tout 2 € {1, ..., r} ol r > 2 est un entier,
dans le sens suivant:

DeFINITION 1.1: Z € S est une solution de Pareto au sens faible (solution
faiblement efficiente) si et seulement si: Pz € S tel que F(z) < F(z). (°)

L’ensemble de toutes les solutions faiblement efficientes de (POM), dit
I’ensemble faiblement efficient, est noté

E={i€S :fres Fz) < F&)}

Etant donné une fonction f : X — R s.c.i., on se propose de résoudre par
une méthode de pénalité le probléme de minimisation scalaire:

(P) min  f(z)

z€eE

Sous ces hypothéses, nous donnons tout d’abord dans la section suivante,
les théoremes qui montrent I’existence de telles solutions optimales.

2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

Les deux théorémes suivants montrent que le probleme (P) admet bien
au moins une solution optimale sous les faibles hypotheéses sur F’ et f.

() Pour y, 4 € R! o ! est un entier > 2, ¥ < y' (resp. y < ¢') signifie y; < ¢! (resp. y; < yt)
pour tout ¢ € {1, ..., }. :

vol. 31, n°® 3, 1997



298 S. BOLINTINEANU, M. EL MAGHRI

THEOREME 2.1: Avec S compact et F s.c.i., E # O.
Preuve : Considérons pour A € R’ \{0}, I'ensemble

Ex = argmig (A, F(z))

ol le symbole (-, -) désigne le produit scalaire. Le résultat de scalarisation
suivant caractérise I’ensemble E faiblement efficient:

U EyCFE (1)
AeRr\{0}
En effet, soit £ ¢ F, nous avons & montrer que & & U,\eR;\{o} E\. Si

Z ¢ S alors c’est évident. Supposons donc que & € S\E ie 3z € S:
F(xz) < F(Z). Ainsi pour tout A € R’ \{0},

(A, F(2)) > (A, F(x)).

D’ou £ ¢ UAeR;\{O} Ey, et le résultat (1) est démontré.

Or S compact et F' s.c.i. impliquent par le théoréme de Weierstrass que
Ey # . Ainsi, il est clair par (1) que F # &. O

THEOREME 2.2: Avec S compact, F et f s.c.i., le probleme (P) a au moins
une solution optimale.

Preuve : Montrons premi¢rement que £ est fermé. Considérons
z = limg AL avec 20 e E pour tout k € N.

Or E C S qui est fermé. Donc z € S. Supposons z ¢ E. Alors il
existerait 2’ € S tel que F (2') < F(z). La semi-continuité inférieure de
F impliquerait que F(z') < F(z*)) pour k suffisamment large. Ce qui
contredirait z¥) € E. Ainsi E est fermé dans S compact. Donc E est
compact. Comme f est s.c.i., le théoréme est donc une conséquence du
théoréme de Weierstrass. [J

Dans la section suivante, nous étudions une pénalisation du probléme (P)
dans un cas trés général.

3. PENALISATION DU PROBLEME

Pour p > 0, soit
D .
(Pu) 'glel

=

{f(z) — ph(z)}

Recherche opérationnelle/Operations Research



PENALISATION DANS L’OPTIMISATION SUR L'ENSEMBLE FAIBLEMENT EFFICIENT 299

un probleme pénalisé de (P) ou la fonction de pénalisation A : X — R
est définie par:

h(z) = mm {t :F(z') —te< F(z), 2 €5, t e R} )

avec e = (1, ..., 1) € R".

La fonction h differe 1égerement de la fonction de pénalisation qui a fait
I’objet d’une autre étude d’analyse post-Pareto dans [BoL 3]. Dans le lemme
qui suit, on montre qu’avec la formule (2), on définit bien tout d’abord une
fonction sur ’espace métrique X.

LemME 3.1: Avec S compact et F s.c.i., h est bien définie sur X.

Preuve : Avec F s.c.i., la fonction z’ — Jmax (F (z') — Fi(x)) est s.c.i.

sur S compact. Par application du theoreme de Welerstrass elle atteint donc
son minimum sur S, ie. 3z, € S:

=

max (Fi(z}) — Fi(=)) < linlaxr(Fz (z') — Fi(z)) vz' € S.

Notons par m, ce minimum, alors pour tout (z’, ¢) solution admissible
pour (2), il est facile de vérifier que m, < ¢. D’autre part, il n’est pas
difficile de voir que (z},, mg) est admissible pour (2). D’ol h(z) = m, et
le lemme est ainsi prouvé. [

Le lemme suivant donne une description de 1’ensemble faiblement efficient
E et montre que h a bien les premieres propriétés d’une fonction de
pénalisation pour le probleme (P).

LEMME 3.2: Les assertions suivantes sont vraies :

1.Vz € S, h(z) < 0.

2.F = {z €S :h(z)=0}.

Preuve: 1. Soit z € S. Comme F(z) — 0 x e £ F(z), alors (z, 0) est
une solution admissible pour (2). Dot h(z) < 0.

2. Soit z € E, alors x € S. Supposons que h(z) # 0. Alors d’apres
I’assertion 1, h(z) < 0. Il existerait alors une solution admissible (z’, t)
pour (2) tel que ¢ < 0, qui impliquerait que F(z') — F(z) < te < 0,
qui contredirait x € F. Ainsi h(z) = 0. Inversement, soit z € S tel que
h(x) = 0. Supposons x ¢ E, alors F(z')— F(z) < 0 pour un certain z’ € S.
On pourrait donc trouver ¢ < 0 tel que F'(z') ~ F(z) < te < 0 qui d’apres
(2), contredirait h(z) = 0. D’od z € E. O
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300 S. BOLINTINEANU, M. EL MAGHRI

On considére maintenant la fonction ¢ : R” — R définie par:
(VeeR") o4(e) = mm){t F( )~te§€, x’ES,tGR} 3)
(z',t

Evidemment

h=1oF. e

Le méme raisonnement que pour h, montre qu’avec les hypothéses

du lemme 3.1, 7 est bien définie sur R”. Ainsi pour obtenir plusieurs

informations sur la fonction A, il est plus simple de trouver d’abord les
propriétés de la fonction .

LemME 3.3: Avec S compact et F s.c.i., Y est lipschitzienne sur R".

Preuve: En posant o = max (e—€); et o = max (' —¢€);, ou
1= 1=1...7
e, ¢ € R”, et en utilisant la définition de 1, on obtient facilement

Y(e) < P() + o et P(e') < Y(e) + . Dod
(6 ()] < max (jal, |of]) = mex |(e — ),

D’ou le lemme. O
Utilisant (4) et le lemme 3.3, il est immédiat que

CoOROLLAIRE 3.1: Avec S compact et F' continue, h est continue.

On considére maintenant I’hypotheése suivante:

(H) S compact dans X, F et f continues.
Sous cette hypothése et par application du corollaire 3.1, pour chaque u > 0,
il existe alors au moins une solution optimale z,, pour le probléme pénalisé
(P,.). Considérons une suite (u( ))LGN strictement croissante et positive
telle que pw®) 7 400 et notons z(k) = Z ;0. Le théoréme suivant inspiré
de [BOL 3] par son utilit€ dans la suite, differe légérement du théoréme
standard de pénalisation (cf. [LUE, pp. 366-369]), car les problémes pénalisés
considérés ont leurs contraintes données par le compact S permettant des
résultats plus forts.

TrEOREME 3.1: Sous [’hypothése (H),

1. la suite (x\F))yen admet au moins une valeur d’adhérence, et toute
valeur d’adhérence est solution optimale de (P),

2. les suites (f(z™)ren et (W(z®))ren sont croissantes. De plus:
limg h(z®) = 0.

Recherche opérationnelle/Operations Research
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3. limg, f(z®) = f* et limg uF h(2®)) = 0, f* étant la valeur optimale
de (P),

4. si * est solution optimale unique de (P), alors limy, z(*) = z*.

Preuve: 1. La suite (x(k))keN admet au moins une’ valeur d’adhérence
car elle appartient & S compact. Par la définition de () et compte tenu

du lemme 3.2 et du fait que la suite (u(¥))zen est choisie strictement
croissante, on a pour tout k£ € N:

f(@®) = iPh®) < f@D) = yOh D), )

Fa* Dy = B p(gF+HD) < (k1) - kD py (g (kF1)y (6)

et en notant par z* 1’une des solutions optimales de (P) et par f* sa valeur
optimale, on a aussi:

F@E®) < £@®) = iOhE@®) < f@*) - wPh(z*) = fz*) = F*. T)

Soient Z une valeur d’adhérence de (z(F))en et (zU ))je JCN Une sous suite
convergeante vers Z. Alors la continuité de f entraine par passage a la limite
dans l'inégalité (7) que

f@) < f.

Pour montrer que Z est une solution optimale de (P), il suffit donc
de montrer que € E. Or S étant fermé, £ € §. Ce qui revient a
montrer d’aprés le lemme 3.2 que A(Z) = 0. Remarquons d’abord d’apres
les inégalités (5), (6) et (7) que la suite (f(z\)) — uDh(z()));e; est
convergente. Ce qui permet de voir avec le fait que (f(z(7)));c est elle
méme convergente, que la suite (p()h(z())) jeJ converge. La continuité
de h entraine que limj h(z\")) = h(z). Supposons que h(z) # 0. Alors
lim;j 4@ h(2())) = —oco est une contradiction. Donc h(Z) = 0.
2. Par la définition de z(F+1), on a:

f(.’IZ(k+1)) _ /L(k+1)h(37(k+1)) < f(x(k))_ /,L(’H-l)h(l‘(k)). (8)

D’une part dans I'inégalit€ (5), il n’est pas difficile de voir que si la suite
(h(z®))ren est croissante alors (f(z(%))peny Iest aussi. D’aure part, en
additionant les inégalités (5) et (8), on obtient:

(u*+Y — y B (R (zF+) — h(zR))) > 0.

vol. 31, n° 3, 1997



302 _ S. BOLINTINEANU, M. EL MAGHRI

Comme (u(*))zen est strictement croissante, on a facilement le résultat.
Pour montrer maintenant que limy, A(z(*)) = 0, rappelons que (h(z(¥)))ren
est majorée par 0, or croissante, donc convergente. Soit h sa limite et
considérons une valeur d’adhérence z de (x(k))keN qui d’aprés 1. est une
solution optimale de (P). La continuité de » implique donc que i = h(Z)
et ainsi A = 0. :

3. D’apres (7) la suite f(z(*)))ren étant bornée, il s’en suit d’apres les
assertions 1. et 2. qu’elle converge vers f*. Ainsi, en utilisant de nouveau
-(7), on obtient limy u® h(z*)) = 0.

4. L’assertion 4. est une conséquence immédiate de 1. et du fait que
dans un espace métrique compact, une suite converge vers une limite si et
seulement si toutes les sous suites convergentes, convergent vers cette méme
limite. Ce qui compléte la preuve du théoreme. [

Dans la suite, on désignera par
A, = argmin (f — uh)(z) ©)
z€S
I’ensemble des solutions -optimales globales du probleéme pénalisé (P, ), et par

A = argmin f(z) , (10)

I’ensemble des solutions optimales globales de (P). Rappelons que A # &
(cf. théoréme 2.2) et que pour tout p > 0, A, # <. Ce qui nous permet
d’affirmer le résultat suivant.

‘THEOREME 3.2: Les assertions suivantes ont lieu:
1. Soit z,, € A,. Si h(z,) = 0, alors z,, € A
2. §7il existe pg > 0 tel que AN A, # D, alors ¥ p > pg, A = A,

Preuve : 1. Par la définition de z, et compte tenu du lemme 3.2, on a
pour tout x € E C S:

flzy) = f(zp) — ph(zp) < f(z) — phiz) = f(z).

D’ou I’assertion 1.

2. Soit z,, € AN Ay, et pour g > g, soit z,, € A,. Si on note par f*
la valeur optimale de (), alors par les définitions de z,, et de z, et compte
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tenu du lemme 3.2, on a:
I = @) = f@r,) — noh(zy,)
< flzp) — moh(zu) < flzn) — phizy)
< f@p) — ph(@y,) = f*

qui impliquent que

(1 — po)h(z,) = 0.

Comme (4 # po, alors h(x,) = 0. On conclut d’apres 1. que z, € A.
Pour démontrer I’inclusion inverse, soit z* € A et considérons z, € A,
tel que p > pp. Alors d’aprés I’autre inclusion z, € A. Ainsi

f(@*) = ph(z®) = f(2*) = f(zu) = flon) — ph(zy)

qui permet de voir que z* € A,. D’ou Iégalité. [

~

Dans la suite, nous nous intéressons a une application importante des
théoremes 3.1 et 3.2. Il s’agit d’un cas intéressant ot la pénalisation s’avére
exacte.

4. PENALISATION EXACTE

Désormais, on se placera dans X = R”™. Nous nous intéressons au probléme
P min T
(P)  min  f(z)
ou f: R" — R est concave continue, E est ’ensemble faiblement efficient
du probléme multicritere (POM) considéré dorénavant linéaire :

(POM) Hlelgl F(z) :=Cz

ou C € R™"™ est la matrice des criteres, S un polyédre compact (i.e.
polytope). Notons par V(S) I’ensemble des sommets de S.

Quitte & changer la dimension de I’espace vectoriel X en introduisant des
variables supplémentaires dans le programme vectoriel linéaire (POM), on
peut toujours mettre le polyeédre S sous la forme

S={zeR" : Az <b, z 20}
o A € R™*™ est une matrice, b € R™ un vecteur colonne.

vol. 31, n® 3, 1997



304 S. BOLINTINEANU, M. EL MAGHRI

La formule (2) montre bien que la fonction de pénalisation h, est définie
dans ce cas comme étant la valeur optimale du programme linéaire

(PLy) min t (= h(x))
Cz' —te < Cx

Az’ <b
7' L0, teR.

Remarque 4.1: L’hypotheése du lemme 3.1 étant ici vérifiée, ce probleme
admet donc au moins une solution optimale, et en tout point z € R™, h(x)
peut donc étre calculée par la programmation linéaire.

Une autre propriété intéressante de cette fonction est donnée dans le
lemme suivant.

LeMME 4.1: h est convexe sur R™.

Preuve : Soient z, z € R™. Par la définition de A, il existe z’, 2’ € S tels
que: Cz’' — h(z)e £ Cz et C2' — h(z) e £ Cz. Comme S est convexe, on
en déduit facilement que h(z + (1 — @)z) < ah(z) + (1 — a)h(z) pour tout
a € [0, 1]. D’ou la convexité de h. O

Utilisant ce lemme, il n’est pas difficile de voir que la fonction f — ph
est concave. D’apres la théorie de la minimisation concave sur un polytope,
le minimum est atteint en un sommet (¢f. [MAJ], [TUY], [ZWA], [FAL], ou
[ROS], ...). Par conséquent, pour chaque p > 0, le probleme pénalisé

(P min {f(z) - uh(x))

est un probleme de minimisation concave sur un polytope admettant ainsi
au moins une solution optimale z, € V(S).

Le théoreme suivant permet de voir qu’a partir d’'un certain rang, les
problemes (P,) et (P) sont équivalents. C’est-a-dire que la pénalisation
est exacte.

THEOREME 4.1: Sous les hypothéses de cette section,

1. le parametre
pr=inf{p>0: ANA, #}

existe,

2. pour tout . > p*, les problemes (P,) et (P) sont équivalents,

Recherche opérationnelle/Operations Research
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3. Soient

M = max {h(z) : z € V(S)\(ENV(S))},

m* =min f(S) et  M* =maxf(5),

alors ﬂﬁM— > p*.

Preuve: 1. On consideére d’aprés 1. du théoréme 3.1, une sous suite
(9))jescn qui converge vers 7 € A. Vu la remarque précédente, on
peut supposer que cette sous suite est dans V(S) qui est un ensemble fini.
Ce qui entraine immédiatement qu’il existe jp € J tel que pour tout 7 > jo,
z() = z. Ce qui permet de voir qu’il existe x > 0 tel que AN A, #O.
D’ou I’existence du paramétre p*.

2. Soit g > p* et notons M = {p > 0: AN A, # @}, alors p n’est
pas un minorant pour M, ce qui montre qu’il existe u' < p tel que
p € M. L’équivalence entre (P,) et (P) n’est ensuite qu’une conséquence
immédiate de 1’assertion 2. du théoréme 3.2.

3. Notons p; = m*]T/IM “. 1l est clair qu’étant donné que S est compact
et que f est continue, le couple (m*, M*) existe. D’aure part, on sait que
V(S)NE # @ (voir formule (1) de scalarisation), et on peut aussi supposer
que V(S) # F (sinon le probleme (P) sera trivial), donc M existe. De plus,
m* — M* < 0 et compte tenu du lemme 3.2, M < 0. Ainsi p; existe et
w1 > 0. Par ailleurs, soit z,, € V/(S)N A, ou u > py. Par la définition de
Zy, on a pour tout z € § D E:

f(zy) — phlzy) < f(2) — ph(z).

En particulier pour z* € E et compte tenu de I’assertion 2. du lemme 3.2,
on a aussi:

F(z) — uh(z,) < f(27) < M. (11)

Si on suppose par I’absurde que z, ¢ E, on aurait par le lemme 3.2 que
h(z,) < 0. Donc pour p > p1, I'inégalité (11) entrainerait que

m* — M* < f(z,) — M* < ph(z,) < prh(zy).
En divisant par p1, on obtiendrait que M < h(z,) qui contredirait la
définition de M. Donc z, € E, et I’assertion 2. du lemme 3.2 ainsi que

Passertion 1. du théoréme 3.2 montrent bien que z, € A. Ainsi, pour tout
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p > p1, ANA, # . Dot pg > p*. Ce qui termine la preuve du
théoreme. UJ

L’assertion 3. du théoreme 4.1 de pénalisation exacte, -donne une
estimation du meilleur parameétre de pénalisation, qui permet d’apprécier
le conditionnement du probleéme.

L’algorithme de pénalisation exacte que nous proposons pour résoudre
le probleme (P) dans le cas concave, est donc conforme a la procédure
suivante :

Algorithme
« Initialisation :
— Définir une suite positive strictement croissante u(®) ' 4o, et poser k = 0.
« Itération (k):
— Trouver z(*¥) € argmin (f — u(®) R)(S).
— Si h(z(*)) = 0 alors STOP: z(¥) est une solution optimale de (P).

Sinon incrémenter k et retourner a I'itération (k).

Remarque 4.2: La condition d’arrét h(x(k)) = 0, n’est autre qu’une
application de 1’assertion 1. du théoreme 3.2. La remarque 4.1 permet de
rappeler que h(x) est calculable par programmation linéaire de (PLy).

Remarque 4.3 : Trouver £*¥) € argmin (f — u® h)(S), c’est trouver une
solution optimale du probleme pénalisé (P,)) qui, comme nous 1’avons
dit, est un probléme de minimisation d’une fonction concave continue
sur un polytope. Ce probléme fondamental d’optimisation globale, a été
intensivement étudié : plusieurs méthodes et algorithmes sont disponibles, y
compris ceux de [MAj], [TUY], [zwA], [FAL], [BEN 9], [CcAB], [HOR], [ROS],
ou [TAH]... Un bon nombre de ces algorithmes sont finis et fournissent des
solutions optimales exactes.

La convergence de ’algorithme de pénalisation exacte pour résoudre le
probleme (P) ne dépend donc d’apres le théoréme 4.1, que de la méthode
utilisée pour résoudre chaque probléme pénalis€ (P, x)) a I'itération k. Pour
conclure, nous constatons donc que I’algorithme est basé sur trois méthodes
fondamentales dans I’optimisation:

¢ la méthode de pénalité,
* la programmation linéaire,
* la programmation concave,

et fournit sous les hypothéses considérées dans cette section, aprés un nombre
fini d’itérations, une solution optimale exacte.
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Nous traitons dans la section suivante, un cas particulier important dans
P’optimisation multicritére.

5. LE CAS « TOUT LINEAIRE »

On considere dans cette dernieére section, le cas particulier important ou
la fonction f est linéaire:

_f(:l?) = (d’ x)

avec d € R™ un vecteur donné. Le probléme sous considération s’écrit alors:

Py min (d, z)

ou E est 'ensemble faiblement efficient du programme vectoriel linéaire
(POM) défini dans la section 4.

Le cas « Tout Linéaire » décrit ci-dessus, est évidemment un cas particulier
de la section 4. Par conséquent, il peut étre résolu par 1’algorithme précédent.
Cependant, le probleme pénalisé (P,) grice a la linéarité de la fonction f,
peut se ramener & un programme bilinéaire. En effet, soit

D={\7)eR, xR : (N, e)=1,CTA+ 4Ty 20} (12)
e polyedre qui définit les contraintes du dual

(PL:)  max {(-CTA, z)+ (-7, b)}

(A, ey=1
CTax+ ATy >0
AeRL, v € R}

du programme linéaire (PL,) défini dans la section 4. D’apres la théorie de
la programmation linéaire, comme h(z) est la valeur optimale du programme
linéaire (PL;), elle I’est aussi pour son dual i.e.

h@) = max (07X, =)+ (=7, B).

Pour 1 > 0, il est clair que

~ph(z) = ()\mi)relD{(,uCT A, z) + (uy, b)} (13)

’
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En remplacant —ph(z) par cette formule, le probléme pénalisé (P,,) se met
alors sous la forme

(Pu)  min{(d, z) + in D{(NCT)\, z) + (u, B)}}

équivalente aussi a

(Pu) min  {(d+ uCTA, z) + (uv, b)}
{ (AmeD

reS

Utilisant la forme explicite de S et 1a formule (12) de D, on obtient finalement
la forme bilinéaire que prend le probléme pénalisé

(Pu)  min {(d+uCT A, z) + (uv, b)}

(A e)=1

CTr+ ATy >0

Az Zb

z €RY, AeRY, v € R

En vertu du théoréme 4.1, pour p assez grand, le probleme (P) est
équivalent & (P,). Ainsi, dans le cas « Tout Linéaire », I’algorithme de
pénalisation exacte peut utiliser seulement la programmation bilinéaire sans
calculer directement h(z), et obtenir une solution optimale aprés un nombre
fini d’itérations.

Algorithme

» Initialisation :

— Définir une suite positive strictement croissante 4(*) /' +o0, et poser k = 0.

« Itération (k):

—Résoudre le programme bilinéaire (P,()) et trouver une solution optimale
(x(®), \(R) AR,
- Si (CTAEY ) g(B)Yy 4 (4(R) | by = 0 alors STOP: z(kk) est une solution optimale de (7).

Sinon incrémenter k et retourner  I’itération (k).

Remarque 5.1: La condition d’arrét formulée explicitement par

(CTA®, 20 + (4B, ) = 0,
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n’est autre que la condition h(z(*)) = 0 (¢f. remarque 4.2). En effet, d’aprés
la formule (13),

— B p 20y = (WECTAER) | gR)y 4 (pR)y(F) ).

En simplifiant par u®), on a le résultat.

Remarque 5.2: Pour résoudre le programme bilinéaire (P, «)), plusieurs
algorithmes sont disponibles, y compris ceux de [GAL], [KON] et autres
utilisant des méthodes différentes.
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