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CHOIX DANS LE RISQUE ET EFFET DE CERTITUDE :
UN MODÈLE AXIOMATIQUE GÉNÉRAL (*)

par Samir ESSID (l)

Communiqué par Jean-Yves JAFFRAY

Résumé. — Devant l'incapacité du modèle de von Neumann et Morgenstern à prendre en compte
l'effet de certitude, un modèle de traitement rationnel de l'incertain objectivement probabilisé a
été établi par J.-Y. Jaffray. Cependant, ce modèle ne concerne que les choix dans Vensemble des
loteries (lois de probabilité à support fini). Nous proposons dans cet article une généralisation de
ce dernier modèle au cas où l'ensemble de choix est l'ensemble de toutes les lois de probabilité
sur l'espace des résultats. Nous construisons le modèle à partir de quatre axiomes ayant chacun
une portée mathématique et une interprétation précises. Selon ce dernier modèle, les choix sont
partiellement déterminés par un arbitrage entre le niveau de sécurité et l'utilité espérée.

Mots clés : théorie de la décision, risque, utilité espérée, niveau de sécurité.

Abstract. - Due to the inability ofthe classical model of y on Neumann and Morgenstem to take
into account the certainty effect, Jaffray has developeda model of rational behavior under objectively
probabilized uncertainty. However, the latter model only covers the case of lotteries (probability
distributions offinite support). In this paper, we propose a généralisation ofthis model to the case
of arbitrary probability distributions, based on four axioms having a précise mathematical content
and interprétation. We show that choices are partially determined by an arbitration between the
level of security and the expected utility.

Keywords ,: décision theory, risk, expected utility, security factor.

INTRODUCTION

La théorie de l'utilité espérée (EU) développée par von Neumann et
Morgenstem [30] (vN-M) a été acceptée généralement comme un modèle
normatif de choix rationnel (Keeney et Raiffa [23]) ; les individus rationnels
devront obéir aux axiomes de cette théorie (vN-M) ; elle a été aussi largement
appliquée comme modèle descriptif (Arrow [3], Friedman et Savage [17]).
Sa popularité s'explique par sa simplicité : le calcul d'un seul nombre,

(*) Reçu en décembre 1994.
(*) Faculté des Sciences Economiques et de Gestion de Tunis, Avenue 7 novembre, Tunis 1060,
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232 s. ESSiD

représentant un ensemble de données numériques, et sa comparaison à
d'autres nombres calculés par la même expression permet au décideur de
choisir sa décision optimale. A la suite de plusieurs expériences (Allais [1],
Kahneman et Tversky [21], Cohen et Jaffray [5], Karmarkar [22], Cohen [6],
etc.), il paraît admis aujourd'hui que le modèle EU, fort séduisant, ne peut
décrire le comportement d'un homme réel en situation de risque. Beaucoup
restent donc sceptiques quant à la portée de ce modèle.

Ainsi, devant la présence de lacunes du point de vue descriptif, d'autres
modèles alternatifs de décision dans le risque ont été proposés afin de
remédier aux principales insuffisances du modèle EU (Kahneman et Tversky
[21], Chew [4], Quiggin [28], Machina [25], Segal [29], Yaari [31], Allais
[2], Jaffray [20], Gilboa [18] et Cohen [6]).

Plusieurs auteurs ont attribué le fait que les individus se comportaient en
contradiction avec le critère de maximisation de l'espérance mathématique
d'utilité à l'existence de plusieurs effets dont l'un des principaux est l'effet
de certitude. Des violations systématiques d'un des axiomes fondamentaux
de la théorie EU peuvent s'expliquer en grande partie par l'existence de
ce dernier phénomène psychologique qui a été largement discuté et illustré
par plusieurs auteurs (Allais [1], Kahneman et Tversky [21], Lopes [24],
McCord et de Neufville [27], etc.). Il joue aussi un rôle important dans
l'existence des biais systématiques rencontrés au cours de l'évaluation des
fonctions d'utilité (McCord et de Neufville [27], Cohen et Jaffray [5], Essid
et al [9], etc.). En particulier, Kahneman et Tversky [21] ont défini cet effet
de certitude comme l'attirance des décideurs pour les résultats considérés
comme certains par rapport aux résultats seulement hautement probables. Le
paradoxe d'Allais et ses variantes illustrent de manière claire l'existence de
cet effet de certitude.

Paradoxe dfAllais : L'expérience proposée initialement par Allais (1953)
distinguait les deux situations de choix suivantes :

I II
A : 1 million de francs avec certitude D : 0,1 chance d'avoir 5 millions

0,1 chance d'avoir 5 millions C . ô  n chance d'avoir 1 million
0,89 chance d'avoir 1 million

La majorité des sujets préfèrent A à B dans I, vraisemblablement du fait
que le fait de gagner avec certitude est prépondérant. En même temps, ils
préfèrent D à C dans II : à gain minimum égal (nul), le gain maximum élevé
de la perspective D, malgré sa faible probabilité, fait pencher la décision en
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CHOIX DANS LE RISQUE ET EFFET DE CERTITUDE 233

faveur de D. Il paraît raisonnable d'être sensible au gain minimum garanti par
chaque perspective : ce couple de préférences est cependant incompatible
avec le modèle EU.

Jaffray [20] et Gilboa [18] ont défini l'effet de certitude comme étant
la conséquence de l'attention particulière portée par le décideur au résultat
minimal offert par chaque décision, c'est-à-dire au niveau de sécurité qu'elle
garantit. Ils ont proposé, indépendamment, un modèle axiomatique prescriptif
de choix dans le risque compatible avec l'effet de certitude : le modèle (m,
EU). L'axiomatique du modèle (m, EU) est une version affaiblie de celle
de vN-M [30]. Pour chaque loterie (loi de probabilité à support fini) il
existe une conséquence ou un gain « minimal » que le décideur est certain
d'obtenir. Soit co le gain minimal de la loterie donnant c% avec probabilité
pi (î = 1,2, . . . , n) . La valeur de cette loterie est donnée chez Jaffray
[20] par la fonction :

n

a (co) ̂ 2 & [(u (c*) " u (c°)] + v (c°)- (^

Cette dernière expression fait clairement apparaître le rôle du gain minimal
dans l'évaluation des loteries. Ainsi, le modèle (m, EU) est un double critère
combinant l'utilité espérée des loteries et leur niveau de sécurité. Le niveau
de sécurité joue donc un rôle important. Dans le cas extrême il peut être
déterminant, et ce n'est que lorsque les niveaux de sécurité des loteries sont
équivalents qu'intervient l'utilité espérée afin de départager ces loteries.

Toutefois, le modèle (m, EU), qui généralise sur le plan formel le modèle
EU et qui possède, par conséquent, une meilleure capacité descriptive que
ce dernier, a été établi en prenant pour ensemble de choix l'ensemble des
loteries. La généralisation du modèle (m, EU) à des lois de probabilité
quelconques est l'objet de ce travail. La difficulté majeure est l'absence
éventuelle de résultats minimaux pour les lois quelconques. Nous allons
montrer qu'on peut surmonter cette difficulté en construisant une fonction
d'utilité sur l'espace des résultats et en associant à toute loi un élément de
l'image de l'ensemble des résultats par cette dernière fonction d'utilité. Nous
commençons d'abord par présenter un système formé de quatre axiomes
ayant chacun une portée mathématique et une interprétation précises. Les
trois premières hypothèses ne sont autre que les axiomes de vN-M sous
une forme affaiblie. Au début, nous caractérisons les préférences à niveau
de sécurité donné, puis nous définissons ensuite les recouvrements des
préférences et les recouvrements des préférences connexes, et enfin jious
aboutissons à une représentation générale. Ainsi, selon le modèle propose,
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234 s. ESSiD

les choix sont partiellement déterminés par un arbitrage entre le niveau de
sécurité et l'utilité espérée.

LE MODÈLE

Un décideur est dit en situation de risque s'il doit choisir parmi des
décisions dont le résultat dépendra de la réalisation ou non d'événements
dont il connaît les probabilités. Chaque décision d induit sur l'ensemble des
résultats C une mesure de probabilité image Pd.

Nous supposons qu'il existe une relation de préférence >zv dans l'ensemble
des décisions V ; cette relation induit sur l'ensemble V de toutes les lois sur
C une relation de préférence que nous notons >z définie par :

P• £ Q ^ prf, df e V tel que P = Pdj Q = Pd, et d >zv
 d^

Cette relation n'hérite des propriétés de >z° que si, de plus,

P >Z Q & [W, d! G V tel que P = Pdr Q = Pd, , d >? df];

tout se passe alors comme si c'était sur l'espace V que le décideur exprime
des préférences induits par les préférences sur l'espace des décisions.

Afin de généraliser le modèle (m, EU) de Jaffray aux lois quelconques,
nous énonçons les hypothèses suivantes.

Axiome Al : Les préférences du décideur dans V, ensemble de toutes les
lois de probabilité sur C, ensemble des résultats muni d'une tribu A de parties
de C contenant les singletons, s'expriment par le préordre large total >;.

De plus, les préférences dans le certain du décideur définies par la relation
de préordre >zc sur C dérivée de >z : Vc', c" e C, d fcc c" <& Ic> fc le", où
Ic est la loi certaine en c, sont telles que, pour tout c de C, les intervalles
[c, —* [ et ] <—, c] appartiennent à A.

A toute loterie P l loi à support fini, prenant les valeurs Ci avec probabilités
n x

Pi (i — 1,2, . . . , n) et ^ p » = 1 ) , on peut associer un résultat cp

satisfaisant P ({c : c >zc cp}) = 1 et P ({cp}) > 0, que nous appellerons
résultat minimum de la loterie P. Jaffray [20] accorde l'appellation de niveau
de sécurité de la loterie P, à l'un quelconque des éléments de la classe
d'équivalence de l'élément cp de C relativement à la relation d'équivalence
^C dans C.
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CHODC DANS LE RISQUE ET EFFET DE CERTITUDE 235

Comme une loi quelconque peut ne pas être bornée inférieurement, on
ne peut pas toujours lui associer un çp. Afin de généraliser cette dernière
correspondance aux lois quelconques, nous sommes alors amenés à introduire
dans V une relation binaire notée = et à donner la définition suivante :

DÉFINITION 1 : Pour P, Q G V, les lois P et Q offrent le même niveau
de sécurité, ce que Ton note P ~ Q, lorsque : Vc € C, P([c, —> [) = 1 O

Axiome A2 (axiome d'indépendance) : (i) Si P, Q E P satisfont P ~ Q,
R G V et a G [0, 1] :

P>ZQ & a P + (1 - a) R>z aQ + (1 - a) R (2).

(ii) Si les lois P1, Q', P" et Q" G V satisfont P ' £ Qf et P ; / 9* Qr/,
et a G [0, 1] :

[P' fc P", Q' £ Q"] =» aPf + (l-a)Qf>za P" + (1 - a) Q7';

et, si a > 0,

[P' y P", Q' fc Q"] => a ? ' + (1 - a) Qf^a P" + (1 - a) Q".

Axiome A3 (axiome de continuité) : Si les lois P, Q et R G V satisfont
P y Q y R et P = P, alors il existe a et /3 de ]0,l[ tels que
aP + (l-a)R y Q y f3 P + (1 - 0) K

Introduisons la relation de dominance stochastique d'ordre 1 dans V
(notée >zj) définie par :

P ÏZ«sQ & [Vc G C, P ([c, - [) > Q ([c, - [)] ;

sa partie asymétrique, y^ , est donc caractérisable par :

P yc/ Q & [PïZt/Q et il existe CQ G C tel que

Axiome A4 (axiome de dominance) : VF, Q G V :
(i)P y^ Q ^ P y Q;

(ii) P >zj Q => P >; Q.

(2) ctQ + (1 - a)i£ est la loi associant, à chaque événement A, la probabilité
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CARACTÉRISATION DES PRÉFÉRENCES A NIVEAU DE SÉCURITÉ DONNÉ

Représentation des préférences dans Vp par une utilité linéaire

(3) Soit P e V; désignons par Vp = {Q E V : Q = P} . VP constitue
l'ensemble des lois offrant le même niveau de sécurité que la loi P. Rappelons
pour mémoire le théorème, variante du théorème de vN-M [30], dû à Herstein
et Milnor [19].

THÉORÈME 1 : Sous les axiomes du modèle EU (Al, A2(i), A3 et A4 sans les
restrictions), il existe sur Vespace préordonné (Vy >z) une fonction d'utilité
linéaire, unique à une transformation affine strictement croissante près (à
t.a.s.c. près).

Puisque Vp est un ensemble convexe et que la restriction de la relation
>3 à Vp satisfait les axiomes du modèle EU, nous pouvons alors énoncer
comme conséquence du théorème 1 la proposition suivante :

PROPOSITION 1 : II existe sur l'espace (Vp, >z) une fonction d'utilité
linéaire, unique à t.a.s.c. près.

Dans le modèle EU, on sait que des préférences représentables par une
fonction d'utilité linéaire £/(.) s'expliquent par un critère d'utilité espérée,

en ce sens que pour toute loi P de densité p(.), U(P) = ƒ u(c)p(c)dc9
Je

où la fonction u(.) est appelée utilité de vN-M du décideur, et liée à £/(.)
par : Vx e C, u(x) = U (Ix).

Dans notre modèle, en vertu de la définition de la relation = dans V> la
=-classe d'équivalence (=-c.é.) Vp, admettant la loi P comme représentant,
peut ne pas contenir de lois certaines (c'est le cas où la loi P n'est pas
bornée inférieurement). Ainsi, pour pouvoir donner une représentation des
préférences dans l'ensemble Vp par une utilité espérée, nous aurons besoin
de la définition et du lemme suivants :

DÉFINITION 2 : Soit Vp la =-c.é. de la loi P de V, le sous-ensemble,
[C, -+ [ de C sera appelé support de P et sera noté Cp. Toutes

( [ , [ )
les lois de Vp ont le même support que P .

(3) Dans tout ce qui suit, nous supposerons vérifiés les axiomes Al à A4 traduisant la rationalité
du comportement du décideur en environnement risqué.
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CHOIX DANS LE RISQUE ET EFFET DE CERTITUDE 237

LEMME 1 : II existe une fonction d'utilité up(.) sur (Cp, >zc) définie par :

où fj, est quelconque dans ]0,1[ et Up(.) est une utilité linéaire sur (Vp, >z)
vérifiant UP(P) = 0.

Preuve : (i) Notons que Pp contient la loi / i l c + (1 - /i) P pour tous c tel
que [c, —> [c Cp et JJ, G ]0, 1[, Or ce dernier mixage pourra encore s'écrire,

V// G [//, 1[ : f 1 - 4 ) p + 4 fa' Jc + (! - AO pl- P a r la proposition 1,
il existe une fonction d'utilité linéaire V(.) sur (Pp, i:). Par la linéarité
de F(.), on en déduit que :

Ce rapport est donc indépendant de la valeur de fj, dans ]0, 1[. De plus,
V(.) est unique modulo une transformation affine strictement croissante
(mod.t.a.s.c) ; nous prendrons par la suite l'utilité Up(.) sur (Pp, >z) définie
par : UP(.) = V(.)-V(P), d'où t/P (P) = 0.

On peut donc définir une fonction à valeurs réelles, up(.), sur Cp par
l'expression (2).

(ii) up (.) est bien une fonction d'utilité sur (Cp> fcc).

Soit c', c" E Cp et soit /i, G ]0, 1[; notons que ë ~c d! & Ic* ~ Id, ^
Id ^ Icn. D'où, par A2 (i) ;

c' ~ c c/; O Id - Jc// 4» MId + (1 - ^) P - M 4 " + (1 - M) P

& up (</)•=

D'autre part, par A4 (i) :

c' yc c"

1 •- M) -P > Afric + {l- n)P

+ (1 - ^) F ) > t/p ( M ^ C + (1 - M) P)

uP(c"), D
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Représentation des préférences dans Vp par une utilité espérée

Jaffray [20] a montré que les préférences dans l'ensemble Cc des
loteries de niveau de sécurité c donné satisfont à la relation suivante :
R\ >Z R2 & ERX U(.) > ER2 U(.), VJRI, R2 E Cc, où u(.) est une utilité
sur (C, fcc) unique à La.s.c. près et ERU(.) est l'espérance de u{.) pour
la loterie R. Nous allons à présent valider cette dernière relation pour les
lois quelconques.

PROPOSITION 2 : Sous les axiomes Al, A2 et A3, l'utilité up (.) définie par
l'expression (2) est une application mesurable de (Cp^Ap) dans (3^, B<$\)
où Ap est la trace de A sur Cpr et B<$\ la tribu des boréliens de Vensemble
des réels 5H.

Preuve: L'espace ordonné (up(Cp), >) étant représentable par une
fonction d'utilité, est nécessairement parfaitement séparable. Ainsi, il existe
un sous-ensemble Sp de up(Cp) au plus dénombrable tel que: Vx',
x" E up (Cp), x1 < x" =^>35E Sp tel que : xf < s < x".
Deux cas sont à traiter :

(i) Soit xp E up (Cp), d'où

Up1 (]• - 00, xP]) = {c G Cp : cp >zc c} = CpnJ.<-, cp]

où cp est tel que up (cp) — xp.
Or par Al, } <—, cp] E A donc u^1 (J — co, xp\) G Ap.

(ii) Soit xp ^ up (Cp), ou bien xp majore up (Cp) ou bien xp ne majore
pas up (Cp). Dans le premier cas : Wp1 (] — 00,. xp]) — CpOC G Ap. Dans
le cas contraire : Up1 (] — 00, xp]) est égal soit à M uj>1 (] — oo, s]) soit à

seSp
3<Xp

O u^1 (] — 00, s[). Ainsi, dans les deux cas, on a bien Wp (]. — 00, xp]) E

puisque ^4p étant une tribu contenant u^1 (]. — 00, s]), pour tout s £ Sp.

Nous démontrerions de même que tip1 ([xp, +00],) E Ap. D

LEMME 2 : Powr tow^ P rfe P, l'ensemble Vp est stable par combinaison
linéaire convexe au plus dénombrable.

Preuve : II faut montrer que pour une suite de réels positifs, (an)ra>i,
+00

tel que Y^ an — 1 et pour une suite de lois (Pn)n>i de Vp, la loi
n=l
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CHOIX DANS LE RISQUE ET EFFET DE CERTITUDE 239

+00

R — V^ an Pn est bien un élément de Vp.

Soit CGC, P ( [c , -+[)=1=> Pn ([c, -> [) - 1, car Pn G VP% Vn > 1.

D'où R([c, -> [) = [J2 an Pn\ (fc - [) = 2 an = 1.
\n=l / n=l

Réciproquement si i2([c, —• [) = 1 alors Pn flc, —> [) = 1, Vn > 1. Ainsi,
R e VP. D

LEMME 3 : Sous les axiomes Al à AA, Futilité Up(.) sur (Vp, >;) est
une fonction bornée.

Preuve : (i) Montrons d'abord le résultat suivant : pour toute loi P de
Vp, il existe une loi £ de P à support dénombrable telle que L >z P-
Distinguons deux cas:

Ier cas : s'il existe CQ tel que Cp = [CQ, —> [, alors Vp — Vj .
Soit (cn)n>i une suite de Cp telle que cn >:c Cn-i» Vn = 1, 2, . . . , et
up (en) ÎSup uP (c) e ! K u {+00}.

c€Cp
Nous définissons la loi L comme suit: L({cn}) = P([c n _i , cn[),
Vn - 1, 2, . . .;

2e ca5 : sinon P([c, — • [ ) < ! pour tout c G Cp.
Soit (era)re>o une suite de Cp telle que cn >zc Cn-i, Vn — 1, 2, . . .
Nous définissons la loi L comme suit: L({cn}) = P([c n _i , cn[),
Vn = 1, 2, . . .;

(ii) Montrons que Up (.) est bornée supérieurement.

Supposons que ce n'est pas le cas; il existe alors une suite (Pn)n>i de
Vp telle que UP (Pn) > 2/7'+1 et Pn+1 fe Pn, Vn = l, 2, . . . Soit P\VP

telle que £/p (P) = 0. D'après le (i), d'une part il existe une loi L à support
dénombrable telle que L >z^ Py et d'autre part pour tout n = 1, 2, . . . ,
il existe une loi Ln à support dénombrable telle que Ln >LC/ Pn. Posons
A — support de L = {xm, m > 1}, An —support de Ln — {xm\ m > 1}
et Bn = AU An = {zjn , m > 1}. Nous définissons la loi L* à support Bn

par: L* {[z^\ - , [) = Sup(L([4n), - [), L» (KW , - [))> Pour tout
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240 S. ESSID

i = 1, 2, . . . . La loi L* vérifie : Ln >z^ L et L* fc^ Ln, d'où, L* fc^ P n

et L* ^;^ P puisque d'une part L >z^ P et d'autre part Ln )z</ Pn-

Définissons à présent la suite (Qn)n>i de lois de Vp par : Qn — - P + - L*,

ainsi Qn >Zaflpn+lp9 Vn = ï, 2, . . . Par A4 (ii) : Qn ^\pn+\p

et par suite : UP (Qn) > 2n, Qn+1 £ Qn et Qn fc^ F.' La loi
+oo 1

1

— Qn G Pp d'après le lemme 2, et a pour utilité :
n = l

n = l

Or, t/p (Qn) > 2-, Vn > 1; la loi Q*y - E ^ 7 v Q» G ^ d ' a P r è s

n=iV+l

le lemme 2, et vérifie Q^r >:^ P puisque Qn >z^ P, Vn > 1; ainsi
C M Q A T ) > ^ P ( ^ ) = 0, Vtf > 1.

Enfin : [/> (Q) > A^+ - ^ Î7p (P) = iV, VTV G N*, ce qui est impossible
puisque le membre de droite peut être arbitrairement grand.

(iii) De la même manière, nous montrerions que Up (.) est bornée
inférieurement; dans le premier cas, ICo est dominée par tout P ; dans
le deuxième cas, on construit une loi L à support dénombrable, dominée par
P , par le procédé suivant : L({cn}) = P ([cn_i, cn[), Vn = 1, 2, . . . D

LEMME 4 : Sous les axiomes Al à A4, l'utilité up (.) définie sur (Cp, >zc)
par l'expression (2) est bornée.

Preuve : Si l'utilité up (.) n'était pas bornée, il existerait une suite (Qn)n>i

de lois de Vp tel que : Qn = - ICn+ ~ P, Vn > 1, où (cn)n>i est une

suite de CP telle que cn+i >Zc cn et uP(cn) > 2n+1
J Vn > 1. D'où

Up(Qn) —-up{cn) > 2n et par la suite Up (Qn) î +oo, ce qui est

impossible puisque la fonction Up (.) est bornée (lemme 3). •
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PROPOSITION 3 : Sous les axiomes Al à A4, pour tous A E A, R Ê  Vp
et /x E ]0, 1[ :

R{A) = 1 =* jx(Inf uP{c)) < Up(tJ,R+(l-iJ,)P) <Ai(Sup uP{c)).
ceA A

Preuve : Posons a — Inf up(c) et b =Sup up (c)

Montrons que UP (fj,R+ (1 - fi) P) < \xb, V/z E ]0, 1[.

(i) S'il existe c £ Cp tel que up(c) < b et J?(An] ^-, c]) — 1 alors
RQ <-, c]) = 1; de plus, Va E ]0, 1[ et V/x E ]0, 1[

En effet, posons :

G = iA(aIc + (l-

et

H = fiR+(l-tj,)P.

Soit o: E C,

si cfc c : r , G([ar, ^ [)-fT([a;,

^ [)) > 0;

si x ^ c c, alors R ([x, -> [) = 0, d'où G ([a;, - > [ ) - # ([x, -^ [) = 0.

Ainsi, G >z^ H; par suite, par A4 (ii), G >z H, soit encore, V ^ G ] 0 , a[

>ZH.

En tenant compte du fait que Up{.) est une utilité, on obtient :
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par la linéarité de Up (.) et par la définition de up (.), on écrit alors :

atiup (c) + (1 - a) UP (/iR + (1 - p) P)>UP(vR+{l- p) P),

soit encore, apup (c) > a Up (fj,R + (1 — p) P), d'où enfin :

UP (pR + (1 - p)P) < p up (c) < fi b.

(ii) Dans le cas contraire, il existe une suite (cn)n>i de Cp telle que
(up (cn))n>i tend vers b1 < b et que la suite d'événements (An)n>i définie
par : An — An] <—, cn] vérifie la relation 0 < R(An) < 1, Vn > 1, et
(R(An))n>i tend vers 1. Nous introduisons pour tout n de N*, les lois Rn

et Qn définies par :

et QB ( G ) -

Remarquons d'une part que : Vn Ë N*, E = R(An)Rn + R(A%)Qn et
d'autre part, étant donné un réel fj, de ]0, R(An)[, il existe un entier no tel
que : n > no =>• R(An) > fi.
Ainsi, la loi K définie par K = pi R + (1 — JJL) P peut s'écrire :

K = n[R(An) Rn + R{Ac
n) Qn] + (1 -p)P

d'où, d'une part en appliquant la fonction Up (.) et en utilisant le fait qu'elle
est bornée supérieurement, c'est-à-dire qu'il existe m tel que Up (S) < m,
V S E VP, et d'autre part du fait que R (An) Rn + R (A£) P G VP et vérifie
UP (R(An) Rn + R (Ac

n) P) < up (cn), donc :

(l - R(An))m < / z6+( l - R{An))m < pb.

L'inégalité Up (K) > pa se démontrerait de façon symétrique. •
Nous donnons à présent le résultat qui exprime la représentation des

préférences dans Vp par une utilité espérée.

THÉORÈME 2 : Sous les axiomes Al à A4, l'espace (Vp, >z) est
représentable par une fonction d'utilité Up (.) de la forme :

R -> Up (R) = ƒ uP (c) dR (c)
JCp

(3)
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où up (.) est la fonction d'utilité sur (Cpy >Zc) définie par l'expression (2).

Preuve : Soit a — Inf up (c) et /3 — Sup up (c); a et (3 existent puisque

d'après le lemme 4 la fonction up (.) est bornée dans Cp ou F G Vp avec
Up (P) ~ 0. Pour chaque n de N*, nous formons les ensembles suivants :

M n = \c G Cp : a < up (c) < a• + > ;
l n J

Aj . . . ƒ c e CP : a + £ r i i i £ z ^ < u p W < a +•
•' ^ nn n

Vi = 2, 3, . . . , n..

D'après la proposition 2, la fonction [/p (.) est mesurable, d'où AljTl E A,
Vi = 1, 2, . . . , n.

(z — 1) (8 — a)
Pour chaque c G A8- n , posons fn (c) = a + — -; la suite de

fon.cti.ons (fn (.))n>i ainsi définie converge uniformément vers up (.) ; de
plus les fonctions fn (..) sont simples, ainsi :

uP(c)dR(c) - Sup{£?(ƒ„, i2), n - 1, 2, , . .}1
existe dans 9^ pour tout R G P p .

Nous introduisons, pout tout i =• lr 2, . . . , n,, et pour tout (JL de ]0, 1[,
les lois suivantes :

où i? = TRiA^yq, avec Q, définie par : Qt(G) =

VG e .A'et V Î = 1, 2; . . . , re.

Remarquons que Qi(Ai>n) — 1, d'où par la proposition 3 :

+ i ^ ^ < UP (Qi) < ;t a + VK -
n J L n

Vt = l , 2, . . . , n,

qui est équivalent à :

f fi_ l)(0-a)l
\a + i ^ > < JÎ (Ahn) Up (Qi)
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n

d'où, puisque ^ R (A^n) Up (Qi) — Up (R) — fiUp (R), on obtient

1 = 1

1 = 1

La limite commune des sommes ci-dessous est : / up (c) dR(c),
JCp

Enfin, il est aisé de voir que la propriété d'être de la forme (3) détermine
la fonction d'utilité Up (.) mod. t.a.s.c et qu'il en est de même pour la
fonction up (.). D

Relation entre les représentations des préférences par une utilité espérée
dans les divers Vp

Considérons deux =-c.é. différentes V\ et V2 admettant respectivement
pour représentant Pi et P%. D'après le théorème 2, chacun de ces deux
ensembles totalement préordonnés V\ et V2 est représentable par une
fonction d'utilité linéaire.

A présent, nous nous intéressons à la relation qui existe entre V\ et
V%. Pour % — 1, 2, notons Ui (.) l'utilité sur (Vi, >z) qui a la forme

Ui (P) = ƒ m (c) dP\c), VP eVi, où u% (.) est une utilité sur (C2, >zc)
.JCi

a s s o c i é e à ( 7 ^ , >z) d é f i n i e p a r l ' e x p r e s s i o n ( 2 ) a v e c Ci— f] [c , - * [.

LEMME 5 : Si Non [Pi = P2], alors : soit C\ ^ C2 soit C2 %C\.

LEMME,6 : Étant donné C2 %C\, il existe deux réels a et (3 avec a > 0
tels que :

u2(.) = aüx(.) + p (4)

où ûi'(.) représente la restriction de u\(.) à C2.

Preuve : D'après le théorème 2, puisque la propriété d'être de la forme
(3) détermine la fonction U2 (.) mod. t.a.s.c, pour vérifier la propriété (4), il
suffit de montrer que la fonction ûi (.) est une utilité de vN-M sur (C2, fec)
associée à (V2, fc).
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Pour cela, d'une part il est facile de montrer que ni (.) est une utilité sur
(C2, fcc); d'autre part, VQ2, R2 G V2

Par A2 (i) :

Q2ÏZR2 & U2(Q2) >U2(R2)

& I u2(c)dQ2(c)> f u2{c)dR2(c).

Q2ÏZR2 <* !*Pi + (1 - M) <?2 fc M Pi + (1 "

^ C7i (M P I + (1 - M) Q2) > Ï7i (M Pi + (1 "

^ ^ / ui (c) dPt (c) + (1 — AX) / ni (c) dQ2 (c)

> /i / m (C) dPi (C) + (1 - /z) ƒ Ul (c) di22 (C)

^ / ni (c) rfg2 (c) > / «1 (c) dR2 (c)

^ / n i (c) dQ2 (c) > [ û! (c) dR2 (c).
Jc2 Jc2

On en déduit ainsi que U2 (.) définie sur (P2, >:) par :

t r 2 ( p ) = / «i (c)dP(c),

est une utilité linéaire ; d'où que n~i (.) est une utilité de vN-M sur (C2, >zc).
Mais puisque toute utilité de vN-M est unique mod. t.a.s.c, il existe alors a
et ƒ? avec a > 0 tels que : n2 (.) — aû\ (.) + /3. D

Comme conséquence immédiate de ces deux derniers lemmes, nous allons
à présent définir une fonction d'utilité sur l'espace totalement préordonné
(C) izc)- Pour ce faire, soit c non ;^c-;mdlleur résultat de C. Le théorème 2
nous indique qu'il existe une utilité linéaire £/(.) sur l'espace {V^ iz) où
Vc = {P e V : P = /c}, et une utilité n(.) sur ([c, -> [, fec) définie par :

M

où 11 e ]0, 1[ et telles que : Ü(P) = / ü(c)dP{c)9 VP G 7%, avec

U(Ic) = 0.
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Par ailleurs, Vx G C tel que c >Zc %> il existe au moins une =-c.é. 7^ telle
que x G Cx = p| [y, —> [ où P x est un représentant de Px. Ainsi,

P*([y,-[)=i
par le théorème 2, il existe deux fonctions d'utilité Ux (.) sur (Vx, iz) et
wx (.) sur (Cx, >zc) telles que :

U (P) = / ux (c) dP (c) et ux (y) =
Jcx

D'après la preuve du lemme 6, la restriction de ux(-) à [c, —>- [ est une
utilité de vN-M; d'où il existe deux réels ~âx et /3X avec âx > 0 tels que

û(.) = â x u x {.)|[c,—[ + /^x' qui Peut s'écrire :

Û (.) - Ös [ttx (-)|[cv^[ - ^ (c)].

La fonction u^ (.) définie par :

vx (•) = ̂  kx {.) - ux (c)] (6)

est bien une fonction d'utilité sur (Cx, >zc)l de plus, elle coïncide avec
ü(.) sur [c, —• •[. Nous associons ainsi à chaque x de C tel que c ^;c x
une fonction vx (.) définie sur CT, donc en particulier en x. Nous donnerons
le résultat suivant :

PROPOSITION 4 : La fonction u(.) définie par :

^ ( x ) = û(x) si x ycc

Ku(x) = vx(x) sinon

où u(.) est une utilité sur ([c, —>• ;[, ̂ ;c) définie par l'expression (5) e?
^ (.) i/«€ utilité sur (Cx, ^:c) définie par l'expression (6), vérifie les trois
assertions suivantes :

(i) TA (rr) est bien définie,

(ii) Vx G C, IA(.) £? ^x (.) coïncident sur Cx,

(iii) u(.) est une utilité de vN-M sur (C, >ZQ) associée à chaque (T7*, fe),
OM "P* ^̂ ? wne ^-c.e. ; de plus elle est unique mod. t.a.s.c.

Preuve : (i) Montrons que u (x) est indépendant du choix de l'ensemble Cx.
D'une part, Vx G C vérifiant x >~c c9 nous pouvons poser : u (x) •= û (x),

d'où le résultat. D'autre part, Vx G C vérifiant c >zc x, u{x) est aussi
indépendant du choix de Cx. En effet, supposons qu'il existe deux =-c.é.
différentes V\ et V% telles que x £ Ci et x G C2. Le lemme 5 nous dit qu'on
a soit C\ ^ <?2 soit C2 ^ Ci. Par raison de symétrie, supposons que Ci ^ C2
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et notons, pour i = 1, 2, v^x (.) l'utilité de vN-M sur (C^ >zc) associé à
x et qui coïncide avec la fonction û(.) sur [c, —̂  [. Ainsi» on peut écrire :
u(.) = vijX (.) = V2yX (•) sur l'ensemble [c, —» [. Par le lemme 6, il existe
deux réels ax et 0X avec ax > 0 tels que viyXQ = axV2,yx (0|d + Px\
en particulier : 0 = û(c) = wi^ (c) = V2.,x (c) = ax !U2,# :(c)|Cl + /3X, d'où
/3a; = 0. De plus, puisque c est non ^-meilleur élément de C; on peut
donc trouver t tel que t >~c c et par suite puisque u(.) est une utilité :
0 = û(c) < u(t) =• vijX (t) ~ V2lX (t) — ax V2,x (£), d'où ax = 1. Donc,
•vijX (.) = V2iX (.) sur Ci et par suite u(x) est bien définie.

(ii) Montrons que pour tout y G Cx, u(y) = vx (y).

1° cas : x £ C tel que c >~c %•

Soit y E Cx* notons vy (.) l'utilité de vN-M sur (Cy, fcc) associée à y. Par
les lemmes 5 et 6 respectivement, Cy ^ Cx et il existe deux réels a et 0
avec a > 0 tels que : vy (.) = a ^ (.) + 0 sur C r Or, %: (.) = u(.) sur
[c, —> [; par conséquent : f3 = 0 et a = 1.

2° cas ; .a: G C tel que a; >~e c.
La propriété est évidente dans ce cas puisque vx •(.) = û(.) = u (.).
(iii) Montrons que u (.) est une utilité de vN-M sur C associée à chaque V*

où V* est une =-c.é. En premier lieu, nous remarquons que par sa définition
même, la fonction u(.) est unique mod. t.a.s.c. D'autre part, soit U (.) la

ffonction définie sur (V, >z) par : U (P) = ƒ u(c)dP(c). On notera que
Je

cette fonction U (.) est bien définie. En effet, tout P de P appartient à un
sous-ensemble V* de P formé par les lois offrant le même niveau de sécurité
que P ; de plus, le théorème 2 prouve l'existence d'une fonction d'utilité
linéaire U* (.) sur (P*. >z) de la forme :

U*(Q)= f u*(c)dQ{c),
Je,

avec C/* (Q) e ïïï et où u* (.) est une utilité de vN-M sur (C+, >zc). Mais
d'après le (ii), u(.) n'est qu'une t.a.s.c. de u* (.) (u(.) = au* (.) + 0 avec
a > 0). Ainsi, pour tout Q de P+,

U(Q)= fu(c)dQ(c)= [
Je Je

= a ƒ u#(c)dQ(c)

D'où, puisque U* (.) est une utilité linéaire sur ('P*, fc), il en est de même
pour la fonction U (..). D
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Pour nous résumer, donnons le résultat suivant :

THÉORÈME 3 : II existe deux fonctions u(.) et U (.) définies respectivement
sur l'ensemble des résultats C et sur Vensemble des lois V reliées par :

U(Q)= fu(c)dQ(c),
Je

telles que :

(i) U (.) est une utilité linéaire sur l'ensemble des lois offrant le même
niveau de sécurité;

(ii) n ( . ) est une utilité sur l'espace totalement préordonné (C, >Zc)-

De plus les fonctions u(.) et U (.) sont uniques mod. t.a.s.c.

Ce dernier théorème ne nous affirme l'existence d'une fonction d'utilité
linéaire que sur l'ensemble des lois offrant le même niveau de sécurité.
Donc, il nous donne aucune indication concernant la comparaison des lois
offrant des niveaux de sécurité différents. Par conséquent, on ne peut utiliser
la fonction U (.) comme une fonction d'utilité sur tout l'espace (P, >z) (cf.
exemple 1 ci-dessous). Les préférences sont donc multicritères, intégrant
un premier critère le niveau de sécurité, et un deuxième, l'espérance
mathématique d'utilité.

De plus, ce théorème 3 donne l'existence d'une fonction d'utilité u(.)
sur l'espace totalement préordonné (C, >zc)- Toutefois, à niveau de sécurité
donné, si l'utilité up (.) définie sur (Cp, >zc) e t donnée par l'expression (2)
est bornée, la fonction d'utilité u(.) de ce dernier théorème définie sur
(C, >zc) n'est pas pour autant bornée en général. Comme nous l'avons déjà
signalé, Jaffray [20] fait associer à chaque loterie P un résultat cp de C.
Ceci n'est pas toujours possible pour une loi quelconque. Ainsi, à C on
associe u (C) = {y G 1H : 3 x G C avec y = u (x)} C 5H . Ceci nous conduit
à associer à chaque loi de V un élément de 91 U {—oo}.
En effet, soit P G V et soit x G Cp,

u(x) > it(c), VceC tel que P ([c, -> [) = 1,

soit encore :

u (x) > Sup u (c) G 9t.
F([c,->[)=1

D'où la définition suivante.

DÉFINITION 3 : Soit P G P,
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- si P est bornée inférieurement, c'est-à-dire, il existe CQ G C tel que
P([co, ~^ [) = 1> on lui associera l'élément Wp111 défini par :

^ i n = Sup U(C) = U(CQ) G JH;
•F([c,-[)=1

- si P n'est pas bornée inférieurement, on lui associera l'élément Upin

défini par :

^ i n = u - =Inf u(c) G 9 tU{-oo} .

Exemple 1 : Soit (C, £c) = (JH, >) ; P fc Q ^ (u£ i n , EPu(.)) >L

(wS111, £ Q ii (.)), où >^ est l'ordre lexicographique dans %K2. Cette relation
de préférence satisfait le système d'axiomes mais il n'existe pas de fonction
d'utilité sur (P, £ ) .

Cependant, à part pour cet exemple extrême, il y a de nombreux cas
d'ensembles (V1 >z) pour lesquels nous pouvons déduire de nos quatre
axiomes des résultats plus précis.

Notons que nous n'avons utilisé l'axiome A3 que pour des lois P , Q et
R de même niveau de sécurité et que jusqu'ici nous ne nous sommes pas
servis de l'axiome A2 (ii).

En particulier, nous allons chercher une fonction d'utilité s'étendant à des
lois de niveaux de sécurité différents. Plus précisément, nous allons montrer,
suite à la définition 3, comment la relation donnée par l'expression (1) peut
se généraliser au cas des lois quelconques.

EXPRESSION GÉNÉRALE DES PRÉFÉRENCES

Dans ce paragraphe, nous introduisons le concept de « recouvrement des
préférences » que nous généraliserons par la suite pour avoir la définition
de « recouvrement connexe ». Ces deux idées vont nous permettre de
généraliser le résultat du théorème 3, c'est-à-dire de trouver une fonction
d'utilité s'étendant à des lois de niveaux de sécurité différents.

Définitions et propriétés des recouvrements des préférences

Tout au long de cette section, Pt et V% désignent 4eux ^-e.é. différentes
de V, Définissons une relation d'ordre strict totale, notée <C, sur l'ensemble
quotient 7 ^ par : V\ < V2 si C2 § Ci (C, étant le support de la
loi P{ représentant de la =-c.é. Pi, i = 1, 2). Remarquons que la relation
« <̂C ou = » notée S est un ordre large total.
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DÉFINITION 4 : On dit qu'il y a recouvrement des préférences dans V\ et
V2 lorsqu'il existe des lois Pi, P[ de V\ et P2)- P2 de V2 telles que :
Pi ~ P2 >- P{ ~ P2'.

Nous écrivons alors Tl(Vi, Vi) abréviation pour : « la relation H (V'i, Vi)
est vraie ».

Au préalable, rappelons le lemme suivant (Ferguson [13], Fishburn [16]).

LEMME 7 : Étant donné P% Q et R de V telles que P = Q et P >: R>z G,
il existe un unique réel A e ]0, 1[ tel que XP + (1 — X)Q ~ R.

LEMME 8 : Supposons que V% < V2 et H{Vi, Vi), alors U(Viy V) et
1l(Vr V2) pour toute ^-c.é. V vérifiant ViSV^V2. Plus précisément,
VPi, P | G Vi et P2, P2 E V2 tels que Pi - P2 y P{ - Pj, il existe P, P ;

de V tels que T ~ Pi ~ P2 y P[ ~ P^ ~ ~P\

Dans la preuve de ce lemme, on a besoin du résultat suivant :

LEMME 9 : Pour toute =-c.é. V, le sous-ensemble C — Ç^ [c, —̂  [ de

C associé à V, où P est un représentant de V, est un élément de la tribu A.

Preuve du lemme 8 : Par définition de la relation 11, il existe Pi, P{ G Vi
et P2r. P2 G V2 tels que Pi ~ P2 >- P[ '~ P2. Montrons d'abord que
pour ^-c.ë. V telle que 7>i ̂ VSV%t il existe aussi P, P ' de P tels que
P ~ Pi ~ P2 et P{ - P^ - P ' .

Remarquons que si Vi = P ou P2 = ^ , le résultat est trivial. Supposons
que V admet la loi Q comme représentant. La loi Q admet comme
support C, un sous-ensemble inclus dans Ci. C £ A d*après le lemme 9,
donc Pi (fi) e ]0, 1[ et Pi(Ci/C) e ]0, 1[. Ainsi, Pi peut s'écrire:
Pi = Pi (fi) Si + Pi (Ci/C) Ki où les lois S\ et Kt sont définies par :
pour A e A

e t

Posons A — Pi (C) et formons la loi R\ définie par : Ri• = A Si -h (1 — A) Q.
Il est facile de voir que Ri G V, de plus iîi ^ Pi et par A4 (i),
R\ y Pi. Du fait que C2 § C, la loi Q peut prendre la forme suivante :
Q = a 52 + (1 - a)üf2, avec a = 1 - Q (C2) G ]0, 1[ et, où les lois 52
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et K2 sont définies par : pour A £ A,

_. Q(AnC2) _ Q(An(C/C2))

Q{C)Q(C2) '" ' Q{C/C2)

Posons R2 — aS2 + (1 - a) P^, on a P2 yc/ R2 et par A4 (i), on peut
écrire P2 y R2.

D'où deux lois ~R\ et ~R2 de V vérifiant : Ri y Pi et P{ y R2. Or,
Pi ~ P2 y P{ ~ P^ d'où :

(i) Ri y Pi y R2

et

(ii) 'Ri y P[^SR2'

L'application du lemme 7 à la relation (i) donne l'existence d'un réel (3
de ]0, 1[ tel que :

P = (3 Ri + (1 - (3) R2 - Pi - P2 avec P eV.

Ce dernier lemme s'applique aussi à la relation (ii) et donne l'existence d'un
réel 0 de ]0, 1[ tel que ;

P 7 =0fR1 + (i- pf) R2 ~ P[ ~ P\ avec P* G V. D

Remarque 1 : Soit V\, V2 deux =-c.é. telles que V\ < P2 et 7^(7^1, V2).
On peut toujours indicer l'ensemble K — {P* G 7 ^ : Pi f P* f ^2}
comme suit : fC = {Vs : s G S} où S est un sous-ensemble de N. Pour
alléger les notations, dans tout ce qui suit, nous désignons par : Cs le
sous-ensemble de C associé à V$, Q = M Vs et J = [ J C5.

PROPOSITION 5: 5"// y <2 recouvrement des préférences dans les deux =-c.é.
Vi et V2 avec Vi <: V2, il existe une utilité u (.) sur (J, >zc) & une utilité
V (.) sur (S, >z) qui est linéaire sur chaque Vs de /C, reliées par :

V(P) = a (s) f u (c) dP (c) + b (s), (7)
JCs

où les réels a (s) et h (s) dépendent seulement de s G S et a (s) > 0. De
plus, chacune des fonctions u(.) et V(.) est unique mod, t.a,s.c.
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Preuve : (i) En vertu du théorème 3, il existe une fonction d'utilité u (.) sur

C et une utilité U (.) sur chaque =-c.é. reliées par : U (.) = lu (c) d(.) (c),

de plus elles sont uniques à t.a.s.c près. Soit alors une =-c.é. Vs de /C.

Définissons V (.) sur T>5 par V (.) = a (5) / tt (c) d(.) (c) + 6 (5), où a (s)
Je

et 6(5) sont deux réels déterminés de la manière suivante : puisque la
relation TZ(Vi, V2) est par hypothèse vraie, on peut toujours trouver des
lois <2i G V\ et Q2 G V-2 telles que Q\ y Q2 ; le lemme 8 nous assure
l'existence de deux lois Q et i? de Vs telles que R ~ Q\ y Q2 ~ Q, qui

est équivalent, d'après le théorème 3, à : I u(c)dR(c) > I u(c)dQ(c).
Je Je

Ainsi le système d'équations suivant :

a (s) u (c) dR (c) + b (s) — 1
Je

a (s) / w(c)dQ(c) + &0) = 0
Je

admet une solution unique (a (5), 6 (s)) telles que a (s) > 0.

Notons que V (R) = 1 et V (Q) = 0. Soit alors 5 G P5, posons

V (S) = A G SK.

Distinguons trois cas selon que Q y S, R>z S >z Q, on S y R y Q.

Dans le premier cas, V(.) étant une utilité sur Vs, donc

g y S o F(Q) > V(S) o A < 0.

Mais R y Q, d'où par le lemme 7, il existe un unique a G ]0, 1[ tel que
a ^ + C l - a ) ^ ^ ^ . L'utilité V (.) étant linéaire sur P5, on obtient :

aV(R) + (1 - ~

qui est équivalent à : \a — ~
L 1- X

Dans les deux d'autres cas, on concluait de même, respectivement que
— — _ 1 A - 1 —

Ài2 + ( 1 - À ) Q ~ S avec A G [0, 1] et R - - S-\-^—- Q avec A > 1.
A A

(ii) Montrons que la fonction V (.) est une utilité sur (Q, >z).

Soit Vs et Vt deux ^-c.é. différentes de l'ensemble /C avec Ss G P5 et

5* G Vt.

D'après le lemme 5, soit Cs ^ Ct soit Ct § Cs où Cs et Ci sont respectivement
les sous-ensembles de C associés à Vs et TV Supposons que Cs ^ Ci et
posons V (Ss) = Xs et V (St) - At.
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Le lemme 8 entraîne, d'une part l'existence de R3 et Qs de Vs telles que :
Rs ~ Qi >- Q2 ~ Qsi e t d'autre part l'existence de deux lois Rt et Qt de Vt

telles que : Rt ~ Qi >- Q2 ~ Qt- Ainsi, d'une part Rt ~ R3,-et d'autre part
Qt ~ Qs- Les lois S s et St peuvent être classées différemment par rapport
à Qi et Q2 ; on peut montrer que dans tous les cas :

Ss^St & V(S3)>V(St).

Traitons par exemple le cas où Ss y R$ et St >- Rt-

D'après le (i) :

X~^-Qt (1')
Ag As At At

or puisque Qt ~ Qs et par hypothèse S$ ̂  St, donc par A2 (ii) :

M M ̂ _^ At

soit encore, d'après la relation (1;) ci-dessous :

s + Q S i ^
M M AS As

qui entraîne d'après le (ii) de la preuve du lemme 7 :

•f^T- ^ A ^ A * ^ V(Sa)>Y(St).
M As

Les autres cas se démontrent d'une manière semblable.

Ainsi, V (.) est bien une fonction d'utilité sur l'espace (Q, >z) qui est
linéaire sur chaque =-c.é. Vs de K\ de plus d'après sa forme, elle est bien
unique mod. t.a.s.c.

La fonction u(.) étant une utilité sur (C, >Zc)* e l l e l ' e s t aussi sur
l'ensemble {J, >zc)\ de plus son unicité mod. t.a.s.c. découle du
théorème 3. D

Remarquons que pour P et Q de V, si P ̂  Q alors ^ i n = u^h\ D'où :

PROPOSITION 6: Supposons qu'il y a recouvrement des préférences dans les
deux =-c.é. V\ et V2 avec V\ <C V2 ; il existe alors, pour toute =-c.é. Vs

de K :

(i) une fonction d'utilité u(.) sur CSj le sous-ensemble de C associé à Vs l

(ii) deux fonctions à valeurs réelles a(.) et &(.);
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telles que la fonction V (.) définie sur Q par :

V(R) =a(uTi) [ u(c)dR(c) + b{ufn) (8)
Je

soit une fonction d'utilité sur (Q, >:), donc linéaire sur chaque Vs de JC.

De plus, a(Uf(m) > 0 où u^m est donné par la définition 3, et

chacune des fonctions u{.) et V'(.) est unique mod. t.a.sx.; et les

transformations : v! (.) = À u (.) + \i et V1 (.) = a V ( . )+ƒ? correspondent
aux transformations : a' (.) = — a (.) e? 6' (.) = a 6 (.) — a (.) + ƒ?.

A A
Preuve : (i) Du fait qu'il y a recouvrement des préférences dans V\ et

P2 et que Pi <C P2, il existe respectivement deux lois Q\ et Q2 de Pi et
V2 telles que Qi >- Q2 ; de plus, le lemme 8 nous assure l'existence de
deux lois ~RS et Qs de Vs telles que ~RS ~ Qi >- Q2 ~ Q5. D'où, par la
proposition 5, il existe une utilité u (.) sur (Jy >zc) e t u n e utilité V$ (.) sur
(Q, fc) reliées par ;

Vs (R) = a(s) [ u (c) di2 (c) + & (5)
Je

(9)

avec V̂  (J?5) — 1 et Vs (Qs) = 0. La fonction u (.), étant celle du théorème 3,
est unique mod. t.a.s.c.

(ii) Rappelons que a (s) et b (s) ne dépendent que de la =-c.£ P5 de /C.
Soit P 5 un élément de Q ; pour chaque loi de Vs, on pose : a (w^m) = a (5) et
b (u^m) = b (s). Ainsi, a (.) et b (.) sont bien des applications de SHU {— a }
dans £K avec a(.) > 0 puisque a (s) > 0, Vs G 5.

(iii) Définissons la fonction V (.) sur Q par :

[ u(c)dR(c) + b(ufn).
e

Sur VS9 la fonction V (.) coïncide avec la fonction Vs(.) définie par
l'expression (9) ci-dessus. Or, par la proposition 5, la fonction Vs (.) est
une utilité sur (Q, >z), linéaire sur chaque Vs et elle est unique à t.a.s.c.
près ; de plus, elle est complètement déterminée par ses valeurs en Rs et Qs.

(iv) Enfin, soit v! (.) = A u (.) + /i une t.a.sx. de u (.) et soit V' (.) l'utilité
sur (Q, >z) définie par :

V' {R) - a' (ufn) [ u' (c) dR (c) + b'
Je

Puisque V7 (.) possède la même forme que la fonction V (.), elle est unique
à t.a.sx. près. Ainsi, on peut poser V' (Rs) = a + ƒ? et V' (Qs) = /3 avec
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a > 0. Sachant que V (Rs) = 1 et V (Qs) = 0, posons us = u^in = ^ i n ,
d'où :

a + (3 = V'(Rs) = a'(us) f (Xu(c) + M) dRs (c) + 6' (us),
Je

P = ^ (Q,) = o' («*) / (A u (c) + M) dQ, (c) + b' (us);Je
ce qui est équivalent à :

a + ƒ? = A i-^4 C1 ̂ W ) + ^ ' K) + h'

d'où :

a (us) — ~r a (us) et b1 (us) = ab (us) r— S
A A

Par suite :

V ' (R) = a' (^ in) / «' (c) diî (c) + y
Je

= a' (ufn) A / u(c) dR (c) + ix af (ufn) + b1 {ufn)
Je

= a \a(ufn) f u (c) dR (c) + b (ufn)] + p = aV (R) + /?. D

Propriétés exigées par l'axiome de dominance

II est facile de voir qu'inversement, toute fonction V (.) donnée par la
relation (8) de la proposition 6 satisfait les restrictions des axiomes Al,
A2 et A3 à l'ensemble (Q, >z) mais non nécessairement à Taxiome de
dominance A4. Plus précisément :

PROPOSITION 7 : Pour les trois fonctions u(.), S(.) et b(.) vérifiant les
propriétés de la proposition 6 et pour la fonction d'utilité V (.) définie sur
(Q, ïz) par Vexpression (8), les deux assertions suivantes sont équivalentes :

- ( I ) Si'F, Q e Qetsi P y^Q alors V (P) >V{Q)\
- (II) Si P e Vr C Q et si Q e Vt C Q avec Vt < Vr alors :

b(u^n) -b(ufn) < Inf [a (ufn) - a (ngin)] u (c). (10)

u(c)>«pan
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Preuve : (i) Montrons que (II) implique (I).
Soit P , Q e Q tels que P y^ Q, et donc ufin > u^in. Par définition
d e V ( . ) :

V (P) - V(Q) = a0£in) f u(c) dP(c) + b(ufn)-a\
Je

x

f f
utilisant le fait que a (ug m ) > 0 et que / u(c) dP (c) > u(c) dQ (c)

v Je Je
(par dominance),
V{P)-V{Q) > (a(uf»)-a(uf*))[u(c) dP

mais puisque Upm < I u(c) dP (c) et la relation (10) est vraie, alors

V(P) > V(Q).
(ii) Montrons que (I) implique (II).

Puisque la fonction u(.) est une utilité sur (C, £c), la relation (10) est
équivalente à :

"LV„ min\ T / min\ ^ t^> / rainA <̂  /„.rninw „.min

b [UQ ) - b [up ) < (a [up ) - a (UQ )) uP

si

si

où n =Sup u (c) G ! R U {+OO}.
cee

Pour toute paire de réels (u', it") telle que it' > u", 'v! < û e t u" < û, on

peut trouver P, Q e Q telles que : P y^Q, u! = u (c) dP (c) et u" =
f '
\ u (c) dQ (c). Puisque l'assertion (I) est vraie, alors :V(P) — V (Q) > 0,

Je
soit encore :

î(u^n) -b(ufn) < a(ufn)uf -a(v$n)u".
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Cette dernière inégalité étant vraie pour tous v! et u11 tels que v! > v!1
7 d'où :

b(u$a)-b(uf«)< Inf _(a(ufa)-a(u$»))y. O

COROLLAIRE 1: Pour u (.) et V (.) vérifiant les propriétés des propositions 6
etl9

[ u (c) dP (c) = [ u (c) dQ (c) et npin > ^ i n => F (P) > F (Q).
Je Je

Ce dernier corollaire montre qu'on peut interpréter notre modèle comme
un modèle multicritère où les critères élémentaires seraient EU et le niveau
de sécurité. Par ailleurs, il existe un recouvrement des préférences dans les
deux =-c.é. V\ et V2 défini par la fonction V (.) donnée par l'expression
(8) si et seulement si : pour Pi G V\ et P% G V%y

a(uf™) [ u(c) dP1 (c) + 6 ( ^ n ) > a(uf™) f u(c) dP2 (c) + b ^
Je Je

soit encore,

a

Cette dernière inégalité affirme donc : Sup V (P) > V (P2), où P2 est
F€Pi

un représentant de V2.
Notons que la relation (10') n'est pas une restriction imposée par le

système d'axiomes.
Dans la suite, nous essayerons de montrer l'existence d'une fonction

d'utilité de la forme (8) sur un sous-ensemble V1 de V dans lequel il n'y
a pas de recouvrement des préférences.

Exemple 2 : C = ÎH+, u (c) = c, si c < 2 et u (c) = 3 - e^c~2) si c > 2.
P >L Q & V (P) > V (Q) avec V (P) = ufhl + m P , où mP est

l'espérance mathématique de P . Posons :

Vl = {R e V : wSin = Sup u(c) = 1},
fl([c,-*[)=l

7>2 = {i? G P : ufn = Sup «(c) = 2}.
fl([c,-[)=i

II est clair que la relation £; vérifie le système d'axiomes. Cependant il n'y
a pas de recouvrement des préférences dans les deux ensembles V\ et V2
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puisque toute loi de V2 domine toute loi de V\ et pourtant les lois peuvent
être comparées par la même fonction d'utilité V (.).

Généralisation des recouvrements des préférences : préférences connexes

II se peut qu'il n'existe pas de recouvrement des préférences dans deux
=-c.é. V et V différentes, par exemple lorsque toute loi de V domine chaque
loi de V. Ainsi, on est conduit à généraliser la notion de recouvrement
des préférences à une propriété dite de « connexion » entre les éléments de
l'ensemble quotient 7 ^ , définie par :

DÉFINITION 5 : On dit que les deux =-c.é. V et V sont connexes_s'il existe
un entier naturel n et des ^-c.é. (Vi)i<i<n, avec V\ = V, Vn — Vtt telles
que : V% < Vî+1 et H{Vu ?Vhi), Vi = 1, 2, . . . , n - 1.

Pour chaque loi P de V, nous définissons les ensembles suivants :
G (P) = {Q <E V : Q = P, ou VP et VQ sont connexes,

ou VQ et Vp sont connexes};

S^{Ge2p :G^ G(P) pour P eV}; VG = {VQ : Q e G}.

La relation 1Z est réflexive et symétrique mais elle n'est pas transitive
en général. Nous noterons 1Z la fermeture transitive de 1Z définie par :
'R-i'Ppi VQ) si et seulement si il existe un entier m > 0 et des =-c.é. V\,
V2, . . . , Vm, avec Vm = VQ et telles que 7l(VP, Vi) et U(Vu Vi+i)
pour tout i — 1, 2, . . . , m — 1. Vp et VQ sont donc connexes si et seulement
si la relation 7Z(Vp, VQ) est vraie. Il est clair que 1Z est une relation
d'équivalence dans V^. Appelons classe de Vp modulo TZ l'ensemble
GTJ^(P) = {X G V\& - 7Z(Vp: X)\\ nous remarquons que l'ensemble
T^G(P) n ' est autre que G^(P). Introduisons maintenant une relation binaire
dans l'ensemble quotient (V^)^ dont la partie asymétrique est définie
comme ci-dessus :

DÉFINITION 6 : Pour VQ> et VQ" appartenant à l'ensemble quotient ( 7 ^ ) ^ ,

VG> ^gVGn & Pf y P", VP' e G' etVP" G G".

LEMME 10 : La famille S est une partition de V, et pour chaque G de S,
les préférences dans VQ sont connexes. De plus, la relation —g (c 'est-à-dire,
yg ou =) est un ordre total sur l'ensemble quotient (V\^)^.

Preuve : (i) Puisque la relation 72. est une relation d'équivalence,
elle forme ainsi une partition de V^. Plus précisément, la classe
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d'équivalence G^(P) de l'ensemble Vp pour la relation 7Z est égale à
VG(P) = {PQ-Q eG(P)}; ainsi, {VG : G G 5} = {VG{P) : P G V}
forme une partition de V^. Par la suite, S forme bien une partition de V.

(ii) Par construction même de la relation 1Z, on vérifie aisément que pour
chaque G de <S, les préférences dans VQ sont connexes.

(iii) il est facile de voir que la relation —g est réflexive, antisymétrique
et transitive. Montrons qu'elle est aussi totale. Soit G1 et G" deux éléments
distincts de S ; il existe alors deux lois R! et R" de V telles que G1 = G (R!)
et G" = G(R"). Soit P1 G <?(#), notons :

X' = {Q G G (&') : Q y P1} et Y' = {Q G G (R") : Pf y Q} ;

ainsi : X' U Y' = 0 et X' U F ' = G (Rf/). Remarquons que pour tout Q
de G{R!f) : soit VQ C X' soit P Q C Yf. Nous affirmons cependant que
X1 ou y ' est vide. En effet, supposons le contraire ; soit Q et F G G (Rff)
tels que VQ C X' et VF C Yf. Ainsi le couple ( P Q , VF) n'appartient
pas au graphe de la relation 7J, d'où une contradiction. Il reste à prouver
que pour P' et P{ de GiR1) : X{ = 0 si X7 = 0 et, Y[ = 0 si
y ; — 0 ; où Xj et Y{ représentent respectivement les ensembles associés à
P{ définis de la même manière que X! et Y1. Montrons par exemple que
si Xf — 0 alors nécessairement X[ — 0 . Supposons que X1 = 0 alors
que X; / 0 . Or X; ^ 0 ^ Y"/ = 0 , d'où G^R") = X[, et d'autre part
X ; = 0 => G ( ^ ' ) = Y'.

Ainsi donc, VQ € G (#") : P ' >- Q >- P{, (11)
Soit Q" un élément de G (Rf/), formons les ensembles :

X" - {P G G ( # ) : Q7/ y P} et Y/y - {P G G(iZ') : P y Q"}.

D'après ce qui précède, ou bien X11 — 0 ou bien Y" = 0 . Ce qui est
impossible puisque P1 G Y" et P[ G X7/ ; donc nécessairement X[ = 0 .
On conclut donc que pour tout P de G(P') : VQ G G(P*% P y Q ou
Q y P. O

Nous allons maintenant étendre la proposition 6 au cas où les préférences
sont connexes.

PROPOSITION 8 : Soit P non plus grand élément de (P, >:), GT^

T>G{P) — ̂ G & TZ-classe d'équivalence de la ^-c.é. Vp. Il existe une utilité
u (.) sur (C, >zc) et une utilité V (.) sur (Vo, ïz) de la forme :

V(R)=a(uTx) [ u(c)
Je
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donc linéaire sur chaque ~-c.é. Vs C G. De plus, a.(w^in) > 0 et chacune
des fonctions u(.) et V(.) est unique mod t.a.s.c.

Preuve : Si ÇP} >:) admet un plus grand élément P, il existe G = G(P)
dans 5 tel que G = {Q e V : Q = P} ; par suite, 7 ^ admet une seule
=-c.é. La proposition est alors une conséquence immédiate du théorème 3.
Pour la suite, nous supposons donc que (V, >z) n'admet pas de plus grand
élément. Soit u(.) une fonction d'utilité sur (C, >zc) vérifiant les propriétés
du théorème 3.

(i) Nous construisons une fonction V (.) sur VQ comme suit :

- Soit Q G G, par définition de 7£, il existe une suite finie (Vi)i<i<n de
^-c.é. telle que : Vi = VP, Vn = VQ, V% < Vl+1 et 7^('P^, Vi+i)9

Vi = 1, 2, . . . , n — 1. Utilisant la proposition 6 de façon répétée,
nous pouvons construire de proche en proche une fonction V {.) sur
V[<pu<p2] = {V G V\ç* : Vi < P < P2}, puis sur ^p2 ;p3] à partir de
ses valeurs déjà connues dans tout V2, etc.

Nous montrerons que V (.) ne dépend pas des =-c.é. intermédiaires
utilisées. Pour cela, supposons qu'il existe une autre suite finie ÇPj)i<j<m

de ^-c.é. telle que : V[ = VP, Vf
m = VQ9 VJ < Pj+i et H(V], 7^+1),

Vj = 1, . . . , m — 1. Notons Vf (.) la fonction construite de proche en proche
sur V[-pPipQ] en utilisant cette dernière suite. Formons la suite (^) i<^<r
obtenue en rangeant en ordre croissant pour la relation <C les éléments
des deux suites finies (Vi)i et ( ^ ) j* Puisque les fonctions F( . ) et Vf (.)
coïncident dans Pp , elles coïncident alors dans V\^pp^y

Montrons que si V (.) et Vf (.) coïncident dans V\pp^<p» ], elles coïncident
aussi dans ^[7?P,p"]*
Le résultat est évident lorsque Vjï^ - Vf^

Sinon, il existe un indice i tel que : V%~\ 5 P[ /_1 ^ 7^' 5 ^ , et un indice j
tel que : 7?j-_a 5 Pfc.j < ^ 5 7^. Les fonctions V (.) et V1 (.) coïncident
dans Vfc. Il existe une fonction unique ayant ces valeurs dans V^ et possédant
les propriétés de la proposition 6 dans V^pn p//j ; c'est le cas de la fonction
V (.) qui les possède dans V\pi_1^vi\

 e t de la fonction V' (.) qui les possède
dans Vvp>. ^-pn ; donc V (.) et Vf (.) coïncident dans V^pu ^ " j , donc dans
^ V P , ^ ' ] * ^ ^ récurrence, les fonctions V (.) et Fy (.) coïncident donc dans
v[Pr,rQ]- _

-Soi t Q E G telle que IZÇPQ, Vp). Dans ce cas, nous construisons
d'abord une fonction £/* (.), prenant des valeurs données en Q et R de VQ,
sur tout Prp pi où V appartient à V\&. et vérifie 11 {VQ, V) par le procédé
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ci-dessus. Par une transformation affine, nous obtenons la fonction V (.) sur
Vyp pi ayant les valeurs précises dans Vp et prolongeant donc la fonction
U* (.) précédemment construite sur Vyp ^ ,

-So i t Q G G telle que Q = P . La fonction V(.) sera celle de la
proposition 6, V (.) peut donc être ainsi construite sur tout VG.

(ii) Montrons que la fonction V (.) est une utilité sur (VGj >z).

Pour cela, il faut montrer que si Qi , Q2 G G — G ( P ) , Ri G ('PQx et

#2 G P Q 2 , alors :
R1ÏZR2 & V(Ri)>V(R2). (12)

Remarquons que la propriété (II) de la proposition 7 est vraie si i?i = J?2
puisque V (.) est une utilité sur chaque P Q où Q G G. Supposons que
Non [Qi = Q2] est vraie; alors T^(rPqlJ VQ2). D'après la définition 5, il
existe une suite finie (P2)i<£<n de ~-c,é, telle que : V\ — 7)Q1, Vn = P Q 2 ,
V% < V%+i et 11 (Vi, Vi+i) pour tout i = 1, 2, . . . , n - 1. La proposition 6
nous affirme que V (.) est une utilité sur chaque V^pix^^ Vi = 2, . . . , n.
S'il y a recouvrement des préférences dans VQ1 et VQ2, l'unique utilité
sur Vvp ; y>Q ], fc) qui satisfait la propriété (8) de la proposition 6 coïncide
avec la fonction V (.) sur V[pQ 7-pQ ]» d'où la propriété annoncée. Dans le
cas contraire, nous supposons que V (.) est une utilité sur V^pQ ,Vi-^\ e t n^us
montrerons qu'elle en est une sur Vi-p^ VA - En effet, considérons un élément
Ri de V['pi__li<pi] et un élément R2 de T>]^Q ,Vi-i]- Soit pour tout R G Vi-i,
Ri y R!, et donc Ri y R2 d'une part et V (Ri) > V (R2) d'autre part.
Soit il existe Rf G TVi tel que R! >z Ri ; alors il existe Rf

t G V%-\ tel
que R[ - iîi ; d'où V (R[) = V(Ri). Ainsi donc, Ri >z R2 <& R[ £ i?2
et i?i fc R2 & V(R[) > V(R2).

En conclusion : Ri >z R2 si et seulement si V(Ri) > V(R2). D'après
sa forme, la fonction V (.) est bien linéaire sur chaque V$ C G et elle est
unique mod. t.a.s.c. •

On peut rassembler les résultats de la façon suivante :

PROPOSITION 9 : // existe une fonction u (.) de C dans 1H, des fonctions a (.)
et b (.) de £R U {—00} dans SH tels que pour tous P , Q de V :

P fc Q O VG{P) yg VG{Q)

[VG(P) = VG(Q) eta(uf*) f u(c) dP(c) + b(uf
jc

[
C

De plus, u(.) est unique mod, t.a.s.c.
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Pour nous résumer, nous donnons le résultat suivant :

THÉORÈME 4 : La relation >z dans V, ensemble de toutes les lois sur
l'ensemble des résultats C et la relation dérivée >zc dans C satisfont aux
axiomes Al à A4, si et seulement si, il existe une fonction u{.) de C dans
9i, des fonctions a(.) et b(.) à valeurs réelles, et un ordre total = sur une
partition H de V tel que :

(i) pour tous P , Q G V9

ou
[n(P) = H{Q) et V(P)>V(Q)

où :

- 7~C(P) est un élément de H contenant Vensemble

VP = {R e V : R = P } ;

-V(P) = a (ufn) f u (c) dP (c) + b(ufhl) ;
Je

avec d,^™*1) > 0 et où Wpm est donné par la définition 3.

(ii) Les propriétés suivantes sont vraies :

- ufin > u^n ^ H (P) * H (Q) ;

_ [H{P) = H(Q) et ufn > u™11}

=> b(u^)b(uf) < Infmin

(iii) 5/ ufin = u^in alors

P>zQ ! u (c) dP (c) > / u (c) dQ (c).
Je Je

De plus les propriétés dans (ii) impliquent que u(-) est une utilité sur (C, >zc)
unique modulo t.a.s.c, elles impliquent aussi que si {VQ : G E <S} est une
partition de V^ pour la relation de connexion TZ, S est plus fine que H et
la restriction de la fonction V (.) sur chaque VQ est unique mod. t.a.s.c.

Preuve : 1) Supposons que les relations >z dans V et bc dans C satisfont
Al à A4. Prenons pour 7i la famille S, d'où l'ordre total ^ sur 7i n'est autre
que ^g et pour tout P de V, H (P) = VG(p) de plus VP C H (P). D'après
la proposition 9, il existe une fonction u{.) de C dans 9t et des fonctions à
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valeurs réelles a ( . ) et b(.) tels que pour tous P , Q G V,

P ÎZ Q & VG (P)
 yg ^G (Q)

ou

r u{c)dP(c) + bi

f
avec a(.) > 0; d'où la partie (i).

Vérifions les propriétés de (ii) : uf™ > u^in ^n(P)fH (Q).

Soit P, Q eV tels que ufn > i ^ i n . Supposons que 7i(Q) >- H(P)
qui est équivalent à VQ(Q) ^g 'PG(P)? SO^ encore à : Qf >- P{ pour tous
Q' e G (Q) et P' e G (P) ; en particulier : Q y P. Or, par hypothèse,
Wp111 > VÏQ11. Traitons le cas où P et Q sont bornées inférieurement ; d'où,
il existe cp et CQ G C tels que Wpm = u{cp) et u^n = U(CQ). Puisque
u{') est une utilité sur C, alors :

ufn > v$* • & u(cP) >u(cQ) 4» cP yccQ.

Ainsi :

cP= n [c'^[= n tc'^Ec n ic>^i=cQ

Or Q G Pg C 7>G(Q).
 d o n c Q ( C P ) ^ ]0, 1[ et Q {CQ/CP) G ]0, 1[. Posons

Q (Cp) = 1 - a, on écrit la loi Q sous la forme : Q = a Qi + (1 - a) Q2
où Qi et Q2 sont les deux lois définies par : \/ A G A,

Q(An(CQ/CP))
Q(CQ/CP) e t Q

Remarquons que P y^ Q\, d'où la loi P\ définie par :

P1 = aP + (1 - a)Q2 e VP C VG{P),

et vérifie Pi ^^ Q. Par A4 (i), P\ >- Q. Ceci contredit le fait que

Ainsi donc : Up^ > itgin =» W(P) ±

Inf mn [o(n^ n ) - o(ug111)] n (c) (13)
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La relation (13) est équivalente à :

b [UQ ) — b [up ) < [a (up ) - a [UQ )) uP

si

si

où û =Sup u(c) G 9\ U {+oo}.
ceC

Donc elle est équivalente à :

Soit P , Q e P ; d'une part, w^in > u^n => CP^CQ, soit encore VQ <^VP\
d'autre part, H{P) = H(Q) est équivalent à U{VP% VQ). D'après la
proposition 8, il existe une utilité U (.) sur VQ de la forme :

f
Je
f u(c) dR(c) + b(ufn), WReVscG
e

(U (.) n'est autre que la fonction V (.) dans la partie (ii)). Traitons le cas
général; soit P i G Vp et Q\ E VQ tels que P\ >- Qi. Puisque U (.) est
une utilité sur VQ-> ainsi :

f [ u{c) dPy (c) + b(ufn)
Je

G

& b \UQ ) — ° \UP ) < a \UP )UP - a \UQ )UQ i

d'où :

«H < lni{a(ufn)u' -a

par la suite on aura l'inégalité (13) puisque :

= a{ufn) - a(v%iQ)) u' + S « T ) (u1 - u") et a(v^n) > 0.
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- Si ufn = v$n alors

P £ Q O [ u(c) dP(c)> f u (c) dQ (c).
Je Je

La condition i tp m = u g m implique le fait que les lois P et Q appartiennent
à la même =-c.é., d'où le résultat cherché qui découle du théorème 3.

Les propriétés de la relation ^ dans (ii) montrent que si les deux
=-c.é. Vp et VQ vérifiant 1Z(Vp, VQ), alors toutes les lois appartenant
à VQ{P) = ^PG(Q) doivent appartenir à un même H de H, d'où <S est plus
fine que Tï. Les propriétés de la fonction V (.) découlent de la proposition 8,
ainsi que celles de la fonction u( . )

2) Soit une relation binaire >z dans V, des fonctions u ( . ) , <*(.) et b(.)
et un ordre total ^ sur une partition TC de V satisfaisant aux propriétés du
théorème. Pour cette relation >: ainsi définie, il est facile de voir que Al
à A3 sont vérifiés.

Pour montrer que la relation >L satisfait A4, prenons deux lois P et Q
de V telles que P y-^ Q et donc telles que Up in > UQ1U ; les propriétés
dans (ii) nous conduisent à P >- Q, •

CONCLUSION

L'axiome d'indépendance ainsi que l'axiome de continuité de la théorie de
l'utilité espérée ont été considérablement affaiblis, limitant leurs exigences
de cohérence dans les choix aux cas où l'effet de certitude soit ne peut jouer,
soit joue de manière semblable. Le respect de la dominance stochastique
reste exigé. Nous avons obtenu ainsi un modèle normatif généralisant le
modèle de l'utilité espérée.

Plus précisément, il a été montré qu'il était possible de faire l'extension
des modèles proposés par Jaffray [20] et Gilboa [18] aux lois de probabilité
quelconques.

Le niveau de sécurité joue un rôle crucial, car il peut représenter le critère
déterminant pour les choix : dans le cas extrême, ce n'est que lorsque les
niveaux de sécurité des lois sont équivalents, que l'on tient compte de leur
utilité espérée afin de les différencier les unes des autres. Cependant, dans
le cas général, il y a arbitrage entre le niveau de sécurité et l'espérance
mathématique d'utilité. Il est logique de s'interroger sur l'existence de l'effet
symétrique de l'effet de certitude, dit effet de potentiel qui résulterait de ce
que les décideurs attachent une attention particulière au résultat maximum
d'une décision. On peut alors envisager la coexistence de l'effet de certitude
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et d'un effet de potentiel, ce qui permet d'expliquer plusieurs contradictions
des comportements avec le modèle EU (Cohen et Jaffray [5]). Un modèle
axiomatique prenant en compte ces deux effets a été élaboré par Cohen [6].
Nous avons présenté l'extension du modèle de Cohen aux lois de probabilité
quelconques dans Essid [12].
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