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ANALYSE DE SYSTEMES MIN-MAX (*)

par Geert Jan OLspEr Q)

Communiqué par Michel MiNoux

Résumé. — Nous étudions des extensions de résultats connus sur les systémes dans l’algébre max-
plus (ou min-plus) a des systémes dans ’algébre min-max (ces systémes sont basés sur ’algébre
ol on a les trois opérations max, min et addition). Les systémes min-max sont non linéaires dans
l'algébre max-plus et dans l'algébre min-plus. On introduit le concept du « circuit pulsatif », qui
caractérise la vitesse d’une solution stationnaire du systéme. En général, le poids moyen d’un circuit
pulsatif n’est ni maximal (comme pour les systémes max-plus) ni minimal (comme pour les systémes
min-plus). Sous certaines conditions, les solutions des systémes min-max montrent un comportement
périodique, qui est lié aux circuits pulsatifs. Des solutions issues de conditions initiales arbitraires
convergent en un nombre fini d’étapes vers un tel comportement. On peut utiliser des concepts de
la théorie des jeux pour construire les circuits pulsatifs. On utilise des raisonnements analytiques
et de la théorie des graphes pour la dérivation des résultats divers.

Mots clés : Systtmes a événements discrets, systtmes min-max, circuit critique, max-plus
algebre, comportement périodique.

Abstract. — We will study extensions of known results of max-plus (or min-plus) systems to systems
where the underlying algebra consists of the three operations max, min and addition simultaneously
(such systems are called min-max systems). Such systems are nonlinear in both the max-plus and the
min-plus algebra. The notion of a “pulsative” circuit is introduced, which characterizes the speed
of a stationary solution of the system. In general, the cycle mean of a pulsative circuit is neither
maximal (as is the case for max-plus systems) nor minimal (as is the case for min-plus systems).
Subject to certain conditions, the solutions of min-max systems show a periodic behaviour, which is
directly related to the pulsative circuits. Solutions starting from arbitrary initial conditions converge
in a finite number of steps fo such a periodic behaviour. Game-theoretic notions are helpful for
the construction of pulsative circuits. Both analytic and graph-theoretic reasoning is used in the
derivation of the various results.

Keywords: Discrete event systems, min-max systems, critical circuit, max-plus algebra, periodic
behaviour.
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18 G. JAN OLSDER
1. LES SYSTEMES ETUDIES

Dans ce travail nous étudierons le systeme

z(k+1)=AQz(k)® Boy(k), )
yk+1)=C0oz(k)ANDoy(k). )
On appelle la combinaison des vecteurs z = (z1, o z,) et
y=(y1, ..., Ym), ot / est la transposée, I’état du systéme. Les quantités

A, B, C et D sont des matrices d’ordre n X n, n X m, m X n et m X m
respectivement. On écrit A = {a;;}, B = {bij}, C = {ci;} et D = {d;;}.
Nous supposons d’une part que les coordonnées de z et les coefficients de
A et B sont des éléments de R U ¢ et d’autre part que les coordonnées
de y et les coefficients de C' et D sont des éléments de R U T. Les
symboles € et T dénotent —oo et +oo respectivement. L’opérateur @ est
la multiplication dans I’algebre max-plus; @ est ’addition dans la méme
algébre; les opérateurs ©® et A sont respectivement la multiplication et
I’addition dans 1’algébre min-plus. On fait la convention T ® € = ¢ et
T ® e = T. La notation conventionnelle de (1) et (2) est:

z; (k+ 1) = max (ai1 + z1 (k); ooy Gin + zn (K),
bil+yl (k))~";bi7n+ynz(k))) i:l,...,’l’l,

yi (k+1) = min(ci1 + z1(k), ..., cin + Zn (k),
dil"‘yl(k)a--'7dim+ym(k)), 1=1,...,m.

Si on suppose qu’une condition initiale (z (0), y(0)) est donnée, on peut
calculer I’évolution des équations (1) et (2) de facon unique, c’est-a-dire
qu’on peut calculer (z (k), y(k)) pour k =1, 2, ...

Des applications des systémes qui peuvent étre écrites comme (1), (2),
sont citées en [5] et en [2]. On peut décrire I’évolution des réseaux de Petri
temporisés par des équations qui contiennent les opérateurs max et min,
voir [1} et ’exemple suivant.

Exemple 1: Considérer le réseau de Petri temporisé, qui n’est pas un graphe
d’événement temporisé, dans la figure 1. Pour résoudre le conflit entre les
deux transitions ¢; et t2 qui prennent des jetons de la méme place, nous
instituons la régle que les deux transitions #; et ¢3 tirent alternativement
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ANALYSE DE SYSTEMES MIN-MAX 19

Figure 1. - Graphe de réseau de Petri temporisé.
(t1 prend le premier jeton, tp le dernier). Les équations qui déterminent
I’évolution du systeéme sont

71 (k+ 1) = (a13 @ 2 (k)) ® (a14 ® 23 (k)),
z3 (k + 1) = (az1 ® 11 (k)) ® (ass ® z3 (k)),
z3 (k + 1) = (as2 ® 71 (k)) ® (a43 @ 72 (k)),

y1 (k+1) = (a13 ® z2 (k) A (a14 @ z3 (k).

Le variable z; (k) correspond au temps sur lequel la transition #;41 tire pour
la k-ieme fois, 2 = 1, 2, 3; le variable y; (k) correspond au temps sur lequel
la transition ¢; tire pour la k-ieme fois. Le paramétre a;; dénote le temps de
séjour associé a la place qui relie la transition ¢; avec la transition ¢;. Nous
avons supposé que les temps de tir associés aux transitions sont nuls. W

2. LA THEORIE : POINT DE DEPART ET LES PROBLEMES ETUDIES

Avant de formuler les problémes qui nous intéressent, commengons par
énoncer quelques résultats connus. Le systeéme (1), (2) est constitué de deux
sous-systémes indépendants

z(k+1)=A®z(k), y(k+1) =D o y(k), 3)

qui sont interconnectés par les matrices B et C. Les propriétés suivantes des
sous-systémes (3) sont bien connues; voir [4]. (La plupart des définitions
et des théorémes sont donnés pour le systtme z (k +1) = A ® z(k) dans
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20 G. JAN OLSDER

I’algebre max-plus ; il existe aussi des définitions et des théorémes analogues
pour les systtmes y (k + 1) = D ® y(k) dans 1’algébre min-plus.)

DEFRINITION 2: Le graphe de communication G (A) d’une matrice carré A
de taille n X n est un graphe orienté comportant un nceud pour chaque indice
1, ..., n. Ce graphe comporte un arc entre j et i ssi a;; # €. La valuation
de cet arc est a;.

DEFINITION 3: Pour chaque chemin { = {t1, ta2, ..., tj41} dans G (A),
ou t; et t;yy sont deux nceuds reliés par un arc (on parle d’un circuit si
tj+1 = t1 et d’un circuit élémentaire si en outre t;, # ti,, 11 # t2 et i1,
i2 € {1, 2, ..., j}), on définit son poids moyen par ||/ | ¢ i (la division

N . N def
est celle de I’algébre conventionnelle), ou | ( |w = Qtt, ®@...Qay,, 1, estle

3+1
poidsde (et | (| def 7 est sa longueur. Pour I’ensemble de tous chemins entre
deux neeuds le(s) chemin(s) avec le poids moyen maximal est (sont) appelé(s)
critique(s). Le(s) circuit(s) élémentaire(s) avec le poids moyen maximal (dans
I’ensemble de tous les circuits) est (sont) appelé(s) pulsatif(s).

THEOREME 4 : Si la matrice A est irréductible (de fagon équivalente : G (A)
est fortement connexe), il existe une valeur propre (notée Amax) qui est
unique et un vecteur propre v # € (non nécessairement unique) tels que
A ® v = Apax ® v: La valeur propre est égale au poids moyen maximal du
(des) circuit(s) pulsatif(s).

Pour une discussion de ce théoréme on peut consulter [4], chapitre 24;
voir aussi [2] par exemple pour une preuve compacte. La valeur propre
correspondante 2 D (dans 1’algeébre min-plus) est notée Apin.

THEOREME 5 : Pour toute matrice carrée A de valeur propre Amax, il existe
des entiers d et M tels que ¥ m > M on ait A™t¢ = /\fnax Q@ A™. Le
plus petit d vérifiant la propriété précédente est égal a la cyclicité du graphe
critique de A (voir [2]).

Dans le cas o il existe un et seulement un circuit { de G (A4) dont le
poids moyen est €gal au poids moyen maximal, la cyclicit¢ mentionnée est
égale a | |;. Pour calculer la valeur propre et un vecteur propre, plusieurs
algorithmes existent, par exemple, 1’algorithme de Karp (voir [7]), par la
résolution de ’équation caractéristique, au moyen de 1’optimisation linéaire
(voir [2, 8)]).
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ANALYSE DE SYSTEMES MIN-MAX 21

Maintenant nous considérons de nouveau le systtme (1), (2) que nous
écrivons de fagcon plus compacte:

(z(k+1), y(k+1)) = M((z (k), y (k)))-

DerinrTioN 6: Un scalaire A, € < A < T, est appelé valeur propre de
Papplication M, s’il existe un vecteur (x, y), o T ou y a au moins une
coordonnée finie (c.a.d. € R), tel que

(Aez, Aoy) = M((z, y))- ©)

Le vecteur (x, y) s’appelle vecteur propre de M.

Pour définir un « circuit pulsatif » on a besoin d’un sous-graphe de
G (M) avec n + m nceuds construit de la facon suivante. Considérez la
i-igme équation scalaire de (4), c.ad. (A ® z, A O y); = M (=, v)))i,
1=1,2,...,n+ m. Parmi les n + m termes individuels dans le deuxiéme
membre de cette expression (qui ont une des formes a;z + g ou by + yi
sit <metcipir+zroud_p,r+yrsit>n)ilyenaau moins un

qui conduit 2 I’égalité. Soient %y, ..., ¢, de tels termes, on relie chaque
nceud %1, ..., %, au nceud 4 par un arc orienté. On crée ces arcs pour
1 =1, 2, ..., n+ m. Le graphe construit de cette facon est appelé graphe

de saturation (associé a la valeur propre). Tous les circuits de ce graphe (la
preuve qu’il y a des circuits est facile et est laissée au lecteur) sont appelés
pulsatifs. De maniere équivalente, on obtient:

DermNiTioN 7: Les circuits dans G (M) qui déterminent la « vitesse » de
M, c’est-a-dire 1/ ), sont appelés pulsatifs.

TutoreEME 8: Supposons que A et D soient irréductibles et B # e,
C # T. L’application M a une valeur propre unique ) et un vecteur propre,
correspondant a cette valeur propre, de coordonnées finies ssi Amax < Amin-
Alors on a Apax < A < Amin-

Hormis le théoréme 8, dont la preuve a ét€ donnée en [9], peu de propriétés
de (1), (2) sont réellement connues. Dans ce travail nous considérons les
points suivants.

* D’apres le théoréme 8 le systeme (1), (2) a un comportement périodique
de période 1 (en supposant que les conditions soient vérifiées et que
I’on choisisse les conditions initiales propres). Il existe une relation avec
des circuits critiques. Comment définir de tels circuits? Ici on parle
d’un comportement périodique si il existe des scalaires d, ¢, K, tel que
zk+d)=z(k)®c ylk+d)=y(k)Oc, pour k > K.
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22 G. JAN OLSDER

« Si pour le systtme z (k + 1) = A ® z (k) dans I’algébre max-plus on a
z(k+d) = z(k) ® ¢, la moyenne arithmétique de la suite finie de termes
z().l=k, k+1,..., k+d—1 donne un vecteur propre et ¢/d est une
valeur propre (voir [9] et [3]). Est-ce qu’une propriété similaire existe pour
des systémes min-max ?

* La solution de (1), (2), issue de (z (0), y (0)) arbitraire, converge en un
nombre fini d’étapes vers un tel comportement ?

3. ANALYSE GENERALE

Dans cette section et les prochaines nous supposons que A et D sont
irréductibles, B # ¢, C # T et Apax < Amin- On considére 1’évolution
de (1), dans laquelle y (k) n’est pas déterminé par (2) mais est défini comme
une suite indépendante

y(k) =" ®7, k=0,1,..., )

ot a est un nombre réel avec Amax < @ < Apin et § € (RUe)™. 1l existe
un nombre K qui dépend entre autres de la condition initiale de (1), tel
que la solution de

s(k+1)=Az(k)®o* By (6)
pour k > K est
z(k)=of (a7t A @ (e ! B)7. Q)

Ici une expression Q*, ol @ est une matrice carrée, est définie comme la

.. def . NEOPIPR
série Q* = I® Q@ Q* ... La matrice I est la matrice identité (c.2.d. les
éléments diagonaux sont 0, les autres éléments sont €) du méme ordre que Q.

La série (¢ ' A)* =T ® o 'A® a2 A’ @ ... est convergente parce que

I'on 2 & > Amax. On définit 7 % (e A)* ® (a1 B) g et on peut écrire
k

z(k)=a"z, k> K. 8)

Maintenant on considére (2) od z (k) est donné par (8) (au lieu de (1)).
On peut résoudre

yk+1)=*CzADyk), k>K, 9

et on obtient

y(k)=of (DY A (a1 C) % (10)

Recherche opérationnelle/Operations Research



ANALYSE DE SYSTEMES MIN-MAX 23

Cette solution est valable pour £ > L, ou L dépend de K et des vecteurs
z(k), k=0,1,..., K—1. Attention: il faut considérer (10) dans I’algebre
min-plus. I1 en découle que (A\~1 D)* estégalea IAa"'DAa"2D?A...,

ol les éléments diagonaux de I sont a 0 et les autres éléments sont

égaux a T. La série est convergente parce que & < Amin. Si on définit

7 def (e D)* A (e~ 1 C) 2z, on obtient y (k) = ofg, k> L.

La combinaison de (10) et de la définition de Z donne
y(k) =" (@ 'DY* A (e tC)A (e A)* @ (a1 B) ® 7. 11)

Si on veut que la solution donnée dans (11) soit égale a I’expression
dans (5), alors on ferme la boucle entre les deux sous-systémes. Cela est
possible ssi

j=g=( DA O)A (A (' B)®Y.  (12)

Si il existe « avec Amax < & < Apin €t § tels que I'égalité (12) soit
vraie, alors « est une valeur propre de M et (Z, §) est un vecteur propre
correspondant. Si un tel o avec Apax < @ < Apip N'existe pas, la valeur
propre de M est Apax Si

h(2) € max[min (™' D) A(a™} O) A (a7 A)' @ (a7} B) © 9); ~ 5

est strictement inférieur a zéro pour @ € (Amax, Amin)- Si k() > 0 pour
@ € (Amax, Amin), la valeur propre est Ayin (voir [9]).

Pour le reste de cette section nous faisons I’hypotheése supplémentaire que
I’application M est simple.

DerINITION 9: L’application M est appelée simple si chaque nceud du
graphe de saturation de G (M) a exactement un neeud directement en amont et
si le graphe de saturation ne contient qu’un circuit (qui est automatiquement
pulsatif et élémentaire).

Le graphe de saturation d’une application simple est constitué d’un-circuit
élémentaire (noté par () et des chemins issus de ce circuit (le graphe
ressemble 4 une fleur de tournesol). Supposons que A soit la valeur propre
et (Z, §) soit un vecteur propre de M simple. Considérons le systeme
(1), (2) issu de z(0) = , y(0) = . On a ((z (k), y(k)) = X (z, 9)".
Maintenant nous faisons une petite perturbation dans la condition initiale :
au lieu de z (0); = Z;,, ol 4; correspond a un nceud du circuit du graphe
de saturation, on prend z;, = Z;, + 0, ol § est un nombre proche de O.
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24 G. JAN OLSDER

(Si un tel ¢ n’existe pas on prend y(0); = gj, + §, ol j1 correspond au
méme circuit.) Les autres n + m — 1 coordonnées de (z (0), y (0))' restent
les mémes. Cette perturbation § circule dans le circuit et se propage avec
k dans les chemins du graphe de saturation, issus du circuit. Il n’y a pas
d’autres perturbations pourvu que § soit assez proche de 0. Chaque nceud de
G (M) rencontre la perturbation 6 une fois par |(p |; étapes successives de
k (pourvu que k > K, ot K dépend de |(p |; et des longueurs des chemins
du graphe de saturation). La solution de (1), (2) issue de la condition initiale
perturbée a trois propriétés.
* La solution est périodique de période |(, |; dans le sens suivant

zi(k+ |G l) =z (R)ASl, i=1,...,n,
yi(E+ Gl =y RSl =1, m,
pour £ > K.

*Onaz(k)= Nz, k=5s+1,...,6+|Gli—1ets > K,
excepté pour un k; € {kK, k+1..., 5+ |( | — 1} pour lequel on a
zi (ki) = A¥ Z; + 6. La méme observation est valable pour y; (k).

* Dans la notation conventionnelle on a

zi(k)+- - 4zi(k+ [Ghi—1)
|<p |l
k+|Cz= Il_l
( ) A’) +1&lizi+6

B 1Cp|l

=Zi + ¢, (13)

k+| Cp |l -1

oué = (( Z Al ) + 6) /k ne dépend pas de Z;. 1l existe une équation
=k

identique pour les variables y;. Le vecteur constitué des coordonnées Z; + ¢,

1=1,...,nety; +§ 7 =1,..., m est un vecteur propre. Ainsi on a

démontré que la moyenne arithmétique dans (13) (et dans une expression

similaire pour les y; (k)) est un vecteur propre !

La construction du vecteur propre au moyen de la moyenne arithmétique
reste valable si on commence avec une perturbation plus générale: il faut
que les perturbations des coordonnées qui correspondent aux nceuds de (p
soient assez proches de 0. Les perturbations des autres coordonnées sont
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ANALYSE DE SYSTEMES MIN-MAX 25

arbitraires (les derniéres perturbations sont repoussées en dehors du systéme
avec k croissant).

TueorEME 10: Si M est simple et si (z(0), y(0)) est assez proche
d’un vecteur propre (de la maniére décrite ci-dessus), la solution de (1),
(2) converge en un nombre fini d’étapes vers un comportement périodique,
On peut calculer le vecteur propre (et la valeur propre) par la moyenne
arithmétique.

4. SYSTEMES AVEC CONNEXIONS SCALAIRES ENTRE PARTIES MIN ET MAX

En dehors des hypothéses énoncées au début de la derniére section, nous
supposons ici qu'un €lément de B, b;;, est un nombre réel (# €) et que
les autres éléments de B sont égaux a £. Ainsi il n’existe qu'un élément
de C, ci, qui n’est pas égal a T ; les autres €éléments de C' sont égaux 2
T. L’égalité (12) s’écrit maintenant

7 = (@™ DY)k A (@™ Ot A (0" A1) © (7! B)y; &

et la valeur propre A doit donc vérifier
(WD) AQTIO) A (WA @ (AT B);; = 0. (14)

Dans le graphe G (A\~! D), I'expression ((A~1 D)*);y est le plus petit poids
parmi tous les poids des chemins qui relient les nceuds k& et j. De fagon
similaire ((A™! A)*);; est le plus grand poids parmi tous les chemins de
G (A~ 4) qui relient les nceuds i et . On peut donc en conclure que pour
le calcul de la valeur propre de M il ne faut considérer que le chemin
critique (poids moyen maximal) de 7 a [ dans G (A) et le chemin critique
(poids moyen minimal) de k a j dans G (D). Le graphe G (M) est défini
comme la combinaison des graphes G (A) et G (D) avec les arcs de j a1
et de ! a k.

DEFINITION 11: Un circuit élémentaire dans G (M) qui relie i avec |, | avec
k, k avec j et j avec i est appelé critique si les deux chemins qui sont des
parties du circuit et qui appartiennent a G (A) et G (D) respectivement sont
critiqgues. Un chemin dans G (M) est appelé critique si il est une partie d’un
circuit critique.

Remarque 12: Un circuit critique dans G (M) n’est pas nécessairement
unique. Sil =4, ona (A\"1 A)*);; =0;etsik =jona ((A"1 D)*);; = 0.
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26 G. JAN OLSDER
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Figure 2. — Systéme M avec les valeurs w;.

Une interprétation de (14) donne

THEOREME 13: S’il existe A avec Amax < A < Apin Vérifiant (14), X est
la valeur propre de M et est égale au poids moyen d’un circuit critique

de G (M).
Gunawardena [6] a démontré que pour les systémes avec m = n = 1,

la solution converge en un nombre fini d’étapes vers un comportement
périodique de période 1 ou 2:

TutoreME 14: Si dans le systéeme
z(k+1) = (z(k) ® a11) ® (y (k) ® bn1),

y(k+1) = (z(k) ©c1)A(y(k)©di),
avec une condition initiale arbitraire, on a
*a11 < (b11 + ¢11)/2 < dus, il existe K, tel que

z(k+1)==xz(k)+ (b11 +c11)/2

ety(k+1) =y(k)+ (bin+ec1)/2sik > K;

a1 > (b1 +c11)/2 il existe K, tel que z(k+1) = z(k) + ann
ety(k+1) =y(k)+an sik > K;

* (bi1 +c11)/2 > di1, il existe K, tel que z(k+1) = z (k) + d11
ety(k+1) = y(k)+di1 si k > K.

La preuve use d’un théoréme tres élégant du point fixe. Une autre preuve,
avec des moyens mathématiques élémentaires, mais qui occupe trop de place
ici, a été donné en [10]. La généralisation des deux preuves aux systémes
de dimension plus grande parait difficile.
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ANALYSE DE SYSTEMES MIN-MAX 27

5. SYSTEMES AVEC CONNEXIONS VECTORIELLES

Nous supposons maintenant qu’il y a exactement deux éléments de B,
bi,j, et b;,j,, qui ne sont pas égaux a € et qu’il y a exactement deux éléments
de C, cg,1, €t ci,i, qui ne sont pas égaux a T. Les nceuds 41 et 42 sont
appelés les nceuds d’entrée et les nceuds /7 et Iy les noeuds de sortie du
graphe G (A). Similairement k; et ky respectivement 7 et j2 sont les nceuds
d’entrée et les nceuds de sortie du graphe G (D). L’égalité (12) est constituée
de deux équations scalaires qui ne sont pas d’identités (e = €):

Uin = [Yjikatiings Tin © Yjikatyings Ui)
AT jkatoingy Tir @ Ljykalaings Fial ;

_ _ - (15)
Uio = [Tjakatuinis Tis ® Yiokaliings Uo]
A [Tj2k2lzi1j1 g]l @ Tj2kzl2i2j2 g]?] ?
ou
T def , 1 D) -1 -1 AV -1 b
MiMaMazMyMs — (a )1711"712 o Cmaymg (a )m3m4 & MmaMs>

c.ad. Yo mymsmams €St le poids du chemin qui relie les nceuds m3 dans
G (D) a my puis mg3 dans G (A), qui est, a son tour, relié a my et m; dans
G (D). Les parties du chemin entre my4 et m3 dans G (A4) et entre mg et my
sont respectivement maximale (dans le sens du poids moyen) et minimale
(aussi dans le sens du poids moyen), c.a.d. ces parties du chemin (qui sont des
« sous-chemins ») sont critiques. Nous avons démontré le théoréme suivant
pour des systémes avec deux connexions dans chacune des deux directions
entre G (A) et G (D), mais la preuve pour le cas général est identique.

THEOREME 15: Pour étudier ['existence d’une valeur propre de M qui
Vérifie Amax < A < Amin I suffit de considérer seulement les chemis critiques
entre les neeuds d’entrée et les nceuds de sortie des graphes G (A) et G (D).

DEFINITION 16 : Un circuit dans G (M) qui relie alternativement des chemins
dans G (A) et G (D) n’est appelé critique que si tous ces chemins (dans G (A)
ou G (D)) sont critiques. Parmi tous les circuits critiques qui traversent a
la fois G (A) et G (D), le circuit avec le poids moyen maximal (minimal) est
appelé le circuit maximal* (minimal*).

Remarque 17: Nous avons introduit les notions « maximal* » et
« minimal* » parce que les notions plus simples « maximal » et « minimal »
ont été réservées pour des circuits dans G (A) ou G (D). W
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Avec des moyens mathématiques élémentaires (essentiellement, il faut
distinguer tous les inéqualités possibles et les étudier, voir [10] pour les
détails) on peut démontrer:

THEOREME 18 : Sous les conditions de cette section, le circuit pulsatif n’est
ni maximal* ni minimal*.

On peut aussi étudier la propriété donnée dans le théordme 18 par
des circuits critiques. Dans le reste de cette section nous supposons que
Amax < A < Apin et il n’y a pas de restrictions sur le nombre d’éléments

~

de B et de C qui ne sont pas égaux a € ou T.

TueoREME 19: Si p est un circuit pulsatif et si il existe b, ;, > € qui n’est
pas membre de (p, alors ( ne peut pas étre minimal*.

Preuve : Nous allons supposer que (, est pulsatif et minimal* et nous allons
obtenir une contradiction (démonstration par 1’absurde). Nous construisons
un circuit {; de la fagon suivante, voir la figure 3. Soit I € (;, un nceud de
sortie dans G (A) et soit k2 € (; un neeud d’entrée dans G (D) (remarquons
que ces nceuds ne sont pas nécessairement uniques parce qu’il est possible
que (p relie G (A) et G (D) plusieurs fois). Le circuit {; est défini comme le
circuit qui relie ¢; avec I3 au moyen d’un chemin critique dans G (A), qui
relie /1 avec k2 suivant une partie de (j, et qui relie k2 avec j; au moyen d’un
chemin critique dans G (D) et enfin j; avec 4 par Iarc b;,;,. Par définition,
le poids moyen de ( est plus grand que le poids moyen de (. Les activités
de I, sont alors déterminées par le « fluide » entrant par {; et non par celui
entrant par ¢, (parce que ’opérateur « max » est utilisé au nceud /1). Ainsi
on conclut que ¢, n’est pas pulsatif et une contradiction a été obtenue. H

8
5

Figure 3. — Preuve qu’un circuit pulsatif n’est pas minimal*.
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On peut démontrer le théoréme suviant, dual au théoréme précédent, de
fagon similaire.

TreorEME 20: Si (j est un circuit pulsatif et si il existe cy,;, < T qui n’est
pas membre de Cp, alors (, ne peut pas étre maximal*.

On peut baser un algorithme sur ces deux théorémes pour déterminer le
circuit pulsatif (ou, plus modestement, pour réduire le nombre des candidats
au circuit pulsatif). Le circuit pulsatif ¢, est un point selle dans le sens
suivant. Si on construit un circuit {, basé sur (, comme dans la preuve
du théoréme 19, le poids moyen de (4 est plus petit que le poids moyen
de (p. Cette construction n’est possible que s’il existe un arc b;,;, > € qui
n’est pas membre de (;,. D’autre part, si on construit un circuit ¢, construit
a partir de {, comme dans la preuve du théore¢me 20 (possible s’il existe
ck,1, < T qui n’est pas membre de (), le poids moyen de (, est plus grand
que le poids moyen de (. On peut ainsi invoquer la théorie des jeux a
deux joueurs de somme nulle.

Exemple 21 : Considérons le systéme de section 5 comme représenté dans
la figure 2. Supposons w; =0, =1, ...,4etw; =8, wg =9, wy = 11,
wg = 12, wg = 10, wip = 12, w11 = 13, w1z = 13. Le circuit pulsatif est
wy — wi1 — w4 — wr. On peut vérifier que ce circuit est un point selle
4 la maniére écrite ci-dessus.

Considérons maintenant le méme systéme, mais avecw; = 0,4 =1, ..., 4
etws =5, wg =10, wr =5, wg =5 wy =2, wo=1, w31 =3, w12 ="7.
Le circuit pulsatif est w3 — wg — w3 — we — w2 — w11 — Wq — WS.
I1 ne faut pas appliquer la méthode du point selle parce qu’il n’y a que des
arcs b;,;, ou cg,;, qui sont membres de (p.

6. CONCLUSION

Dans la théorie des systtmes min-max il faut distinguer des circuits
maximaux (minimaux) et des circuits pulsatifs. Dans la théorie des systémes
max-plus (min-plus) ces ensembles de circuits coincident. A cause de cette
distinction la théorie des systémes min-max caractérise des valeurs propres
et des comportements périodiques plus complexes.
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