
RAIRO. RECHERCHE OPÉRATIONNELLE

A. QANNARI

E. M. QANNARI
Approximation d’une matrice non inversible par
une matrice inversible et D-inverse
RAIRO. Recherche opérationnelle, tome 27, no 3 (1993),
p. 319-335
<http://www.numdam.org/item?id=RO_1993__27_3_319_0>

© AFCET, 1993, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « RAIRO. Recherche opérationnelle »
implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression
de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=RO_1993__27_3_319_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Recherche opérationnelle/Opérations Research

(vol. 27, n° 3, 1993, p. 319 à 335)

APPROXIMATION D'UNE MATRICE NON INVERSIBLE
PAR UNE MATRICE INVERSIBLE ET D-INVERSE (*)

par A. QANNARI (*) et E. M. QANNARI C1)

Communiqué par Jean-Yves JAFFRAY

Résumé. -Nous nous proposons d'approcher, au sens de la norme de Hilbert-Schmidt, une matrice
non inversible par une matrice inversible de déterminant donné. Nous démontrons V existence et
Vunicité d'une telle matrice. Nous définissons la D-inverse d'une matrice à partir de la solution
du problème précédent en choisissant pour déterminant le produit des valeurs singulières non
nulles de la matrice considérée. Nous discutons l'application de cette approche pour améliorer le
conditionnement d'une matrice.

Mots clés : Inverse d'une matrice» théorème de Von Neumann, décomposition spectrale,
conditionnement d'une matrice.

Abstract. - We discuss an approximation (with respect to Hilbert-Schmidt norm) of a singular
matrix by a non singular matrix with a given determinant. We prove the existence and unicity of this
matrix. We use this result to define the D-inverse of a matrix by requiring the determinant to be the
product of the nonzero singular values of the given matrix. We discuss the interest of this approach
for improving the conditioning of a given matrix.

Keywords: Matrix inverse, Von Neumann Theorem, Spectral Décomposition» Condition Number.

INTRODUCTION

La résolution de beaucoup de problèmes en statistique et dans d'autres
disciplines met en œuvre l'inversion d'une matrice. Lorsque cette matrice
n'est pas inversible, il est d'usage de travailler avec une pseudo-inverse.
La pseudo-inverse dite de Moore-Penrose (Moore, 1977; Penrose, 1955)
présente, entre autres, l'avantage d'être unique et facile à calculer. L'exemple
suivant montre, néanmoins, un inconvénient de cette inverse : pour une
matrice (3,3) diagonale non inversible et de rang 2 :

, cfe, 0)

l'inverse de Moore-Penrose est donnée par :

(*) Received January 1992.
C1) E.N.I.TXA.A., La Géraudière, 44072 Nantes Cedex 03.
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320 A. QANNARI, E. M. QANNARI

Il s'ensuit que lorsque d2, par exemple, est proche de zéro, cÇ1 sera
relativement grand. En d'autres termes di et 0 qui sont, a priori, de même
ordre de grandeur interviennent dans le calcul de l'inverse avec des « poids »
très disproportionnés. Il n'en est pas de même dans la démarche que nous
proposons.

1- DONNÉES

Soit G une matrice diagonale d'ordre p et de rang r (r < p) :

G - diagfoi, 92, •» , gP).

Nous supposerons que ses éléments sont non négatifs et, sans perte de
généralité, qu'ils sont classés par ordre décroissant. La matrice G étant de
rang r (r < p), nous avons :

# = Q , V j € { r + l , r + 2, ..., p}.

Nous considérons c un réel strictement positif et désignons par M c

l'ensemble des matrices diagonales d'ordre p d'éléments diagonaux positifs
et de déterminant c.

Nous nous intéressons au problème d'approximation de la matrice G par
un élément de JiAc. En désignant par ||.|[ la norme de Hilbert-Schmidt
dans l'ensemble des matrices {p, p), nous cherchons à résoudre le problème
d'optimisation suivant :

2. EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION

2.1. Proposition

Le problème (V) admet une solution unique.
En effet, nous avons :

\\G - F f = ||G||2 + ||F|[2 - 2 Trace {G F).

où Trace (F) désigne la trace de la matrice F.
Le problème (V) se ramène à chercher le minimum de la fonction :

h (JP) = ll̂ ff2 — 2 Trace (GF)
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APPROXIMATION D'UNE MATRICE NON INVERSIBLE 321

ou encore, puisque F est une matrice diagonale :

h (F) = Trace (F2) - 2 Trace (GF)

avec la contrainte Det (F) = c.
Soit 2A le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte Det (F) = c ;

la fonction de Lagrange s'écrit :

A (F, A) = Trace (F2) - 2 Trace (GF) - 2A [Det (F) - c].

En annulant les dérivées partielles de A par rapport à F et A, nous
obtenons le système d'équations suivant :

F - G - A Det (F) F'1 = 0 1
Det (F) = c j

ou encore, en notait / la matrice identité d'ordre p :

F2 ~GF-XcI = Q \ r^
Det(F) = c j

En notant F — Diag(/i , ƒ2, ... , fp) le système d'équations (•) s'écrit
pour tout j = 1, ... , p :

En particulier, nous avons :

Ceci prouve que A est une valeur positive et que les équations du second
degré données dans •(•*) ont pour solutions :

9i + dg) + 4 A e #y - «A? + 4 A c
! L - ou ƒ,• = ï—— pouri = 1, ..., r

et

fj - y/Xc pour j - r + 1, ... , p avec J J / i = c .
2=1

Comme nous avons contraint les valeurs^ (j = 1, ... , p) à être positives,
nous ne conserverons que les racines positives.
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322 A. QANNARI, E. M. QANNARI

Nous allons maintenant prouver l'existence et l'unicité de la valeur À.
p

L'égalité J J f3; = c s'écrit :

Les deux membres de cette équation étant positifs, elle peut aussi s'écrire,
en considérant les logarithmes népériens :

Log (gj + y/s$+4\c) = Log(2"c).

Soit la fonction numérique définie sur ]0, +oc[ par :
P

k(x) = J2 Log [9j + y/gt+ïxc) - Log (2

Nous avons lim k (x) — —oo car au moins la valeur gp est nulle.

De même, nous avons lim k (x) = + oc .
X —> +OC

La dérivée de k s'écrit :
2c

Nous remarquons que ^' est positive et nous en déduisons que la fonction
k est strictement croissante. Elle s'annule donc en un point unique À.

Dans la suite, la matrice F"1 inverse de la matrice F sera appelée
Z)c-inverse de G.

2.2. Remarques

1) La valeur À peut être déterminée par l'algorithme de Newton ou par
l'algorithme de dichotomie qui consistent à déterminer le zéro d'une fonction
par itérations successives en « cernant » de proche en proche cette valeur :

2) La valeur À est comprise entre 0 et c^2~p^p. En effet :
p

k (cV-ïïl^ > J2 Log (2 cl'v) - Log (2p c)

d'où fc(c(2-p)/p) >0 .
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APPROXIMATION D'UNE MATRICE NON INVERSIBLE 323

Comme k est croissante et tend vers -oc quand x tend vers 0, nous en
déduisons que A e ]0, c*2"*)/*].

3) Nous discutons une autre majoration de A qui peut être plus adaptée
pour certains choix de la valeur c. Son intérêt est de tenir compte du nombre
des éléments diagonaux non nuls de G et de leur produit (donc de leur
importance numérique).

Désignons par d le produit des éléments diagonaux non nuls de
r

G, d = TT gj, nous avons la relation :

En remarquant que, pour tout j , nous avons

_ + 4 A c

2

il s'ensuit que :

d'où

c > d ( A c ) ^ - r ) / 2

et par conséquent :

C\2/(p-r)
A

~ c \d)
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3. ERREUR D'APPROXIMATION

A partir de l'égalité {*) donnée au paragraphe 2, nous déduisons l'égalité

F2 -GF^XcI

Cette égalité peut s'écrire encore :

Ceci peut s'interpréter grossièrement en disant que GF~l est égal à
l'identité à A c F~2 près.

Il est aisé de vérifier que :

Cette égalité permet de trouver une majoration de l'erreur d'approximation
En remarquant que y/lj\c est la plus grande valeur propre de F"1, nous
avons :

Comme nous avons montre que À < c'2 ™p et X < - f — )
c \d/

il s'ensuit :

4. D-IN¥ERSE D'UNE MATRICE DIAGONALE

4.1. Définition

Soit G une matrice (pt p) diagonale de rang r et gt, ... , gr ses éléments
diagonaux non nuls.

Nous définissons la D-inverse de la matrice G comme étant l'inverse de
r

la matrice F, solution du problème (P) avec le choix de c = TT gi
z = l

4.2. Remarque

Cette définition trouve sa justification dans le fait que la notion de
déterminant est liée à la notion de volume et en statistique, à la notion
de variance généralisée (Anderson, 1971). Nous avons donc proposé cette
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APPROXIMATION D'UNE MATRICE NON INVERSIBLE 325

approximation de la matrice G par une matrice F selon le principe de
« toutes choses égales par ailleurs ».

4.3. Exemples

Pour illustrer la démarche proposée, nous donnons des exemples de
matrices non inversibles, leur D-inverse et, à titre îllustratif, leur inverse
selon Moore-Penrose :

G
F

D-inverse

Mooie-Penrose . .

diag (1, 1, 0)
diag (1.285, 1.285, 0.605)

j diag (0.785, 0.785, 1.651)

diag (1, 1, 0)

diag (1, 0.10, 0.001, 0)
diag (1.001, 0.108,

! 0.031,0.030)
diag (0.999, 9.227,

32.662, 33.208)
diag (1,10, 1000, 0)

5. D-INVERSE D'UNE MATRICE CARRÉE

Soit A une matrice carrée (p, /?), la décomposition spectrale de A est
donnée par :

avec P et Q deux matrices orthogonales d'ordre p et G = dîag (giy..., gp)
où §i (i = 1, ..., p) sont les racines carrées des valeurs propres de *AA et,
par conséquent, positives ou nulles.

5.1. Définition

Soit c une valeur positive, nous définissons la Dc -inverse de A comme
étant l'inverse de la matrice B = P F *Qr où F est la matrice diagonale qui
approche la matrice G au sens du critère (V).

Remarquons que le déterminant de la matrice B est donné par :
Det (B) = det (P) det (F) det (Q) = q=c

5.2. Proposition

La matrice B est solution du problème :

sous la contrainte [Det (J5)| = c

vol. 27, B 0 3, 1993
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En effet :
considérons la décomposition spectrale de B, B = RF*S où R et S sont des
matrices orthogonales d'ordre /?, Il s'ensuit :

\\B - A\\2 = P U 2 + ||B||2 - 2 trace (A "B)

+ IIGII2 - 2 trace (PGtQSFtR)

la quantité trace (PGtQSFtR) peut s'écrire trace (G'QSF^P).

Nous pouvons facilement vérifier que les matrice ÉQS et *RP sont
orthogonales. Nous en déduisons, par le théorème de Von-Neumann (Rao,
1979) que la quantité trace (G^SF'RP) est maximale lorsque *RP = I et
*QS = I ou encore :

P = R et Q = S

II s'ensuit que :

\\B - Af < \\Ff + \\G\\2 - 2 trace (FG).

Soit encore :

\\B-A\\2<\\F-Gf

Nous en déduisons que B = PFtQ est la matrice qui réalise le minimum.

5.3. Remarque

II est aisé de vérifier que la matrice B} £)c-inverse de A9 vérifie les
propriétés d'hermicité des unités, à savoir :

AB-i = *(AB-*)
61 B~XA= "(B^A)

6. APPLICATIONS

Dans le calcul numérique, l'étude de la stabilité des solutions présente un
intérêt primordial. Pour le calcul numérique matriciel, cette stabilité est, en
général, liée au conditionnement des matrices. Dans ce contexte, la démarche
que nous proposons permet de substituer à une matrice mal conditionnée
une matrice de meilleur conditionnement améliorant ainsi la stabilité des
solutions. Nous nous proposons d'illustrer ceci par deux exemples. Dans un
premier temps, nous traitons le cas d'une matrice non inversible, et dans un
deuxième temps, nous proposons une manière de perturber une matrice afin
d'améliorer son conditionnement.
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6.1. Application pour l'étude d'un système linéaire

Considérons le système :

AX = B (*)

où

* - [ ; ] , et
En utilisant l'inverse généralisée de Moore-Penrose, la solution du système

est donnée par x = y - (a + fe)/4.

En particulier dans le cas où a = è, nous avons x = y = a/2.
Les solutions ainsi obtenues ne sont pas stables. En effet, si nous

substituons à la matrice A, la matrice A' définie par :

, _ [1 1,001"
[l 1

la solution devient :
x = 1 000,99 a - 999,99 b

y = -999,99 a + 999,99 b

La matrice qui approche A selon le programme (*P), en choississant pour
c le produit des valeurs propres non nulles de A, est donnée par :

F = |%59 0,
1.0,73

et la solution du système :

EX = B (**)

est donnée par :

x = 0,796 a ~ 0,365 b

y = 0J96b- 0,365 a

En particulier dans le cas où a = b nous avons x = y = 0,43 a

II apparait que nous avons substitué au système (*) le système (**) qui
est plus stable car une perturbation de E de même nature que celle effectuée
sur A ne modifie que très légèrement les solutions.

6*2. Cas d'une matrice inversible mal conditionnée

Lorsque la matrice A intervenant dans un système linéaire est inversible
mais mal conditionnée, divers auteurs ont proposé des démarches pour

vol. 27, n° 3, 1993
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328 A. QANNARI, E. M. QANNARI

l'approcher par une matrice de meilleur conditionnement. Nous citons, par
exemple, la démarche de Marquardt (Marquardt, 1970) qui introduit la
notion de rang fractionnaire d'une matrice.

Pour une matrice A de rang p admettant des valeurs propres proches de
zéro, H est proposé de lui associer un rang fractionnaire, ƒ. Le choix de ƒ a
été discuté par l'auteur. Par la suite il est proposé de prendre comme inverse
généralisée de A la matrice A* donnée par :

fik

où g est la partie entière de ƒ, JI* (resp. v^) pour t = 1,,.. , g+l sont les
vecteurs propres de A*A (resp. tAA) associés aux valeurs propres /z|.

Dans la stratégie de la Ridge régression (Hocking, 1976), il est proposé de
substituer à la matrice A, une matrice de la forme (A+ld) où I désigne
la matrice identité et k une constante dont le choix a été discuté par
plusieurs auteurs. 11 est aisé de vérifier que ces deux démarches améliorent
le conditionnement de la matrice A.

La stratégie que nous proposons s'inspire de ces deux démarches. Pour la
matrice A inversible d'ordre p, nous considérons la décomposition spectrale
sous la forme :

La matrice A! = ^ pbk u^ tVfc est singulière et nous nous proposons de
i

L'approcher par la matrice B1 selon le programme {V). Ceci permet de
proposer une approximation de la matrice A par la matrice B définie par :

B = B! + Mp up
 lvp

La matrice B ainsi obtenue est de meilleur conditionnement que la matrice
A, En effet, le conditionnement de la matrice A est :

cond (A) = ^

et le conditionnement de la matóce B est

Recherche opérationnelle/Opérations Research
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cond (S)

2

+ xi m + 4 Ac j v - i 4-
— si un -

+ dm 4 4 A c
= sinon

Dams le premier cas, nous avons :

j - f 4 A c <

soit

Mpy/x| 4-4 A c < /ip j^i 4 2 jUp

d'où, jütp étant inférieur à /^i,

soit encore, en ajoutant /̂ p /xi aux deux membres de l'inégalité

y + 4 A c + jap /xi < 2 jip j*i 4- 2

ce qui entraîne :

et par conséquent ;

cond (B) < cond (A)-

De même, nous pouvons montrer que cond (B) < cond {A) dans le
second cas.

Remarque : Pour des raisons de simplicité, nous avons « tronqué » la
matrice A au niveau de la dernière vdeur propre. Il est bien évident que
cette démarche peut être étendue aux p-r dernières valeurs singlières qui
sont estimées proches de zéro.

Nous nous proposons d'illustrer cette démarche par un cas pratique proposé
par R. S. Wilson et cité dans Ciarlet (Ciarlet, 1982).
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Le système linéaire AX = B avec :

A =

10
7
8
7

7
5
6
5

8
6

10
9

7
5
9

10

32
23
33
31

et X =

xi

admet pour solution le vecteur X = *(l9 1, 1, 1)

Considérons maintenant le système perturbé où B a été modifié à la manière
suivante B1 = '(32.1, 22.9, 33.1, 30.9), la solution devient X' = '(9.2, 12.6,
4.5, -1.1)

Considérons également le système perturbé où, cette fois ce sont les
éléments de la matrice A qui sont modifiés :

A' =

10
7,08

8
6,99

5
5
4

7
,04
,89
,55

8,1
6

9,89
9

7,2
5
9

9,89

La solution devient Xn =

- 8 1 '
137
-34
22

Cette instabilité de la solution s'explique par le fait que la matrice A est
mal conditionnée (cond (A) = 2984).

Nous avons approché cette matrice selon la stratégie indiquée ci-dessus,
en prenant comme choix de c, le produit des valeurs singulières. La matrice
F obtenue a un conditionnement égal à 44,3 et le système FX = B admet
pour solution :

X = *(L12, 0.80, 1.05, 0.97).

Lorsque le second membre est perturbé, comme auparavant, la solution du
nouveau système est X1 = *(1.22, 0.61, 1.16, 0.89).

Nous avons par la suite, considéré la matrice perturbée, A*', et nous lui
avons appliqué également la procédure décrite dans ce paragraphe, la solution
du nouveau système est X11 = *(1.00, 0.82, 1.16, 0.94).
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7. EXTENSIONS

7.1. Dc-inverse pondérée

Le programme (V) énoncé précédemment peut se généraliser en
introduisant le produit scalaire par rapport à deux matrices définies positives,
E et $ :

Pour deux matrices A et B d'ordre p, le produit scalaire par rapport à
E et $ est :

(A, JB)E, $ = Trace (A S lB $) .

En désignant par ||.||s,$ là norme associée à ce produit scalaire, le
problème s'énonce alors, de la manière suivante :

Étant donné une matrice singulière A d'ordre p et un réel c, nous cherchons
une matrice B de rang p et de déterminant c telle que :

\\A - B\\^ $ soit minimum.

Nous avons :

\\A - B\\%ç = \\A\&t» 4- \\B\\lt9 - 2 (A, 5>E , t

Nous sommes donc ramenés à minimiser la fonction :

h (B) = Trace (B t *B *) - 2 Trace (SE fA $)

sous la contrainte det (B) = c.

Considérons la décomposition spectrale généralisée de A et B sous la
forme :

A^P&Q avec tP$P = I et *QSQ = 7;
B = RFtS avec fR<ï>R = I et *5E5 = ƒ

Ces représentations s'obtiennent en écrivant la décomposition en valeurs
singulières de 3>1/2 AS1/2 sous la forme :

$1/2 A S i / 2 = MGftjv avec fMM = / et *iV7V - 7

nous en déduisons

soit par conséquent

P = §-ll2M et

vol. 27, n° 3, 1993
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De la même manière, en écrivant la décomposition spectrale de
/ - V 2 SQUS l a f o r m e £ - i / 2 £ S - i / 2 _ UFtUt n o u s a v o n s :

R = #~i/20i 5 = XT^V" avec «tftf = I et W = J

B s'ensuit que h (B) s'écrit :

h (B) = Trace (RFfS £SF*#$) - 2 Trace (RF*S E QG*P$)

= IVaee (*i2$i? F *SE5 F) - 2 Trace (*P$E F *STSQ G)

= Trace (F2) - 2 Trace (*PF« F*55Q G)

Or

= 'M S-1/ /

De même

Ceci permet de vérifier que 'P$R et 'ST,Q sont orthogonales. La quantité
Trace (*P$Jî F tST,QG) atteint donc son maximum, d'après le théorème
de Von Neumann, pour :

t / et f5EQ = J

ou encore

M = U et JV =

et par conséquent

P = R et S = Q.

B s'ensuit ainsi que :

Nous sommes donc ramenés à approcher la matrice G (à
éléments diagonaux non négatifs) par la matrice F de déterminant
é = \c\dek ( ^ / 2 ) det (S1 /2). La solution de ce problème a été discutée
au paragraphe 2.

7.2. Approximation par une D-^-inverse

Nous avons remarqué (§ 5.2) que la Z>-inverse vérifie deux des propriétés
de l'inverse de Moore Penrose, nous imposons, dans ce paragraphe, comme
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contrainte supplémentaire, la troisième propriété à savoir d'être une g-inverse.
Nous nous proposons d'approcher une matrice singulière A par une matrice
inversible B selon le programme (V) avec la contrainte supplémentaire que
B est une g-inverse de A.

7.2,a, Cas d'une matrice diagonale

Soit c un réel positif et G une matrice diagonale d'ordre p et de rang r à
éléments non négatifs G = diag (#1, ... , gp) avec gr+\ = „. — gp — 0 ;

Nous nous proposons de chercher une matrice F == diag (ƒ1,... , fp) à
éléments diagonaux strictement positifs telle que :

| | F ^ G j | 2 minimum 1 { p „ ,
det (F)^c \ { }

•• — j

Ce programme s'écrit aussi :

ff — 2 y j figi minîmurn
1 1

P.

î
9i frl - 9i pour t = 1, „M. p (*)

A partir des contraintes (*), nous déduisons fi = ^ pour i = 1,.. . , r.
r

En notant d s= J J ^2, le programme (T5'7) s'écrit donc ;

52 /r-ht minimum

1
f% =9% pour i - 15„., r

Soit 2À le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte

p-rn
1

La foûction de Lagrange s'écrit :

vol 27, n° 3, 1993
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A (/r+1,..., fp ; A) = £ ƒ?+! " 2A m fr+i ~ 2)

En dérivant cette fonction par rapport aux divers arguments, nous obtenons
le système suivant :

p-r

d'où

fr+k ~ X 1 = ° P ° u r fc = 1, - , P - r

1

Les éléments /^ étant supposés positifs, il vient que :

fr+k = V ^ T P ° u r k=l\...,p-r

1

D'où la solution du problème {Vn) est donnée par :

fi = 9% pour i = 1,... , r

/ cxVO-r )
^ = \d) P 0 U r î = r + 1 ' - ' P

Remarques :

1) II est aisé de voir que la matrice F trouvée est aussi solution du
programme suivant :

F de norme minimum telle que :

IIGF"1 - 7||2 minimum

et det (F) = c

2) Si c = d, nous avons ƒ = 1 pour ï = r + l , . . . , p . Ainsi, la Z>-g-inverse
de la matrice G d'ordre p, G = diag (#i,... , gr, 0,... , 0), est donnée par
F-1 = diagfo"1,..., g~\ 1,..., 1).
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7.2.Ô. Cas dune matrice carrée quelconque

Soit A une matrice carrée d'ordre p singulière, de décomposition spectrale
PGfQ. Nous définissons la D-g-inverse de A comme étant l'inverse de la
matrice B = PFfQ où F est la solution du programme (V).

Exemple : Revenons à l'exemple du paragraphe 6.1. La solution par la
Z)-£-inverse est donnée par :

( 3 a - 6 ) . ( 3 6 - a )

En particulier si a - b, nous avons x = y = a/2.
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