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CONDITIONS DE REGULARITE GEOMETRIQUE POUR LES
INEQUATIONS VARIATIONNELLES (*)

par Jean-Pierre DussauLT (') et Patrice MARCOTTE (%)

Résumé. — Nous présentons une nouvelle condition de régularité pour les inéquations variationnel-
les. Cette condition de régularité est de nature géométrique, et permet d’ analyser la convergence
d algorithmes itératifs. Nous présentons également diverses formulations du probléme, ainsi que des
conditions de régularité qui s'expriment naturellement dans I'une ou Tautre de ces formulations.
En particulier, nous pensons a la condition de régularité forte de Robinson, ainsi qu'a la condition
de stricte complémentarité classique. Nous mettons en évidence les liens entre ces conditions a
Taide d’exemples et contre-exemples.

Mots clés : Inéquations variationnelles; régularité.

Abstract. — We present a new regularity condition for variational inequalities. This condition is
best expressed geometrically, and facilitates the local convergence analysis of iterative schemes.
We give equivalent formulation of the variational inequality problem, and regularity conditions
attached to them, in particular the strong regularity condition of Robinson and the standard strict

complementarity condition. We establish relations between those conditions, by the means of
examples and counterexamples.

Keywords : Variational inequalities; regularity.

0. INTRODUCTION ET DEFINITIONS DE BASE

Rappelons d’abord quelques définitions et résultats fondamentaux sur les
inéquations variationnelles. On trouvera plus de détails dans les références
[4, 8, 12, 16].

Soit C un ensemble convexe, compact de R", et F une fonction continue
de C dans R". Nous disons qu’un point x de C est solution de I'inéquation
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2 J.-P. DUSSAULT, P. MARCOTTE
variationnelle définie par C et F si I'inégalité :
(x=»)'F(x)<0 (Iv)

est satisfaite pour tout y dans C. Puisque x est alors point fixe de Papplication
semi-continue supérieurement

def
x — 1(x) = argmin y* F (x),
yeC

le théoréme de point fixe de Kakutani [11] permet d’affirmer qu’il existe an
moins une solution x dans C. Le probléme d’inéquation variationnelle peut
également étre reformulé comme l'inclusion, ou équation généralisée (voir
Robinson [17]) :

0e F(x)+ N¢(x), (EG)
ou

(0] si x¢C;

NC(x):z{{yly‘(c——x)§0, VceC} si xeC.

est le cone normal a C en x. Si I'ensemble C posséde une représentation

hy
explicite de la forme C={xe®R"|h(x)<0}, od h= ( : ): C+— R™ est conti-

niiment différentiable sur C, et si une qualification de contraintes est satisfaite,
alors (IV) et (EG) peuvent s’exprimer sous forme du probléme de complémen-
tarité généralisée :
FX)+h (x)A=0
h(x)<0 (CN)
A0
A'h(x)=0,

ou k' (x) dénote le jacobien de h en x.

Dans le cas particulier o F est le gradient d’une fonction f, par exemple
si la matrice jacobienne F'(x) est symétrique pour tout x dans C, alors la
formulation (CN) représente les conditions nécessaires d’optimalité du premier

Recherche opérationnelle/Operations Research



REGULARITE POUR LES INEQUATIONS VARIATIONNELLES 3

ordre pour le probléme

min /() )
s.a. h(x)<0.

Dans cet article, nous présentons une nouvelle condition de régularité pour
la formulation (IV), et établissons les liens entre cette condition de régularité
et d’autres conditions qui ont été proposées pour permettre I’analyse de la
convergence d’algorithmes itératifs. Les définitions qui suivent seront utilisées
fréquemment.

Monotonie. — La fonction F est monotone (respectivement strictement
monotone) sur Uensemble C si (x— y)' (F(x)— F (y)) est positif ou nul (respective-
ment positif) pour tout couple de points distincts (x, y) de C.

Forte monotonie. — La fonction F est fortement monotone sur C (de
coefficient x) s’il existe un nombre positifx tel que

x—y) (Fx)—FOo)2k|x—y|?

pour tout couple x, y de points de C, ou “ . " désigne la norme euclidienne dans
R".

Notons que le gradient d’une fonction convexe (respectivement strictement
convexe, fortement convexe) est une application monotone (respectivement
strictement monotone, fortement monotone). Voir[1].

1. CONDITIONS DE REGULARITE

Nous présentons dans cette section deux conditions de régularité usuelles,
T'une habituellement énoncée pour les problémes (CN), et Pautre pour les
problémes (EG). Nous présentons certains résultats liant ces conditions entre
elles, de méme que leur lien avec la condition de forte monotonie.

1.1. Complémentarité stricte

Nous dirons que (IV), mis sous la forme (CN), satisfait une condition de
complémentarité stricte en un point solution (x*, A*) sion a :

A =0<h(x¥)#0, i=1,...,m.

vol. 23, n° 1, 1989



4 J.-P. DUSSAULT, P. MARCOTTE
1.2. Régularité forte

Cette condition assure que les solutions d’un probléme perturbé se compor-
tent bien. Nous présentons dans cette section la condition et son interprétation
pour les problémes (IV), (CN), et (PN). Dans ce qui suit nous supposons
que Fe C! (R).

DeFNITION 1.1: La linéarisation en z de F(x)+ Nc(x) est notée
LF,(x)+Nc(x), ot LF,(z2)=F(x)+ F (2)(x—2).

On linéarise donc F mais non ’ensemble C.

DermntTioN 1.2: Soit T(x)=F(x)+Nc(x) une application d’un point
dans un ensemble. La transformation inverse de T est définie par:

T'l(y)d;f{xeR"lyeT(x)}.

DEerFINITION 1.3 : Une solution x* de I'équation généralisée 0 F(x)+ N (x)
est dite fortement réguliére si et seulement si il existe un voisinage U de
Porigine, ainsi qu’un voisinage W de x* tels que la restriction de (W N TY) a

def
U soit univoque et lipschitzienne, ot (WNTIHN)=WNTL1() et
def
T (x) = LF, s (x)+ N¢(X).
Considérons le cas ou C est décrit par 'ensemble d’inégalités h(x) <0, et

soit h=(:1) une partition de h telle que h, (x*)=0 et h,(x*)<0. Soit
2 "

également A, et A, la partition correspondante des multiplicateurs . On a

alors

F(c*) + I, (x*)' A, =0. (1)

Puisque x* satisfait x*=T,'(0), la condition de régularité forte implique
que To'(0) N\ W posséde une solution y unique quel que soit u dans U. En
d’autres termes, le systéme d’égalités et d’inégalités :

LF,.(0)+k, ) Ay =u
h (=0 (2

A, 20

Mhy(»)=0

Recherche opérationnelle/Operations Research



REGULARITE POUR LES INEQUATIONS VARIATIONNELLES 5

posséde une solution (y, A,) unique en y dans W (pas nécessairement unique
en A,). Réécrivons le systéme précédent sous la forme :

[LF o (x*+€)—u]+hy (x*+&)'A, =0
hy (x*+£)=0 3)

A, 20

A hy (x*+€)=0.

Dans ce dernier systéme, u est fixé dans U, et Pon cherche un élément ¢ dans
'ensemble translaté (W —{x*}) pour lequel il existe A, 20 satisfaisant (3). Il
est possible de s’assurer que h, (w) <0 quel que soit we W en choisissant W
assez petit. On en déduit le résultat suivant :

LemMmE 1 : Si une solution (x*, A*) de (CN) est fortement réguliére en x*, et
si Pon a AY>0 et unique, alors la solution w de léquation généralisée (3)
satisfait h, (w)=0 pour toute perturbation & suffisamment faible de la fonction
de coiit F.

11 est difficile en pratique d’obtenir des conditions suffisantes « faibles »
impliquant la forte régularité. On peut en particulier exiger que A, soit positif.
Alors, on a que —F(z) se trouve dans intérieur relatif ri(N¢(z)) du cone
normal.

Dans ce cas, pour qu'une solution soit fortement réguliére, il faut de plus
que la linéarisation LF,. ne soit pas constante sur le plan tangent a la surface
h, (x*)=0 passant par x*. On peut alors, pour un probléme perturbé, restau-
rer Porthogonalité de LF,.+¢€ a C, tout en s’assurant que LF,.+¢& demeure
dans ri(N¢(z)). Les propriétés géométriques que nous venons de décrire
correspondent en fait aux conditions classiques du second ordre d’existence
d’un minimum local pour un probléme de programmation non linéaire,
lorsque F(x) est intégrable sur C[6]. Il est intéressant de noter que la plupart
des résultats d’analyse paramétrique en programmation non linéaire peuvent
&tre transposés dans le contexte des inéquations variationnelles [13, 19].

Il est possible que des solutions fortement réguliéres ne satisfassent pas
I’hypothése de complémentarité stricte. Deux cas sont alors & considérer :

(i) —F(x*)eri(Nc(x*)). On a alors que la matrice jacobienne h; (x*) n’est
pas de plein rang. Soit par exemple

X3 —Xq
X3 +x1
X3—X;3

X3+ X,

0
F(x)={ 0 et h(x)=
2

vol. 23, n° 1, 1989



6 1.-P. DUSSAULT, P. MARCOTTE
/0
A Torigine, x*=| 0 }etl'on a que —F(x*) appartient a

0

ri(Ne (x*))={M'A:A>0}

—1 0 1
\ . . 1 0 1 i
ou M est la matrice jacobienne k' (x*)= 0 R Les représenta-
0 1 1

tions suivantes de — F(x*) correspondant a des vecteurs A} distincts sont
toutes valides :

2 1 \1 1 1
1 (:)1>' +1(:v)) +1 |/01> +1((1').
2 1 2 1 2\1 2 i1
~._1\ 1 | 0 | c':)
() (o) )()

(i) Le second cas se produit lorsqu’une contrainte satisfaite avec égalité
n’est pas liante, C’est-a-dire que x* demeure solution lorsqu’on supprime cette
contrainte.

Pour terminer cette étude de la régularité forte, nous démontrons que la
forte monotonie implique la régularité forte.

ProrosiTION 1: Si F est fortement monotone sur C, alors toute solution x*
de (IV) est fortement réguliére.

Preuve : Considérons le probléme perturbé Qe LF..(x) +t+ N (x) au voisi-
nage de la solution unique x*. Notons par x(t) une solution du probléme
perturbé. On a :

(x (@) —x (@) (F*)+F (x*) (x (82) —x*) +1,) =0
(x () —x(8))' (F x*) + F (x*) (x (£1) —x*) +1,) 0.

Recherche opérationnelle/Operations Research
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On obtient, par addition de ces deux inégalités :

(x(t) —x (@) (F (x*) (x (t) —x(t;)) +t,—1,) <0
(x (t2) = x ()Y (F (x*) (x (£2) —x (¢ ))) S (x (t2) —x (£1)) (¢, —1y).
§” x () —x(ty) ” ” ,—ty ”

Le membre de gauche de la derniére inégalité peut €tre borné inférieurement
a I'aide du coefficient de forte monotonie de F :

K”x(tz)“x(tl)nzéux(tz)_x(tl)” . H Ly—1 ”

On en déduit que x (¢) est lipschitzienne, de constante 1/x. []

2. REGULARITE GEOMETRIQUE

Dans cette section, on introduit une nouvelle condition de régularité, plus
faible que la stricte complémentarité, mais différente de la régularité forte.
Cette condition permet d’étudier le comportement des contraintes liantes aux
points générés par un algorithme de type itératif.

DermNiTION 2.1 : Supposons que C soit polyédral de représentation :
C={Bx<b} et dénotons par T la face minimale de C contenant 'ensemble S
des solutions de (IV). Le probléme (IV) satisfait une condition de régularité
géométrique si :

(@) Scri(T)

(i) —F(x*)eri(N¢(x*)) pour tout x* dans S.

Cette condition est plus faible que la condition de complémentarité stricte
en ce qu’elle n’est pas affectée par I’addition (ou la suppression) de contraintes
« inutiles ». Notons également que notre définition n’exige pas que la solution
soit unique. Les lemmes suivant présentent deux propriétés découlant de cette
définition.

LEMME 2.2: Soit x* une solution de (CN) pour laquelle la condition de
complémentarité stricte est satisfaite. Alors x* est géométriquement réguliére.

Preuve. — Lorsque C est polyédral on peut réécrire (CN) comme
F(x)+B'A=0
Bx<b
AZ0
AM(Bx—b)=0.

vol. 23, n° 1, 1989



8 J.-P. DUSSAULT, P. MARCOTTE

Sous ’hypothése de complémentarité stricte on a :
A¥=0 < h(x*)#0, i=1 ..., n

Soit I Pensemble des indices pour lesquels(Bx),=b,, B, et A, les partitions de
B et A induites par I. On a:

Ne(x*)={y=Bja|a20}
si x* € ri(T). Par conséquent :

—F(x*)e{y=Bja|a>0}
crilNe(x*). O

LeMME 2.3 : Soit S I'ensemble des solutions de (IV) et T la face minimale
de C contenant S; alors (IV) est géométriquement régulier si et seulement si T
représente la face maximale de C qui soit orthogonale @ — F (x*), pour tout x*
dans S.

Preuve. — Soit x*eScri(T) et soit aff(T)={B,;x=b,} I'expression du
sous-espace affine sous-tendant T. On a alors, comme auparavant:
Nc(x*)={BjA|A=0}. Si —F (x*) n’est orthogonal qu’a T, on en déduit qu’il
n’existe pas de direction réalisable d=y—x*, ou yeC—T, satisfaisant le
systéme linéaire :

— B, d =0 (d réalisable)
B;d#0 (d n’est pas dans aff (T)) (4)
d'(—F(x*))20.

Or le théoréme d’alternative de Stiemke (voir Chvatal [3]) stipule que le
systéme (4) est irréalisable si et seulement si le systéme :

—Bi A —puF(x*)=0
?\'I: F>0

posséde une solution. Par conséquent on peut écrire :
nopgM
—F(x*)=B;— (Ap, p>0)
B

et —F(x*)eri(Nq(x*)), cest-d-dire que le probléme (IV) est fortement
régulier. [

Recherche opérationnelle/Operations Research
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COROLLAIRE 2.4 : Si le polyédre C est borné, alors (IV) est géométriquement
régulier si et seulement si, pour tout point extréme u de C et toute solution
x*eS,lona:

u—x*)F(x*)=0 < ueT

ou S et T sont définis comme a I'énoncé du lemme 2. 3.

Preuve. — Dans la preuve du lemme 2.3, 'hypothése d’existence d’un
point y satisfaisant (x* —y)' F (x*)=0 (respectivement >0) peut toujours &tre
remplacée, puisque C est compact, par celle de I'existence d’un point extréme
(de T ou de C suivant le contexte) possédant les mémes propriétés. []

Notons que la régularité géométrique n’est pas impliquée par la régularité
. x,—1 1

forte. En effet, si F(x)=( t ) et C=R2%, on a, en (0), F(x)=0 et A=0.

X2

Cependant, cette solution est fortement réguliére. En effet, le long de x,=0,

F se réduit a x; — 1, et son inverse est lipschitzienne dans le quadrant positif.
Evidemment, la régularité géométrique n’entraine pas la régularité forte.

En effet, aucune affirmation n’est faite au sujet de la continuité des solutions

de problémes perturbés.

3. ALGORITHMES

Nous présentons dans cette section quelques résultats relatifs a des algo-
rithmes numériques qui soulignent I'importance de la condition de régularité
géométrique introduite dans la section précédente. En fait, la régularité forte
permet I’obtention de résultats liés a la convergence et au taux de convergence
locaux d’algorithmes. La régularité géométrique permet de démontrer qu'un
algorithme identifie les contraintes liantes a la solution.

3.1. Algorithmes itératifs

Dans cette section, nous considérons I'influence des conditions de régularité
précédemment exposées sur la convergence d’une famille d’algorithmes itéra-
tifs. Les algorithmes de cette famille sont basés sur le schéma suivant :

0eG(x**1, x*)+ N, (x**1), )]

ou la fonction G(x, x*) constitue une approximation locale continue de la
fonction F au point x, satisfaisant de plus G (x, x)=F (x), YV xe C. Le domaine
C n’est pas modifié. La fonction G est évidemment choisie de telle sorte que

vol. 23, n° 1, 1989



10 J.-P. DUSSAULT, P. MARCOTTE

I'inéquation variationnelle (5) soit plus facile 4 résoudre que I'inéquation
variationnelle originale. On trouve dans [4] et [16] des conditions de conver-
gence locale et globale, difficiles a vérifier en pratique, dans le cas ou F(x) et
G(x, y) sont des fonctions fortement monotones en x. Ce schéma général
englobe plusieurs algorithmes connus :

(i) 1a méthode de Jacobi: G;(x, x)=F;(x%, ..., x*_, x; ¥ 0y .., X5
constitue la partie diagonale de la fonction F. L’inéquation variationnelle (5)
est alors équivalente & un programme mathématique dont I’objectif est sépara-
ble. La méthode est d’autant plus efficace que F est dominée par sa partie
diagonale;

(ii) la méthode de Jacobi linéarisée : G (x, x*)=D (x*) x + F (x*)— D (x*) x*
ou D (x*) est la partie diagonale de la matrice F’ (x*);

(iii) la méthode de Gauss-Seidel :

Gi(xi, xk)=Fi(xi+l’ “ees xf:ll’ Xis xli‘+1, ety XD;

(iv) la méthode de Gauss-Seidel linéarisée :

G (x, x*)=L(x*)x+F(x*)— L (x*)x*
ou L (x*) est la partie triangulaire inférieure de F’ (x*);

(v) la méthode de projection : G(x, x*)=Ax+ F(x*)— Ax* oi A est une
matrice symétrique définie positive. L’inéquation variationnelle (5) admet
alors comme solution x**!=Projé (x*— 47! F(x*)) ot Projé dénote I'opéra-
teur de projection sur C selon la norme induite par la matrice A4:
[|x]]3=x" Ax.

(vi) la méthode de Newton : G(x, x*)=F (x*)x+F(x*)—F (x*) x*. C’est
donc une méthode similaire a la méthode de projection, ou la norme de la
projection est modifiée a chaque itération.

Nous allons démontrer un résultat général concernant la classe d’algo-
rithmes décrite par le schéma itératif (5). Il s’agit d’un résultat local.

ProOPOSITION 2 : Soit un probléme d’inéquations variationnelles mis sous la
forme (CN), satisfaisant les hypothéses suivantes :

— UPensemble convexe C est polyédral et borné;

— la solution x* de (IV) est unique;

— pour tout x* dans C la solution de (5) est unique;
— la condition de régularité géométrique est satisfaite.

Alors, il existe un voisinage V de x* tel que si v est dans V, le point v défini
par:
0eG(v, v)+ N (v)

Recherche opérationnelle/Operations Research



REGULARITE POUR LES INEQUATIONS VARIATIONNELLES 11

se trouve dans la face optimale T.

Preuve. — Procédons par contradiction. Soit {x*} une suite convergeant
vers x*e T et telle que la suite { X* } définie par

0e G (¥, x*)+ N¢ (%)

ne posséde aucun élément dans 7. Par continuité de G on doit avoir que

lim x*=x*. Puisque x* ¢ T il doit exister une suite de points extrémes u* dans
k- o

C—T telle que :
(uk_;()tc(ik, xk)=0a Vk. (6)

Considérons une sous-suite de { x*} pour laquelle (6) est satisfait avec u*=u.
L’existence d’une telle sous-suite et du point u découle du fait que le nombre
de points extrémaux est borné. Puisque u¢ T on a :

(e—x*) F(x*)>0.
Remplagons «* par u dans (6) et passons a la limite pour obtenir :
(u—x*Y G(x*, x*)=(u—x*)F(x*)=0

en contradiction avec 'hypothése de régularité géométrique. [J

Remarques. — 1. La condition de régularité forte seule ne permet pas de
démontrer le résultat précédent. Considérons par exemple Papplication de la
méthode de Newton au probléme suivant :

F(x)=x+x?, C=%R,.
Alors,
F(x)=2x+1.

L’origine x* =0 constitue une solution fortement réguliére. Cependant, en un
point z=g, le probléme linéaris¢ O0eLF,(x)+N.(x¥) avec
LF,(x)=¢*+e+(2e+1)(x—e) admet comme  solution  unique
x=¢2/(2e+1)#0. Robinson [17} a démontré que, pour la méthode de New-
ton, si F’ est lipschitzienne sur C, et si x* est fortement régulier, alors la suite
{ x*} converge quadratiquement vers x*.

vol. 23, n° 1, 1989



12 J.-P. DUSSAULT, P. MARCOTTE

3.2. Algorithmes de descente

Dans cette section, nous étudions deux algorithmes de descente : nous
introduirons une fonction de mérite permettant de témoigner du progres
d’algorithmes d’une itération a I’autre. L’analyse de cette fonction fera appel
aux conditions de régularité introduites précédemment.

Définissons la fonction g de la fagon suivante :

g(x) = max (x—y)" F (x).

yeC

L’ensemble des solutions de (IV) coincide avec ’ensemble des minima globaux
de g sur C. Nous proposons d’utiliser la fonction g comme objectif. Des
algorithmes utilisant la fonction g, en général une fonction non-différentiable,
comme fonction de mérite ont été proposés dans [5, 14, 15]. En particulier,
dans [15], on montre que la solution du probléme linéarisé (itération de
Newton) constitue une direction de descente stricte pour la fonction g au
point x*. Dans [5], une autre direction de descente est obtenue en linéarisant
le terme de complémentarité de (PN), utilisé comme fonction objectif, ainsi
que les autres égalités et inégalités, utilisées comme contraintes. Cette seconde
direction de descente stricte coincide avec la premiére dans un voisinage de
la solution. L'utilisation de la fonction de mérite g permet d’assurer que ces
algorithmes possédent la propriété de convergence globale.

Pour démontrer la convergence locale quadratique de ces deux algorithmes,
qui utilisent la direction de Newton localement, il faut montrer que I'effet de
Maratos ne peut pas se produire avec la fonction g. Nous obtenons ce résultat
en démontrant que la fonction g croit assez rapidement lorsqu’on s’é¢loigne
de I'unique solution x*.

ProrosITION 3 : Soit un probléme (1V) satisfaisant aux hypothéses suivantes :
— C est borné;
— F est lipschitzienne de coefficient L;
— F est fortement monotone, de coefficient x;
— La solution unique x* de (IV) est géométriquement réguliére.
Alors, il existe deux constantes positives a. et B telles que

xS B ]1x* x|
Preuve. — (i) Preuve que g(x)<B||x*—x||.

Recherche opérationnelle/Operations Research
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Soit ye C tel que g(x)=(x—y)' F(x). On a:

g(x)=(x—y) F(x)
=(x—x*) F(x)+ (x* =) F(x*) + (x*—y)' (F (x) — F (x*))
<||x—x*||sup|| F(x)||+0+diam (C)- L- || x —x*||
xeC

ou diam (C)' dénote le diamétre de ’ensemble borné C.
(ii) Preuve que g(x)=a| x—x*|.
Soit y tel que : g (x)=(x—y) F(x). Ona:

g)=(x=))F(x)2(x—yyF(x)y Vye®.
Analysons le membre de droite de 'inégalité précédente :

g(X)Z(x—x*+x*—y)' F(x}
= (x—x*)' F(x)+ (x*—y)' F ().

Le premier terme peut se réécrire comme suit :
(x-x*)‘F(x)_Z_K“ x—x* ||2 + (x —x*) F(x*),
ou x est le coefficient de forte monotonie. Maintenant,
g(X)Z (x—x* F(x*)+(x* —y) F(x)+ O (|| x—x*||?).

Posons d=x—x* Deésormais, supposons que yeT, la face de dimension
minimale contenant x*. Exprimons le développement de Taylor du premier
ordre de g dans la direction d :

g()2d F(x*)+d F* (x*) (x*—y)+0(]|d?.

Ensuite, séparons le vecteur d en deux composantes, I’une suivant T, et I’autre
suivant le complément orthogonal de T, noté T* :

d=d;®d..

Maintenant, soit v=||dr||, ®=||drs||, d;=dy/vetd,=dr./@. 1l s’ensuit :

g(x)gcod;F(x*)+( ‘fl‘)'F"(x*) (c*— ).

A%
wa,
Analysons maintenant séparément ces deux termes.
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(@) On a que F(x*) et d, sont tous les deux orthogonaux a T. De plus,
F(x*) est dans ri (N (x*)). Donc, F(x*) et d, sont tous deux dans aff (N¢ (x*)),
son enveloppe affine. Alors,

od, Fx*)Zo inf §F(x*)=ok,>0.
sl
at aff (Nc (x*))

(b) Le raisonnement est simplifié en choisissant y tel que (x*—))=2Ad, (A
positif). Alors
d'F (x*) (x*—y)=(vd, + o dy) F* (x*)(\d,)
=VA(d F (x*)d,)+ ok (d; F* (x*)d,)
=VAm; ;+@Am, 4

ZVAK+OAm, 4,

ou x est le coefficient de forte monotonie de F. Notons que x* est dans
ri(T), et donc, 0ZAZA,,,,, OU A .. >0 dépend de la distance séparant x* de
la frontiére de T.

Puis réunissons les bornes obtenues pour obtenir :
g(x)>w(k,+m, ; A)+ Vi

Finalement, choisissons A de telle sorte que le premier terme soit positif. Plus
précisément, soit

A=min (xm, IL

2m, 4

ce qui permet d’écrire :

g(x)>co(%)+v‘c}»

il

, m,,,,,) 14l O

_ky Ry
4 a ”“(l"'“’lzmz,l

ks

mp 4

. (kl
Zmin| —, x
2

Ce résultat permet de démontrer la convergence quadratique des algo-
rithmes de type Newton qui utilisent la fonction g comme fonction de mérite,
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car les méthodes de type Newton convergent localement quadratiquement,
ce qui sera également le cas pour la suite { g (x¥) }.

11 est facile de vérifier que le résultat n’est plus valide lorsque la régularité
géométrique n’est pas satisfaite. Considérons en effet le programme non
linéaire :

min %(x2 +y?)

s.a.—1=5xg1

—1=y=0.

Pour cet exemple on vérifie aisément que g(0, y)=y? alors que le long
de l'axe des ordonnées, la distance au point d’équilibre (0,0) est égale a

4. CONCLUSION

Dans ce travail nous avons introduit une notion de régularité pour les
inéquations variationnelles. Bien que, sous cette hypothése, I'application
W N T.! introduite a la définition 1.3 ne soit pas nécessairement univoque
dans le voisinage U de l'origine, 'ensemble solution S est néanmoins stable
dans le sens suivant : sous des perturbations faibles de la fonction F, la face
optimale n’est pas modifice.

Il est possible d’étendre notre définition de régularité dans le cas ou
Pensemble C n’est pas nécessairement polyédral et ainsi d’obtenir des résultats
analogues aux lemmes 2.2, 2.3 et proposition 2. Cependant, dans ce cas, la
notion méme de contrainte active devient moins intéressante, en particulier
d’un point de vue algorithmique, sauf peut-étre lorsque les contraintes sont
définies & partir de fonctions quadratiques.

Y

Finalement nous tenons A préciser que notre analyse était motivée par
I’étude de la convergence d’algorithmes itératifs utilisés pour la résolution de
problémes pour lesquels la notion de complémentarité stricte n’était pas
satisfaite. Cependant il serait intéressant d’étudier la pertirience de cette
notion, en particulier dans le contexte de I'analyse de sensibilit¢ pour les
inéquations variationnelles. '
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