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UNE MÉTHODE D'OPTIMISATION NON LINÉAIRE
EN VARIABLES MIXTES

POUR LA CONCEPTION DE PROCÉDÉS (*)

par X. YUAN, S. ZHANG (*), L. RBOULEAU (*) et S, DOMENECH (*)

Résumé. — Un algorithme d'optimisation mixte permettant de traiter des problèmes à grande
échelle, soumis à des contraintes non linéaires, est présenté dans cet article. En supposant le
problème convexe et en s*appuyant sur les concepts de la méthode de décomposition généralisée de
Benders, on montre tout d'abord que la solution du problème original est équivalente à celle d'une
séquence finie de problèmes mixtes linéaires comportant un nombre fini de contraintes. On montre
également que la convergence des solutions de cette séquence de problèmes vers celle du problème
original est obtenue lorsque deux solutions en variables entières sont identiques dans la séquence.

Après une présentation des étapes de Y algorithme, où Ton utilise une méthode de gradient réduit
et une procédure de programmation mixte linéaire, deux exemples numériques sont détaillés. Le
premier concerne un problème purement mathématique comportant des contraintes non linéaires.
Le second^ issu de la littérature, est relatif à la conception optimale d'un réseau de transport de
gaz naturel, et montre l'adéquation de la procédure d'optimisation au traitement de problèmes à
grande échelle, relatifs à des exemples industriels réels.

Mots clés : Programmation mixte non linéaire; Décomposition généralisée de Benders; Gra-
dient réduit; Programmation mixte linéaire; Réseau de transport d'énergie.

Abstract. — A mixed-integer programming methodfor solmng large-scale nonlinearly constrained
problems ispresented in this paper. Assuming theproblem convexity, the équivalence ofthe solution
of the original problem with the solution of a finite séquence of mixed-integer linear problems,
involving a finite number of constraints is first proved by using the principles of the generalized
Benders décomposition method. Then we show that the convergence of the solutions of this problem
séquence towards the solution of the original problem, is reached when two integer solutions into
the séquence are identical.

After a présentation of the logical steps of the algorithm, where a reduced gradient method and
a mixed-integer linear programming procedure are implemented, two numerical examples are
detailed. The first one is a mathematical problem involving nonlinear constraints. The second one,
found in the literature, is related to ihe optimal design of a gas transportation network, and shows
the capability of the procedure for solving large-scale problems derivedfrom actual industrial cases.

Keywords : Mixed-integer nonlinear programming; Generalized Benders décomposition; Redu-
ced gradient; Mixed-integer linear programming; Energy transportation network.
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332 x. YUAN et al

INTRODUCTION

Les performances technico-économiques d'un procédé de fabrication de
produits à partir de matières premières données et de diverses utilités (eau
industrielle, vapeur, électricité,..) dépendent du choix et de l'ordonnancement
des opérations unitaires (réacteurs, séparateurs, échangeurs de chaleur,
compresseurs,...) mais aussi de leurs conditions opératoires (taux de
conversion, pression, température,...). La conception optimale du procédé
constitue un problème mixte à grande échelle dont les variables discrètes
(entières) représentent le choix et l'interconnexion (liaisons directes, recycla-
ges) des unités et les variables continues sont relatives aux conditions opéra-
toires.

On peut distinguer deux approches pour aborder ce problème de CAO:

— les méthodes fondées sur des techniques d'intelligence artificielle qui
gèrent des règles heuristiques issues d'un apprentissage expérimental;

— les méthodes algorithmiques qui utilisent des procédures développées
en programmation mathématique.

Les méthodes répertoriées dans la première approche sont à leur premier
stade de développement et ne peuvent, en aucun cas, garantir une solution
optimale du problème, c'est pourquoi le présent travail est orienté vers une
approche algorithmique mixte.

TRAVAUX ANTÉRIEURS

La résolution d'un problème mixte a été généralement abordée par deux
voies qui consistent, soit à :

— résoudre le problème en variables entières après avoir discrétisé l'ensem-
ble des variables continues [15];

— traiter le problème de programmation non linéaire obtenu en substituant
les variables entières par des approximations continues [14].

La première démarche met généralement en œuvre des méthodes de type
Branch and Bound [5,15], certes rapides et efficaces pour un choix donné
des variables continues, mais présente l'inconvénient d'un important caractère
combinatoire par suite du choix toujours délicat de la discrétisation des
variables continues. La seconde approche nécessite une lourde formulation
du problème par suite de la définition d'une superstructure [6, 7,14] contenant
toutes les structures possibles par l'intermédiaire de paramètres structuraux.
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OPTIMISATION MIXTE NON LINÉAIRE EN GÉNIE CHIMIQUE 333

Le problème de programmation non linéaire résultant est en général de
grande taille et nécessite la mise en œuvre d'algorithmes appropriés [16,17].

La formulation et le traitement des problèmes en variables mixtes permet
de supprimer les inconvénients précités et d'obtenir simultanément la structure
et les conditions opératoires optimales d'un procédé complexe.

L'approche mixte peut être abordée dans le cas de problèmes entièrement
linéaires [9,10] mais ceci réduit le champ d'application en génie chimique
dans la mesure où les modèles sont généralement non linéaires; c'est pourquoi
il est préférable de développer une procédure de programmation mixte entière
non linéaire (MINLP). Dans cette optique, on peut recenser deux approches
principales, les méthodes de type Branch and bound [1,11,12] et celles fondées
sur la décomposition généralisée de Benders [2,8] (DGB).

Le premier type consiste à explorer l'arborescence des variables entières et
à déterminer, en chaque sommet, les variables continues par résolution d'un
problème NLP. Bien qu'il existe des possibilités pour réduire la fraction
explorée de l'arborescence, la méthode nécessite cependant un volume de
calculs important pour des problèmes à grande échelle. Toutefois le développe-
ment récent des machines à architectures parallèles et de l'algorithmique
parallèle, comme en témoignent les nombreuses communications sur ce sujet
au dernier Congrès TIMS/ORSA [18], contribuera à réduire de façon impor-
tante le temps de calcul Dans la mesure où l'étude des problèmes mixtes
constitue un thème de recherche récent en génie chimique, nous n'avons pas
dans cette phase exploratoire orienté nos travaux vers la parallelisation des
algorithmes. Nous présentons donc ci-après le développement d'une procédure
MINLP s'appuyant sur les concepts de la méthode DGB.

PRINCIPE GÉNÉRAL DE RÉSOLUTION DU PROBLÈME

Le problème (P) se présente sous la forme suivante:

Min/(x,y) (1)

( P ) (2)
xeX, yeY (3)

où x représente le vecteur des variables continues e R"1; y représente le vecteur
des variables entières G AT12; X est le domaine de définition de x; Y est le
domaine de définition de y et g est une application de R"1 x JV71* dans Rm, m
étant le nombre de contraintes.
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334 x. YUAN et al.

Dans les méthodes mentionnées dans la littérature, les fonctions ƒ et g
présentent généralement certaines propriétés particulières, comme par exemple
le fait d'être linéaires et séparables en y [3,4,19].

On définit l'espace acceptable V de y par:

V={y:g(x,y)^O,sïxeX} (4)

En donnant à y une valeur particulière yeYf\V, on définit l'espace
acceptable de x correspondant par :

= {x:g(xyy)^0} (5)

et un sous-problème (S (y)) par:

(S (y)) Z(y) = Min/(xJ).
xeA(y)

La méthode de Benders [2,8] consiste à effectuer une projection sur l'espace
des y pour obtenir une forme (Pp) équivalente au problème original (P) :

(Pp) Min Z(y)

La résolution consiste à fixer diverses valeurs de y afin d'obtenir l'ensemble
des A (y) représentant l'espace acceptable pour x (méthode de décomposition).
On résoud ensuite les problèmes S (y) afin d'obtenir les valeurs de Z(y)
permettant de résoudre le problème (Pp) qui fournit la solution optimale y*
et le x* correspondant par S (y*). Nous avons utilisé des notions de décompo-
sition et projection combinées avec des procédures de linéarisation des fonc-
tions ƒ et g que nous supposerons convexes en x et y pour résoudre le
problème (P).

Considérons le problème (Pt) suivant, qui est équivalent au problème (P) :

Min (a0 (6)

(7)
(8)

x e l , yeY, n o e £ (9)

Dans l'hypothèse où les fonctions f et g sont convexes, tout hyperplan
tangent en (x;> yj vérifie la propriété de minoration suivante :

ƒ {xt, yd+V fx (xt, yd (x - x,.)+V fy (x„ y,) (y -yd g ƒ (x, y) (10 a)
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L'espace des contraintes (7-8) peut être représenté par l'ensemble infini
des demi-espaces (contenant les solutions acceptables) engendrées par les
hyperplans (10) correspondant à tout couple (x,y) vérifiant les contraintes
(7-8).

Compte tenu du caractère discret de y, la construction des hyperplans est
effectuée en considérant l'ensemble continu V suivant: V~{y:g(x,y)^0, si
xeX}, et on a donc: (YC^V) a(Y C\V)- La linéarisation des contraintes
(7-8) en (xl5 yt-) conduit au demi-espace défini par l'hyperplan tangent :

If(*Ji) =f(xJi) + Vfx(XiJl)(x-Xi) + Vfy(XiJi)(y-yù~»oè0 (lia)

En étendant la linéarisation à tous les points acceptables (xi9 y^9 on obtient
la forme équivalente (P2) du problème (Pj)

Min n0 (12)
x, y, Mo

(P2) ifixJùSO (13)

lg(XiJùS0 (14)
VxteX9 V j | 6 ( r n F ) 5 xeX, yeY, [ioeR (15)

Le problème (P2) ainsi formulé ne comporte que des contraintes linéaires;
cependant, compte tenu de l'infinité de contraintes, il n'est pas possible de
mettre en œuvre une procédure classique de programmation mixte linéaire
pour le résoudre. Cette difficulté peut être surmontée en remarquant que Y
est un ensemble discret et fini. En effet, en linéarisant les contraintes (7-8)
sur l'ensemble des couples (xf, yt) tels que x(eX et ̂ e ( Y D V), on obtient le
problème (P3) équivalent à (P^ :

Min ^0 (16)
x, y, no

(H)

xeZ, yeY, noeK (19)

Compte tenu de l'infinité des points x^eX, le problème (P3) comporte
encore un nombre infini de contraintes. Il est nécessaire de formuler un
quatrième et dernier problème équivalent (P4) comportant un nombre fini de
contraintes.
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336 x. YUAN et al

Considérons le problème (P4) suivant :

Min u0 (20)

x , y, Mo

(P4) ijix^y^O, V i e r (21)

lg(xhydÛ09 VieT (22)
xeX, yeY, voeR (23)

où T est l'ensemble des indices i tels que xt est une solution optimale du
sous-problème S(yt), V%yie(ypi V).

Cette démarche revient à ne conserver, parmi l'ensemble infini des contrain-
tes de (P3), que celles qui correspondent à des points situés sur la projection
de (PJ.

L'équivalence des problèmes (P4) et (Px) est établie par le théorème 1
suivant, que nous donnons ici sans démonstration.

THÉORÈME 1 : Si Vfx(x*,y*)^09 toute solution optimale (x*,y*) de (P4) est
solution optimale de (PJ et inversement.

La résolution directe de (P4) nécessite celle de tous les sous-problèmes
S(y;)5 V ^ e ( y p | V) et conduit à un volume de calculs trop important que
l'on peut limiter en mettant en œuvre une stratégie de relaxation analogue à
celle proposée par Geoffrion [8],

Ainsi, la procédure itérative est donnée par le schéma suivant pour la
fe-ième itération :

Min no (24)
x,y,

^ ( ^ g , VfeT* (25)
( J l (x>j^0 VieTfc (26)

yeY, u o e # (27)

7* = { i : i = l , 2 , . . . , f c } avec Tk c T. (28)

La solution (xk+1, yk + 1) de (P4) est obtenue à l'aide d'un algorithme
classique de programmation mixte linéaire. On résout ensuite le sous-pro-
blème S(yk+1) pour générer un nouveau point xk+1 qui permet de définir le
problème (P4"1*1) en ajoutant les contraintes associées à xk + 1. On réitère la
procédure jusqu'à la convergence.
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PROPRIÉTÉS DE CONVERGENCE

Une première possibilité d'arrêt de l'itération consiste à comparer les bornes
et admettre la convergence lorsqu'elles sont arbitrairement proches. Toutefois,
cette démarche dépend du choix toujours délicat de la valeur de l'écart
admise. Pour pallier cette difficulté, on préfère utiliser le test de convergence
fourni par le théorème 2, également donné sans démonstration.

THÉORÈME 2 (propriété de répétition) : Si la solution yk+i du problème
(P4) est analogue à celle yp du problème (PJ"1) avec ptkk-> alors y*=yp est
solution du problème original (P).

Pour les variables continues, la solution x* est celle du sous-problème
S (yp). Ce critère de convergence présente le double avantage d'effectuer un
test d'arrêt sur des valeurs entières et d'éviter une résolution supplémentaire
du sous-problème S.

ALGORITHME

Les différentes étapes sont résumées ci-après.

Étape 1 : Initialisation.

On initialise le numéro de l'itération k avec la valeur 1, la borne supérieure
Zsup = + 00. On choisit une valeur de yk dans l'ensemble Y C\V.

Étape 2 : Programmation non linéaire.

La résolution du problème continu non linéaire S (yft), permet d'obtenir le
point xk et la valeur correspondante du critère Z (yk); la procédure de résolu-
tion est indiquée dans les références [16,17].

Étape 3 : Actualisation de la borne supérieure.

Si la valeur de Z(yk) est supérieure ou égale à Zsup5 on va à l'étape 4.
Sinon, on actualise Zsup avec cette valeur, et on pose temporairement y*—j^
e tx* = xfc.

Étape 4: Formulation du problème relaxé (P4).

On linéarise ƒ et g sur le couple (xk,yk) pour définir le problème (P4); les
gradients par rapport aux variables discrètes sont évalués en utilisant la
notion de sous-gradient.

Étape 5 : Programmation mixte linéaire.

vol 22, n° 4, 1988



338 x. YUAN et al

La résolution du problème (P$) par une méthode classique de programma-
tion mixte linéaire [13] fournit un nouveau compte (xfc+1

? yk+1) dont seul
yc+i présente de l'intérêt pour la suite de la procédure.

Étape 6 : Test de convergence.
On compare yk+l avec tous les yp, p = \ à k, afin d'effectuer le test de

répétition. S'il existe un indice/? tel que yp=yk+1(p^k), la solution optimale
du problème original est le dernier couple mémorisé (x*,y*) à l'étape 3.
Sinon, on incrémente d'une unité l'indice d'itération et Ton revient à l'étape 2.

Remarques: 1. Puisque l'espace de définition Y des variables entières est
supposé fini, le test de répétition utilisé dans l'algorithme permet d'atteindre
la convergence en un nombre fini d'itérations.

2. Pour démontrer le théorème 1, il est nécessaire de supposer que
Vfx(x*,y*) est non nul, car dans le cas contraire cela signifierait que la
solution de (P4) est indépendante de x. En fait, on ne résoud pas le problème
(P4), mais la séquence finie de problèmes (P4). La propriété de répétition
permet toujours de déterminer le point solution y*; le point x* correspond
alors à la solution du sous-problème S (y*) déjà trouvée dans la séquence.

3. Les démonstrations des diverses équivalences de problèmes et des théorè-
mes sont toutes détaillées dans la référence [20].

EXEMPLES NUMÉRIQUES

1. Problème PI

Ce problème purement mathématique comporte des contraintes non
linéaires, il s'exprime par :

Min (yt - l)2 + (y2 - 2)2 + (y3 -1)2 - Log (y4 + 1)

j;=0oul, i=1 à 4.
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OPTIMISATION MIXTE NON LINÉAIRE EN GÉNIE CHIMIQUE 339

Nous avons choisi pour point initial y0 r=[0 1 1 0], La convergence a été
obtenue en sept itérations et conduit à la solution optimale suivante :

x*T=[0a 0,8 1,908], y*T=[0 1 0 1], Z*= 5,5796

L'évolution des bornes inférieures et supérieures à chaque itération est
représentée sur la figure 1.

1 2 3 4
nombre d'itérations

m borne supérieure (NLP)

D borne inférieure (MILP)

Bïgure 1. — Évolution des bornes pour le problème P1 .

2 Problème P 2

Ce problème i% trait à la recherche de la structure et des conditions
opératoires optimales d'un réseau de transport de gaz naturel; il a été formulé
par Duran et Grossmann [4], Les variables discrètes sont binaires et représen-
tent la présence Ou l'absence d'un compresseur dans le réseau. Les variables
continues sont relatives d'une part aux conditions opératoires (pressions
d'aspiration et de refoulement, puissances des compresseurs) et d'autre part
aux coordonnées géographiques des compresseurs (implantation sur le site).

Le critère considéré est le coût total annuel représentant la somme des
coûts opératoires et de maintenance et des coûts d'investissement annualisés
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340 x. YUAN et ai

des compresseurs et des lignes de canalisation. La variable binaire traduisant
l'absence ou la présence d'un compresseur dans le réseau apparaît de façon
multiplicative dans le coût d'investissement. On recherche le réseau optimal
à l'intérieur d'une superstructure contenant un nombre maximal de branches
et de compresseurs dans chacune d'elles. Un exemple comportant 10 compres-
seurs, un point de production et deux points de livraison est représenté sur

( J compresseur
^—/ potentiel

Ll,z

L2,z

N- L2,x-

Figure 2. — (a) Superstructure pour le problème des compresseurs.

la figure (2 a). La notion de superstructure dans laquelle les variables binaires
sont remplacées par des approximations continues a déjà été évoquée par
Floquet et al [7] dans le cadre de l'utilisation d'une procédure de gradient
réduit pour la synthèse optimale de procédés. L'approche mixte présente
l'intérêt de pouvoir réduire considérablement le nombre de variables continues
représentant les paramètres structuraux. Le problème se formule ainsi :

MinZ=Mini Cf

10

*-20
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OPTIMISATION MIXTE NON LINÉAIRE EN GÉNIE CHIMIQUE 341

avec:

~" X42 = ~

- x 3 2 ^ -în(Pout8), x1

x4 7g-ln(Pöutl2) , x2

x3 + x8 +x1 3 + x18 + x23 + x28 +x33 =L1

x4 + x9 + x14 + x39 + x44 + x49 H~ x5 ! = L

exp {b [x2 - In (Pin 1)]} - F, xx -1 £

exp[b(x17-x16)]-F4x15-1^0,

vol. 22, n° 4, 1988



342 x. YUAN et al

exp[ô(x2 7-x2 6)]--F6x2 5-1^0,

exp [b (x32 - x3 x)] - F7 x30 - 1 ^ 0,

exp [b (x42 - x41)] - F9 x40 - 1 g 0,

exp [b (x47 - x46)] - F10 x45 - 1 g 0.

Il comporte 10 variables binaires, 51 variables naturelles continues auxquel-
les il faut ajouter les variables d'écart dont le nombre n'est pas constant au
cours des itérations (il est de l'ordre de 25), 67 contraintes linéaires (y compris
les contraintes de bornes) et 10 contraintes non linéaires.

En admettant que tous les compresseurs sont identiques, les termes Cs et
Co représentent respectivement les coûts d'investissement et opératoires d'un
compresseur. Les coefficients Bh Ï = 1 à 12 sont déterminés par la relation;
Bi = Cp Sg T [Po/(0,375 T0)]

2 (qouu t)
2 et le terme b est donné par : b = z ( y - l)/y.

Les paramètres Fi9 i= 1 à 10 sont définis par:

Au niveau de chaque compresseur, on admet une perte de débit de 0,5%,
ce qui permet de calculer à partir de qin t les divers débits gin ,. et qouif t avec

Le problème étant issu de la référence [4], nous avons conservé les mêmes
unités pour l'ensemble des données que nous avons rassemblées dans le
tableau I,

Signification des variables continues

Pour un compresseur j quelconque (/Vl), les variables x5 /_7 et x5 j_6

représentent les coordonnées rapportées au compresseur qui le précède, x5 j _ 5

représente sa puissance, x5 j_4 et xsj_3 sont les logarithmes des pressions
d'aspiration et de refoulement. Les coordonnées du premier compresseur et
des deux points de livraison sont données.

Résultats: Nous avons effectué trois essais à partir de points initiaux
différents afin de comparer la vitesse de convergence. Les résultats sont
consignés dans le tableau IL On obtient la même valeur du critère avec un
nombre égal d'itérations. Cependant, la différence que l'on constate entre la
durée des calculs provient de la recherche automatique du point de base dans
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OPTIMISATION MIXTE NON LINÉAIRE EN GÉNIE CHIMIQUE 343

TABLEAU I

Données pour le problème des compresseurs.

Données économiques

Cf= 10000 $/an
C o = 103,93 $/an

CF=21283,77 $ k m ' 1 . m" 1 . an" 1

Bornes

£/c=7457kW
1^=281,63 km
Uz = 80,46 km

JL lx=281,63km
JL2x= 321,86 km
L± , = 80,46 km

L2 2 = 0 k m

Divers constantes

a=3/16, Z = l , rj = l
7=1,26,88=0,76

Fo=O51013 MPa, To = 288,9 k
T= 288,9 k, E = 1 0 - 8

Spécifications

Pin 1 = 3,447 MPa
POüt' 7 =4,137 MPa
^out, io = 2,O68 Mpa

qint j = 16,992 MMm3/jour

TABLEAU II

Résultats du problème des compresseurs.

Configuration initiale

Nombre d'itérations.
Solutions z* :
Solution y*T:
Temps CPU (z)

0100100000
3

7,8368xl06($)
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

168,5

1 1 0 1 0 0 0 10 0
3

7,8368 xl06($)
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

420,6

1 1 1 0 0 0 0 1 0 0
3

7,8368 xlO6 (S)
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

223,4

la méthode du gradient réduit projeté, par suite d'initialisations différentes.
La structure optimale est présentée sur la figure (2 b).

Figure 2. — (b) Configuration optimale pour le problème des compresseurs.

On constate que le réseau ne comporte que trois compresseurs tous situés
au point de production et de même puissance (7 457 kW). Le taux de compres-
sion est également identique (1,44) pour chaque appareil.
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CONCLUSION

Nous avons présenté dans cette étude une procédure d'optimisation
MINLP s'appuyant sur les principes de décomposition et de projection
proposés par Benders. Cette procédure présente l'avantage, par rapport aux
travaux antérieurs, de pouvoir traiter les problèmes non linéaires en variables
discrètes et continues et non nécessairement séparables. Les étapes de projec-
tion et de linéarisation permettent de construire un problème mixte linéaire
équivalent au problème original. Cette démarche permet alors de le traiter
aisément par une méthode classique de programmation mixte linéaire,
contrairement aux autres procédures qui traitent le problème mixte non
linéaire à l'aide des formes duales du problème original (celle de Geoffrion
par exemple).

Par ailleurs, la propriété de répétition de deux solutions entières du pro-
blème mixte linéaire, utilisée comme critère de convergence, permet d'éviter
le choix toujours délicat de la tolérance du test d'arrêt classique qui consiste
à comparer les valeurs des bornes inférieures et supérieures.

NOTATIONS

Lettres majuscules

A (y), espace acceptable des variables continues pour une valeur acceptable des variables
entières (inclus dans K"1);

T, ensemble d'indices;
V, espace acceptable des variables entières (inclus dans JV*2);
F, espace continu contenant l'espace acceptable des variables entières (inclus dans R"2);
X, domaine de définition des variables continues (inclus dans R"1);
7, domaine de définition des variables entières (inclus dans N"2);
Z, valeur de la fonction objectif (élément de R);
Zmp, borne supérieure sur la valeur optimale Z* du critère ƒ (élément de R);
Zin{, borne inférieure sur la valeur optimale Z* du critère/(élément de R);
Zk, valeur optimale du critère obtenue à la fe-ième résolution du problème MILP,
Z (y), valeur optimale d'un sous-problème continu du problème original lorsque les variables

entières sont fixées et acceptables (élément de R);
Z*, valeur optimale du critère ƒ (élément de R);

Lettres minuscules

ƒ, fonction objectif à minimiser (fonction de Rtti x N"2 dans R);
V fxy gradient de ƒ par rapport aux variables continues (vecteur de Rni);
V fr gradient de ƒ par rapport aux variables entières (vecteur de Rn^);
g> contraintes linéaires et non linéaires (application de Rni x N"2 dans Rm);
v7 gx, jacobien des contraintes par rapport aux variables continues [matrice (m x nx)];
V gy, jacobien des contraintes par rapport aux variables entières [matrice (m x n2)];
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lfi linéarisation de la fonction objectif (fonction de R"i x N"2 dans R);

ig, linéarisation des contraintes (fonction de Rni x N"2 dans Rm);

m, nombre de contraintes;
nx, nombre de variables continues;
n2, nombre de variables entières;
JC, variables cont inues (vecteur de R"1);

x*, valeurs opt imales des variables cont inues obtenues à la k-ième résolut ion du p r o b l è m e
M I L P (vecteur de jR"i);

x*, valeurs opt imales des variables cont inues (vecteur de R"1);
y , variables entières (vecteur de N"2);
y*, valeurs opt imales des variables entières obtenues à la /c-ième résolut ion d u p r o b l è m e

M I L P (vecteur de JV"2);

y * , valeurs opt imales des variables entières (vecteur de N"2);

y , valeurs fixées acceptables des variables entières (vecteur de N"2);

y , variables cont inues définies sur l 'espace Y (~) V (vecteur de R"2).

Lettres grecques

Ho, variable réelle utilisée comme fonction objectif d'un problème équivalent au problème
original;

|ij, valeur optimale de u0.

Abréviations

MILP, programmation mixte entière linéaire (Mixed Integer Linear Programming);
MINLP, programmation mixte entière non linéaire (Mixed Integer Nonlinear Programming);
NLP, programmation non linéaire en variables continues (Nonlinear Programming).
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