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STRUCTURE MAXIMALE POUR LA SOMME DES CARRÉS
D'UNE CONTINGENCE AUX MARGES FIXÉES; UNE SOLUTION

ALGORITHMIQUE PROGRAMMÉE (*)

par I. C. LERMAN (*) et Ph. PETER (*)

Résumé. — Ce problème est reconnu comme très difficile voire même quasi impossible à résoudre.
Nous commençons par analyser rapproche — initialisée par différents auteurs — que nous appelons
« analytique » où une borne majorant la borne exacte est fournie par une formule mathématique,
symétrique par rapport aux deux marges. Nous montrons que cette approche est nécessairement
basée sur une application de l'inégalité de Schwarz, mais conçue dans un cadre logique. Nous
déterminons la meilleure borne pouvant être trouvée dans ce cadre et montrons que cette dernière
est médiocre par rapport à celle, dissymétrique, obtenue à partir d'une seule marge.

La solution originale que nous proposons pour construire la configuration optimale et la borne
exacte associée, consiste d'abord à remplacer la notion de formule par celle beaucoup plus générale
d'algorithme récursif dont le point de départ est le couple des marges du tableau de contingence.
La majorité de ce travail est réservée à Vêtude de cette solution. Des notions spécifiques sont
introduites et la justification mathématique de Valgorithme est fournie de la façon la plus élaborée.

Notre solution permet la normalisation logique exacte de toute une classe de coefficients
d'association entre deux variables qualitatives nominales. Elle permet d'autre part la construction
(Tune relation statistique optimale de transition entre deux partitions.

Mots clés : Optimisation combinatoire; normalisation de coefficients d'association entre
variables qualitatives nominales.

Abstract. — This problem is considered as very difficult — and even quasi-impossible —to résolve.
We begin by anàlyzing the approach that we call "analytic" where a non exact bound is given by
a mathematic formula, this with respect to the two margins. We show that this approach is
necessarily based on an application of Schwarz inequality, conceived in a logical context. The best
bound which can be obtained by this method is in fact less accurate than the one determined from
the "best" margin.

The original solution that we propose to construct the optimal configuration and the associated
exact bound, is based on the notion ofrecursive algorithm. The starting point of application of the
algorithm is the couple of margins of the contingency table. Most important part of this paper is
devoted to the study ofthis solution. Spécifie notions are introduced. On the other hand, mathemati-
cal justification of the algorithm is provided as deeply as possible.

Our solution enables the exact and logical normalization of a large family of association
coefficients between two nominal qualitative variables. On the other hand, this solution builts an
optimal statistical transition between two partition.

Keywords : Combinatorial optimization; Normalization of association coefficients between
nominal qualitative variables.
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84 ï. C. LERMAN, PH. PETER

I. INTRODUCTION; POSITION DU PROBLÈME

TABLEAU I

' I l

Cil

c,j

cü

C|J

cu

C I J

bj

a i

ai

a l

n

On désigne par {c^/l^f^J, l^jûJ} une table de contingence à I lignes
et J colonnes. On désigne par {ajl ^i^I} la marge colonne (verticale) et par
{bj/l^j^J} la marge ligne (horizontale). On suppose — sans aucunement
restreindre la généralité — que, pour tout i de ƒ (resp.j de J)at^Q
(resp. bj # 0 ) . O n a :

ai = Z cip bj =
ctp P° u r t o u t fo J) de ƒ x J,

d'autre part,

fli= Z h

En d'autres termes {cy/l^i^J, l ^ j ^ J } définit un croisement entre les
deux partages ordonnés {ajl^i^l} et {bj/l^j^J} de l'entier n.

Le problème consiste à construire la valeur maximale exacte de la somme
des carrés des nombres entiers contenus dans les cases, sous contrainte des
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SOMME MAXIMALE DES CARRÉS D'UNE CONTINGENCE 85

marges fixées; soit

£ (1)
sous les contraintes :

où les af et les bj sont fixés.
Ce problème est reconnu comme « très difficile » voire même « quasi

impossible » à résoudre. Citons en effet à cet égard L. Hubert et P. Arabie
[Hubert et Arabie (1985)] d'une part et F. Marcotorchino [Marcotorchino
(1984)] d'autre part ;

«... Constructing an exact bound, conditional on the fixed row and column
totals of the given contingency table, is a very difficult problem of combinato-
rial optimization... »

... « la maximisation ... relève de l'utilisation d'algorithmes de programma-
tion non linéaire et ce, si Ton ne suppose de conditions d'intégrité des
nuv (c£j- dans nos notations) (cas où ce problème serait quasiment impossible à
résoudre) »...

C'est précisément ce problème que nous chercherons à résoudre ici, dans
toute sa généralité.

A défaut de connaître la valeur exacte de (1) différents auteurs ont proposé
des bornes fonctions symétriques de ({af/l gig/}» {bjlgjg J}). Nous mon-
trons que les plus intéressantes résultent de l'application de l'inégalité de
Schwarz, mais conçue dans un cadre logique. Nous déterminons alors Finéga-
lité de Schwarz qui donne la majoration la plus serrée possible, laquelle est
sensiblement meilleure que celles fournies dans [Hubert et Arabie (1985)].

De toute façon, nous démontrons que la borne, dont l'expression est
dissymétrique définie par

£ al X bf)

est elle-même sensiblement meilleure que celle définie par la « meilleure »
inégalité de Schwarz. Ce résultat est en quelque sorte intermédiaire entre
l'approche « formule mathématique » que nous analyserons en premier et
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86 I. C. LERMAN, PH. PETER

celle — la plus importante — algorithmique que nous étudierons dans la
deuxième partie de ce travail.

Beaucoup d'indices d'association entre deux variables-partition (qualitatives
nominales) sont conçus à partir de (1). Même si ces derniers supposent une
certaine normalisation de type formel ou statistique mettant en œuvre et de
façon symétrique £a f et ^bj, il importe de pouvoir reconnaître, pour

corriger la normalisation, la valeur maximale pouvant être atteinte par ces
indices. Cette dernière dépend directement de la valeur maximale de (1).

Maintenant, la découverte d'une structure maximale d'association peut être
d'un grand intérêt dans tout problème d'« estimation » de l'évolution d'une
classification, à condition d'admettre un principe de parcimonie, relativement
au critère (1). Plus précisément, connaissant les types (au . . ., af, . . ., a7) et
(bl9 . . ., bp . . ., bj) de deux partitions différentes d'un ensemble O d'objets
ou individus, quelle est la table de contingence permettant de passer de l'une
des répartitions définie par le premier type, à l'autre définie par le deuxième
type, de façon à maximiser le critère (1).

On rencontre ce problème dans toute étude de mobilité sociale. Ainsi,
pour un corps électoral donné et relativement à deux élections législatives
consécutives, on connaît simplement — pour chacune des élections — les
nombres de voix respectivement concédés aux différents partis en présence.
Le problème est alors d'imaginer la relation de passage, matérialisée par le
tableau de contingence dont les marges définissent respectivement les résultats
des deux élections. Mais peut-être que pour ce dernier problème, le seul
axiome de parcimonie dans le passage d'une structure partition à une autre,
ne suffit pas. S'il suffit de plus de tenir compte d'une échelle sous-jacente,
c'est-à-dire, d'un ordre total sur l'ensemble des lignes (resp. colonnes), c'est
un problème auquel nous proposons une solution [Lerman(1987J].

n. BORNES OBTENUES ANALYTIQUEMENT

II. 1. Introduction. Famille de bornes résultant de l'inégalité de Schwarz

Nous reprenons nos notations du paragraphe 1 et nous considérons la table
T={cij/l ^ i g ƒ, 1 ^j^J} de contingence du croisement de deux partitions en
classes étiquetées P et g de types respectifs (al9 a2, . . ., ax) et
(bl9 b2, . . .» bj)9 sur un ensemble E d'objets. ctj est le cardinal de la classe
Eu résultant de l'intersection de la classe EL de la partition P et de la classe
Ej de la partition g, 1 ̂ i ^ J , 1 <;;<; J.

Recherche opérationnelle/Opérations Research



SOMME MAXIMALE DES CARRÉS D'UNE CONTINGENCE 87

Nous désignerons par F=P2(E) l'ensemble des paires d'objets de E et par
G = ExE l'ensemble des couples d'objets de E; par RF(P) [resp. RF(Q)] le
sous-ensemble des paires d'objets réunies par la partition P(resp. Q). De
même RG(P) [resp. RG(Q)] est le sous-ensemble des couples d'objets réunis
par la partition P(resp. g). On introduit enfin RF(PA Q) et RG(PA Q) qui
sont respectivement définis comme le sous-ensemble des paires d'objets et
comme celui des couples d'objets réunis par la partition croisée P A Q. On a

RF(PA Q) = RF(P)nRF(Q)

et

RG (P A Q) = RG (P) H RG (g).

Introduisons à présent la fonction indicatrice 9 (resp. v|/) de RF(P)
[resp. RF(Q)]. De même, soit p(resp. x) la fonction indicatrice de RG(P)
[resp. RG(Q)]. Dans ces conditions, la fonction indicatrice de RF(P A Q) est
<p. \|/ et celle de RG (P A Q) est p. t.

En ce qui concerne les cardinaux, on a

O)

catd[RFm=zUbA I l^jè

(2)

D'autre part,

card [RG (P)]=£ fl?

' (3)

3
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88 I. C. LERMAN, PH. PETER

card[KG(PAQ)]=£ cfj. (4)
a, j)

On a donc

card [RG(.)] = 2 card [RF (. )] + n. (5)

II est ainsi clair que la majoration de s(T) = £{c?-/l^ï^J, l è /^^} e s t

équivalente à celle de

Pour cette dernière, L. Hubert et P. Arabie [Hubert et Arabie (1985)]
proposent deux bornes ayant un caractère symétrique par rapport aux marges.

La première est définie par

et la seconde par

/r //iA"ir_/fc.\"i
(7)La première correspond à la moyenne arithmétrique et la seconde, à celle

géométrique de caid[RF(P)] et de card [RF(Q)]. Mais comme la moyenne
géométrique de deux nombres positifs est inférieure à celle, arithmétique, la
borne (7) est plus proche de la borne exacte que celle (6).

En utilisant les fonctions indicatrices (p et v|/, l'inégalité peut se mettre sous
la forme

E <P(P)*(P)£ / [ E 9 Ö » ) ] [ I + (P)J (8)

II s'agit d'une inégalité de type Schwarz qui est obtenue en écrivant que le
discriminant du trinôme suivant du second degré en x, est négatif :

E [*cp(p)-*G>)]2- (9)
peF

Recherche opérationnelle/Opérations Research



SOMME MAXIMALE DES CARRÉS D'UNE CONTINGENCE 8 9

Mais il existe toute une famille d'inégalités de même type obtenue par la
considération de la famille des trinômes du second degré en x :

E {x[9(p)-tf-N>(p)-v]}2 . (10)
peF

Dans ces conditions, la question se pose de savoir quelles sont les valeurs
de \x et de v (paramètres réels) pour lesquelles la borne est la plus serrée.

D'autre part, on peut obtenir des inégalités de même type — cette fois-ci
directement pour s (T) — en travaillant sur l'ensemble G des couples (au lieu
de l'ensemble F des paires) on écrira alors qu'est négatif le discriminant du
trinôme du second degré en x suivant

E {x[p(q)~\i]-[x(q)-v]}2. (H)
qeG

Nous commencerons par montrer que c'est à partir de (10) — c'est-à-dire,
en travaillant au niveau de F — qu'on obtient pour \i et v fixés, la borne la
plus petite.

Dans un deuxième temps, nous déterminerons, dans le cadre de la famille
des inégalités obtenues à partir de (10) et indexée par (\i, v), les valeurs
précises de \x et de v qui donnent la meilleure borne au moyen d'une formule
symétrique où seules interviennent l'addition et la multiplication. Nous appel-
lerons « analytique » une telle borne.

II. 2. La meilleure borne « analytique »

A partir de (10) et de (11), on obtient :

E [9<P)-ri»<W-v]g{(I [<P(/O-H]2)(E WGO-V]2)}1 '2 (12)
peF peF peF

et

E [p(«)-rifc(«)-v]g{(£ [Pto-tf)(l[x(^)-v]2)}1/2. (13)
qeG qeG qeG

La relation (12) conduit à

vol. 22, n° 2, 1988



9 0 I. C. LERMAN, PH. PETER

En désignant par A9 Y, af (resp. B, ]T b2), on écrit :

n( l-v) 2]} 1 / 2 . (14)

La relation (13) conduit à

1/2. (15)

Comparer les bornes fournies par (14) et (15) revient à comparer

avec /AM où nous avons posé :

et

Comparer les bornes fournies par (15) et (14) revient à comparer respective-
ment (/ÂM—nX) et [A — n(l — u)2] [M—n(l—v)2], où on a au préalable
posé X = (l —u)(l—v). A^w(l — u)2 et M^w(l— v)2 conduisent à

^nX. De sorte qu'il y a lieu de comparer (/AM—nX)2 avec

La deuxième expression se met sous la forme :

AM + n2 ^ 2 - n M ( l - u ) 2 - n A ( l - v ) 2 .

Il reste alors à comparer — 2nX /AM avec —wM(l —u)2 —nA(l—v)2. Or

n M ( l - u ) 2 + n A ( l ~ v ) 2 - 2 n X ^ Â M

Ainsi, la borne définie par le second membre de (14) est plus fine que celle
définie par le second membre de (15). D'où, la propriété :

PROPRIÉTÉ. — Si T est regardé comme le tableau de contingence du
croisement de deux partitions sur un ensemble E d'objets, l'inégalité de
Schwarz conçue au niveau de l'ensemble des paires d'objets de E (Le. des
parties à deux éléments de £), donne une borne plus précise que celle conçue
au niveau de l'ensemble Ex E des couples d'objets de E.

Recherche opérationnelle/Opérations Research



SOMME MAXIMALE DES CARRÉS D'UNE CONTINGENCE 9 1

Nous allons maintenant reprendre le second membre de (14) et nous allons
chercher à déterminer les valeurs de \i et de v pour lesquelles il est le plus
petit. Si nous désignons par <D(n, v) ce second membre de (14) moins n et
divisé par m = n(n— 1), on peut — après mise en forme — écrire :

(16)

où

= (A-n) _ i üi~

n ( n - l ) n ( n - l ) card(iO

(B-n) _l7i{bj~l)] _card[RF(Q)]

n(n- l ) w(n-l) card(f) '

l /=H 2 - (2 j i - l ) a et F = v 2 - ( 2 v - 1 ) p.

En écrivant que la dérivée par rapport à [i est nulle, on obtient la relation
suivante :

( P - v ) - & o c - u ) = O. (17)

Une solution apparaît clairement, elle est définie par :

|j, = oc et v = p.

On voit que l'annulation de la dérivée par rapport à v de la fonction
O(n, v) conduit à la même solution pour n et v, laquelle définit un extrémum
local de <D(|i, v). Nous allons précisément montrer qu'il s'agit d'un minimum
global. On a

*(«, P)=(ap+v/aSpp), (19)

où nous avons noté ôc(resp. p) (1—a) [resp. (1 — p)].
Nous avons ainsi à établir que

). (20)

Au préalable, mettons U et V sous la forme suivante :

t/=:(|u-a)2 + aâ et F=(v~P)24-pp.

vol. 22, n° % 1988



92 I. C. LERMAN5 PH. PETER

On a ainsi à établir que

^p + va-^v + {[^-a)2 + aï][(v^P)2 + pp]}1/2^ap+^ï|pp. (21)

Cela revient à dire que

(^ „ a ) (v -p) + v
/ ^pp^{ [ (^ -a) 2 + aS][(v-p)2 + pp]}1/2. (22)

Donc que

]. (23)

Cette inégalité se ramène à

2v/aâpp(^i-a)(v-p)^(n-a)2pp+(v-p)2 ocâ, (24)

laquelle est déjà aquise. D'où le théorème :

THÉORÈME 1 : La meilleure borne analytique pour s(T)=^{c2
i/(ï î j)}5

découlant de V inégalité de Schwarz, est donnée par

n (n - 1) [otP +%/aâpp]4- n, (25)

où a = X a-ii&i— l)ln(n— 1) [resp. P = X bj(bj— l)/n(n— 1)] et où â = 1 —a (resp.
i J

P=l-P).

II.3. Situation de la borne définie par min (A, B)

Nous nous proposons ici de situer la borne évidente mais dissymétrique
définie par

min (Z <*l I h% (26)
i J

par rapport à celle « analytique » définie par (25)« II revient au même de
comparer min (oc, P) avec <3>(a, P) = [ap + /aâpp ].

On ne restreint en rien la généralité si on suppose a g p. Cette dernière
inégalité est équivalente à celle

(27)

Recherche opérationnelle/Opérations Research



SOMME MAXIMALE DES CARRÉS D'UNE CONTINGENCE 93

qui se met sous la forme

ap^âp

et qui implique

En multipliant les deux membres par y a p , on obtient

En ajoutant maintenant ap aux deux membres, on obtient

ap +A/aâpp ̂  a (p + p) = a,

soit

D'où le théorème :

THÉORÈME 2 : Relativement au problème de la majoration de

la borne définie par m i n ( ^ af9 £ b?) est inférieur [serre de plus près s(T)] que
i 3

la plus petite borne analytique résultant de F application de rinégalité de
Schwarz.

DÉFINITION : En désignant par I l'ensemble des indices {1, 2, . . ., i, . . ., I} ,
le partage de n défini par (als a2, . . ., ab . . ., %) est dit « plus fin » que celui
défini par (bl9 b2, . . ., bp . . ., dj), s9il existe une partition {ij/l^j^J} de I
en J classes non vides, telle que :

(Vj514l^J)? bj^{ajielj}. (30)

PROPRIÉTÉ 3 : Si parmi les deux partages de w { af/l ^ i ̂  J} et {bj/l Sj^ J},
l'un est plus fin que l'autre, la borne définie par min (X a? ' Z *ƒ) e s t exacte.

i J

Ce résultat est trivial; mais nous avons voulu le ponctuer car il représente
une transition entre l'approche que nous avons appelée « analytique » et qui
résulte de l'application de l'inégalité de Schwarz et celle « algorithmique »
que nous allons entreprendre au paragraphe suivant.

vol. 22, n° 2, 1988



9 4 I. C. LERMAN, PH. PETER

Établissons plus explicitement ce résultat. On supposera pour cela que c'est
le partage {ajl^l^l} qui est plus fin que celui {bj/l^j^J}. Il est clair
que

E cfj^af. (31)

D'autre part, on répartira la marge colonne bj sur lj, conformément à la
décomposition (30) ci-dessus. De sorte que cij = ai si ie\r Par conséquent,
l'inégalité (31) se réduit à une égalité.

III. L'APPROCHE ALGORITHMIQUE

ni.I . Définitions, outils

On commencera par reprendre ici le début de l'introduction (§ 1) qui
comprend — encore de façon très vaque — le germe de l'idée algorithmique.
Commençons par préciser les notations. Sans aucunement restreindre la
généralité, on supposera que

(1)
et que

De sorte qu'on désignera par y l'ensemble des tables de contingence T
pour lesquelles on a (1). D'autre part, on dira que Test de type

{av a2, . . ., at, . . ., ax; bl9 b29 . . ., bp . . ., bj). (2)

Comme au paragraphe précédent, relativement à un tableau
T={cij/l^i^I9 l^jSJ}^ on désignera par s(T) la somme des carrés :

(3)

On désignera d'autre part par

Recherche opérationnelle/Opérations Research



SOMME MAXIMALE DES CARRÉS D'UNE CONTINGENCE 9 5

la valeur maximale pouvant être atteinte de (3) pour un tableau de type (2).

Pour aboutir à la structure Tm de la table de contingence qui donne lieu à
la valeur (4), on partira du tableau vide à l'intérieur, mais ayant ses marges
remplies qu'il s'agit de répartir de façon compatible et optimale. Après l'avoir
justifié, on sera conduit, à chaque pas, à installer le contenu d'une marge
ligne otf dans une colonne j (auquel cas a,-^ Pj : contenu de la marge colonne j),
ou bien le contenu d'une marge colonne P̂- dans une ligne ï (auquel cas
oe^Pj). Au départ ce—a, pour l ^ i ^ J (resp. PJ = fcj pour 1^/^J). On dira
qu'on « vide » (« déverse » ou « décharge ») at dans la colonne j , ou bien p̂
dans la ligne i.

Dans l'ensemble des couples Lignes x Colonnes, tout le problème est de
reconnaître à chaque fois le couple (ligne, colonne) pour lequel il y a lieu de
réaliser le déchargement. Il y a tout au moins lieu de reconnaître un sous-
ensemble de faible cardinal de l'ensemble des couples, où doit se réaliser le
déchargement.

La « résolution » d'un premier couple (i0, j0) — qui correspond au déverse-
ment de aiQ dans j0 si aio^bjo (resp. de bjo dans i0 si dio>bjo) — doit
intuitivement parlant, être telle que cIOJO=min(aio, bjo) relativement « gros »
et \aÎQ—bjo\ relativement « petit ».

La résolution d'un couple diminue la dimension du problème en diminuant
d'une unité, voire même de deux (si les deux arguments du couple résolu
sont identiques) le cardinal suivant :

(nombre de lignes + nombre de colonnes).

Une analyse expérimentale poussée nous a conduit à définir sur l'ensemble
des couples :

{(a0bj)/l£i£I9l£j£J} (5)

une relation de préordre partiel résultant de l'intersection de deux préordres
totaux où le premier md est conforme à la différence et où le second cos est
conforme à la somme :

(V [(f, j), (f » j % (a,, br) S (a* bj) (pour a>d) o \ a, - bj \ S \ av - br | (6)

(V [ft j), (*', ƒ)]), (%, br) S (ab bj) (pour G)s) o (a, + br) è (a, + bj). (7)

Ainsi, pour le type suivant d'un tableau

(10, 7, 1; 8, 5, 5),

vol. 22, n° 2, 1988



96 I. C. LERMAN, PH. PETER

rapportons N2 à deux axes où l'axe horizontal (resp. vertical) est relatif à
l'échelle de la différence (resp. somme) entre un at et un b, (1 g i ^ I , 1 g ; g J).

18

15

12

1

(1.8)

2

(10,5)

2

(1,5)

2

(10.8)

1

(7,5)

(7,8)

5 4 2 1

Sur le diagramme nous avons marqué les différents couples (a0 bj) ainsi
que leurs fréquences respectives (en haut et à gauche des points qui les
représentent). Il y a — pour le préordre intersection des deux préordres
totaux ((ùd et cos) — deux couples extrémaux : (7,8) et (10,8).

L'algorithme que nous allons proposer repose sur la simple propriété
suivante :

« La solution optimale peut être obtenue en commençant par la résolution
d'un couple extremal (at, bj) [déversement de at dans la colonne j (resp. de bj
dans la ligne i) si atSbj (resp. bj<aj)]. ».

De toute façon, nous démontrons (cf § III. 3) que le plus grand entier du
tableau définissant la configuration optimale, correspond bien à la résolution
d'un couple. Le contraire de la propriété supposerait que dans cette configura-
tion optimale, aucun des couples résolus ne serait extremal! Cela, on en
convient, semble impossible.

Toutefois, en toute rigueur et dans le cas le plus général (plusieurs couples
extrémaux), cette propriété reste encore (au niveau de ce texte) à l'état de
conjecture.

Mais, dans le cas où une même part marginale se retrouve des deux côtés
du tableau [a( = bp pour un (Ï, j)], la solution optimale passe nécessairement
par la résolution de ce couple (ai9 b3) (cf. § III.2).
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D'autre part, c'est tout à fait complément que nous établissons que dans
le cas où il y a un seul couple extrémal, la configuration optimale passe
nécessairement par la résolution de ce couple. Il s'agit certainement du résultat
qui nous a demandé le plus d'efforts pour être démontré {cf. § III. 3).

Enfin, dans quelques situations particulières où il y a plus d'un seul couple
extrémal, nous montrons que la solution optimale passe par la résolution
d'un couple extrémal (cf. § III.4).

Deux types de transformation d'un tableau T={co/(i5 j)eIxj} sont à
considérer comme outils pour la preuve.

La première correspond à une notion d'« opération élémentaire » préser-
vant le type du tableau T, dépendant d'un quadruplet d'indices (ï, i\ j,j') et
d'un entier k inférieur à min {ci}, cvr). Cette transformation que nous notons
Va, v, j, n a P o u r effet de remplacer (cij9 ciy, cvp cVf) respectivement par
(Çij — k, clT + fc, crj- + fc, cv y — h), selon le schéma suivant :

On a

s [ < r, j , r)(VH^s(T) + 2k[2k + (cir + cn-Cij-cvr)] (8)

La deuxième transformation que nous notons \|/£- change le type du
tableau T et n'est possible que si c^k. Elle consiste tout simplement à
enlever k au contenu ci} de la case (i, j) du tableau. \|/^(T) est un tableau de
t y p e ( f l i , a 2 , . . ., a £ _ ! , ( a t - k ) , ai+1,...,aI; bu b2,...,bj_u ( b j - k ) ,
bj+1, . . ., bj\ où la position de {at — k) [resp. (bj—k)] a à être reconsidérée
par rapport aux av (resp. br).

On a

Donnons à présent l'idée générale de l'algorithme qui sera techniquement
précisée au paragraphe IV. Nous terminerons ce paragraphe en en donnant
un exemple d'application.

Partant du tableau To à I lignes et J colonnes, dont seules les marges se
trouvent remplies, l'idée générale consiste à explorer tous les chemins possibles
dont chaque pas consiste en la résolution d'un couple extrémal d'un tableau
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recueilli après suppression d'une ligne ou d'une colonne, résultant de la
résolution d'un couple extrémal au pas précédent.

Ainsi, la première étape de l'algorithme consiste à déterminer l'ensemble
des couples extrémaux de To.

La deuxième étape consiste à ranger les éléments de cet ensemble conformé-
ment à ©d (par valeurs croissantes du critère de la différence).

Un résultat très important pour la marche de l'algorithme consiste à
montrer que si (a(1, biX) et (ai2, bj2) sont deux couples extrémaux tels que
I at % ~"bj 11 < | at 2 — bj 21 tet donc ai2-\-bj2>ail~\-bj J, la résolution du couple
extrémal à une certaine étape préserve le caractère extrémal de (at 2, bj 2) pour
le tableau qui en résulte (cf. § IY).

Il suffit donc d'empiler la suite ordonnée des couples (conformément à cod)
de telle manière qu'on puisse passer d'un couple à l'autre par une chaîne
intermédiaire de couples dont deux consécutifs ont une composante définie
par une adresse commune. C'est par exemple le cas de la suite des adresses
[(ligne, colonne)] :

{(2,5), (1,2), (U), (3,4)}.

III. 2. Cas où une même part marginale se retrouve en ligne et en colonne

Un indice m évoquera ci-dessous le caractère maximal de s (T) ou de la
configuration du tableau T.

THÉORÈME 1 : Si dans un tableau Tle contenu d'une marge ligne i se retrouve
exactement dans le contenu d'une marge colonne j (a£ = fe^ = a), la case (i, ƒ) de
la configuration optimale contient nécessairement la totalité a de la marge ligne
(resp. colonne).

Démonstration : En d'autres termes, en dehors du contenu a de la case
(i, ƒ), la ligne i (resp. colonne j) ne contient plus que des zéros.

On ne restreint pas la généralité si on suppose (f, j) = (l, 1). D'autre part,
simplement pour fixer les idées nous allons prendre 1—4 et J=5 . Dans ces
conditions, il s'agit de démontrer que

h : h > h 1 :.
3, b4 , &5J La h b3 bA b5
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Considérons la configuration optimale qui correspond au tableau du second
membre :

a b2 b3

Conf

dont nous désignons par (otij/jèl) la première ligne et par
première colonne.

Si a u = oc, on a

a2 a3 a4
a b2 b3

% % a4 1

b2 b3 b4 h5]

(2)

^1), la

et la relation (1) est évidente de façon stricte si <x#0.
Si oc1]L<a, alors il existe au moins un j ^ 2 (resp. i^2), pour lequel a t

(resp. af x) est différent de zéro. En effet,

On peut sans restreindre la généralité supposer que ce sont a2i et a12 qui
sont en particulier différents de zéro et que

Nous supposons par ailleurs — dans le cadre d'un raisonnement par
récurrence — que la propriété à démontrer est vraie pour tout entier représen-
tant YJ { cij/l è i S I> 1 ^j S J }, inférieur ou égal à (n— 1).

a2

a 3

a4

«11

«21

«31

«41

«12 \ «13 «14 «15

Dans ces conditions, nous remplaçons le tableau Tm(oe) qui correspond au
second membre de (1) par un tableau T0(ot—a12) obtenu en vidant a12 dans
la case (2,2) et en remplaçant a21 par (a21 —a12). Cette opération préserve
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les contenus respectifs b2 et a2 de la deuxième composante de la marge ligne
(resp. colonne). La perte maximale pouvant être encourue (dans le cas où
c22 = 0) est égale à

a ! i - ( a 2 1 - a 1 2 ) 2 = a12(2a21-ot12). (3)

On a donc

A fortiori

s [ r m (a -a 1 2 ) ]^ 5 [T m ( a ) ] -a 1 2 (2a 2 1 -a 1 2 ) ) (4)

où Tm(a — a12) est la structure optimale du tableau dont le type est défini
par

(a -a 1 2 ) a2 a3 a4 1
(a -a 1 2 ) b2 b3 bA b5j'

Mais, compte tenu de l'hypothèse de récurrence

-, n "1
(5)

b3 b4 fe5

Ainsi, on obtient à partir de (4)

l O et n \ (f\\
12 V ^"21 12/* V /b2 b3 è4

Pour établir le résultat (1), il suffit alors de vérifier que

a 2 - ( a - a 1 2 ) 2 - a 1 2 ( 2 a 2 1 - a 1 2 ) > ( a - a ) 2 . (7)

Simplifications effectuées, il revient au même de vérifier que

a ( a - a ) + a12(oc-a21)>O (8)

ce qui est bien le cas, puisque ot^oc21 et que a^oc
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Comme il n'y a rien à démontrer pour n=\, le résultat du théorème est
complètement acquis.

C.Q.F.D.

III. 3. Cas d'un seul couple extrémal

Nous allons dans l'ordre traiter complètement les cas suivants :

1 : J=2et J=2 .

2 :/=2 et J quelconque.

3 : I quelconque et J—2.

4 : J et J quelconques.

PROPRIÉTÉ 2 : Dans une table 2 x 2 de &~9 on a nécessairement :

al>b1^b2>a2. (1)

De plus, le couple extrémal est défini par (al9 bj.

Démonstration : En effet, puisque la table appartient à &~9 on a déjà :

ax^a2, b1^b2 et ai>b1. (2)

Nous allons raisonner relativement à la position de a2, compte tenu de la
suite déjà acquise des inégalités :

a^b^b» (3)

On ne peut avoir

a1^a2>b1'^b2i (4)

car alors, on aurait

a1+a2>b1 + b2. (5)

On ne peut non plus — car on serait conduit à la même conclusion (5) —
avoir

a1>bl^La2^b2. (6)

On a donc

Dans ces conditions {a1-\-b1) est la plus grande somme possible entre les
contenus respectifs d'une marge ligne et d'une marge colonne.
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D'autre part, on a tout aussi trivialement

(7)

Le cas où l'inégalité de (7) se réduit à une égalité n'est pas à prendre en
considération, puisqu'il conduit à

THÉORÈME 3 : Pour une table T, 2 x 2 de ^", la configuration maximale pour
s(T) est définie par le tableau suivant :

b, b2

0

al~bl

c'est-à-dire, par le déchargement de b± dans la première ligne.
Démonstration : Pour la précédente configuration que nous noterons (0),

on a

Considérons à présent une configuration générale, notée (x), où b1 se
répartit en (£>! — x) dans la première ligne et en x dans la deuxième ligne :

« 2

b,-x
X

a1-b1-\-x
a2 — x

On a, compte tenu de (1) de la propriété ci-dessus,

(2)

Dans ce dernier tableau, on a

Ainsi,

dont le signe est celui de

1) + b2
1 + (a1-b1)

2 + ai (3)

a2-2b1)], (4)
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en raison de (2), cette dernière quantité reste inférieure à

et

en raison de (1) de la propriété ci-dessus.

103

(5)

C.Q.F.D.

THÉORÈME 4 : Pour une table T, 2 x J de <̂~, pour laquelle le seul couple
extrémal est {au bx\ la solution maximale pour s (T) passe nécessairement par
le déchargement total de b1 dans la première ligne.

Démonstration : Considérons en effet la configuration suivante où, pour
fixer les idées mais sans nullement restreindre la généralité, nous avons pris

b,-x

X

c12

C 2 3

Remarquons qu'on a nécessairement

a1>b1>a2,

en effet, si on avait

(1)

(au bt) n'aurait pas été le seul élément extrémal. Ainsi,

Deux cas de figure peuvent se présenter :

x^(b1— x) ou bien x>(b1— x). (2)

Nous allons montrer que dans le premier cas — où x^(b1— x) — si x
n'est pas nul, on peut trouver une opération élémentaire, transformant x en
(x -1) et (bj — x) en (bt + 1 - x), qui augmente s (T).

Remarquons qu'on ne peut avoir

c2J = 0 pour tout 7 = 2, . . ., J.
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En effet, ax ne peut se réduire à {bx— x) qui est inférieur ou égal à bl9

alors que par hypothèse, a1>b1.

On peut même supposer sans restreindre la généralité que c 2 j #0 pour tout
j = 2, 3, . . ., J. En effet, si cljo = 0 pour un j o ^ 2 , nous supprimons la
colonne j 0 , remplaçons a2 par (a2 — bjo) et le problème se repose exactement
dans les mêmes termes avec une colonne en moins.

La relation x^(b — x), implique que

clj= la L2h \3)

il en résulte qu'il existe au moins j t tel que

On a donc, compte tenu de ce qui a été supposé ci-dessus,

On ne restreint en rien la généralité si on suppose ̂  = 2. Ainsi,

L'opération élémentaire (p va transformer le tableau figuré ci-dessus en le
suivant :

6t-x+l
(x-1)

C12-I

c22 + l

C13

C 2 3

C 1 4

C 2 4

Or, si YX et y2 sont deux entiers tels que yx ^y2s la variation de la somme
des carrés lorsqu'on remplace yx (resp. y2) par (Yi + 1) [resp. par (y2—1)] est
égale à

Donc cette variation est positive et supérieure à 2. Ainsi, l'opération élémen-
taire ci-dessus considérée accroît au moins de 2, la contribution de chacune
des deux premières colonnes.

Ainsi, la solution optimale ne peut correspondre à la répartition (bl—x, x)
— avec x^(bx — x) — sur la suite des deux lignes, que si x = 0.
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Considérons maintenant le cas où x>(bt — x). On a alors nécessairement

I cij> E c2j (4)

(5)

Dans ces conditions, il existe au moins un indice jx pour lequel

Si c2jt est strictement positif, l'opération élémentaire à la configuration
suivante :

JC+1

bi-a1 b2

0

h
0 0

augmente la contribution à s(T) de chacune des colonnes 1 et j t .

Cette opération élémentaire n'est pas possible si x = a2; mais dans ce cas,
la configuration devient :

(I)

Comme dans l'étude du cas précédent, les colonnes j t pour lesquelles la
relation (5) a lieu avec c2 jx = 0, peuvent être, par suppression et remplacement
de at par (a\ — bh), évacuées du problème.

En conclusion, la solution optimale ne peut correspondre à la répartition
(bi — Xy x) — avec x>(b1—x) — sur la suite des deux lignes, que si x = a2.

Il reste à montrer qu'entre la configuration (I) ci-dessus, pour laquelle
x = a2 et la suivante (II), pour laquelle x = 0, c'est (II) qui l'emporte; mais
pour un choix optimal du tableau résultant :

b2

0

C13

C23

Ci4
(II)

Ci2

C22

c13

c23

Cl*

C24

(III)
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Plus précisément, en posant

alx=a1-b1 et $12 = bx-a29

il y a lieu de montrer que

&î + sm[a2, a n ; b29 b3i fc4]>«2 + «m[a1; b29 b39

Or, le second membre vaut

(6)

A, p i2]. (7)

Il s'agit donc de montrer que

2
t+sm[a29 cx l i ; b29b39 bA\ (8)

a n représentant la plus petite différence, on suppose axl^bj (J=4 dans
notre exemple illustratif). Il suffira en fait de considérer dans notre démonstra-
tion le cas

a i l ^ 6 2 . (9)

Bien que cela n'intervienne pas directement, on peut montrer qu'on a
nécessairement a2>b2, de sorte qu'on peut compléter (1) et écrire

a i > ^ i > a2 > £>2 = ^3 = ^4- (10)

Relativement au tableau [a2, a n ; b2, b3, b4], considérons, compte tenu de
(9), la répartition suivante :

« 1 1 0 0

K

La valeur de s associée à cette décomposition est :

(H)

Cette quantité (11) est — par définition — inférieure ou égale à
smta2> a n ï b2, b3, 64]. En lui ajoutant b\, on obtient :

- fc 1 ) 2 -2(a 1 -& 1 ) fe 2 . (12)
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II suffit de prouver que la différence entre (12) et le premier membre de
(8), est positive. Cette différence se met sous la forme :

(a1-b1-b2)± (13)

Comme (a1 — b]) représente la plus petite différence positive et que b1 >a2 ,
l'expression (13) est supérieure à

C.Q.F.D.

THÉORÈME 5 : Pour une table T, 1x2 de &~, la solution maximale pour s (T)
passe nécessairement par le déchargement total de bx dans la première ligne, si
bx>b2.

Démonstration : Nous allons, simplement pour fixer les idées et illustrer la
démonstration, supposer 1=4. Nous allons dans ces conditions comparer les
deux configurations suivantes :

bi b2 b^ b2

«1

a20

0

0

al-b1

a2

bx-xx

x21

x3 1

* 4 1

a1-b1+xl

a2~x21

a3-Xi

Ö4-X41

(I)

où xx est un entier positif inférieur à bx et où

(II)

X1 — (i)

X2iî X3i e t X4i étant trois entiers positifs ou nuls.
Étudions la variation du critère s lorsqu'on remplace la configuration

(II) par la configuration (I). Pour cela, désignons par A, ( i=l , 2, 3 et 4)
l'accroissement (positif ou négatif) dû à la f-ième ligne. On a

-2ft1+a1) . (2)

(3)

Au niveau de l'une des lignes i (i= 1, 2, 3 ou 4), on a
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De sorte que

a 3 x 3 1 + a 4 x 4 1 ~ x l 1 - x | 1 - x i 1 ) . (4)

Au facteur 2 près, la somme des à( se met sous la forme suivante :

-xl-xll-xl1-xl1 + (2bx-a1)x1 + a2x21 + a3x31+a4X41. (5)

D'où

31 + ( a 4 -x 4 1 )x 4 1 } . (6)

On a nécessairement

D'autre part, la valeur minimale de (2b1—a1 — x1) correspond à la valeur
maximale de xx qui est telle que {a1 — bt +x±) maximum; soit

Pour une telle valeur de xu

Ainsi si b1>b2, l'accroissement du critère s est strictement positif.
C.Q.F.D.

LEMME 6 : Si ctj est f entier le plus grand de la ligne i et de la colonne j ,
relativement à la configuration optimale d'un tableau T, alors ctj est nécessaire-
ment égal au contenu ax (resp, bj) de la marge colonne (resp, ligné) si a^bj
(resp.

Démonstration : En d'autres termes, en dehors du contenu at (sia^fe^)
[resp. bj (si ^<a f)] , la ligne i (resp. colonne j), ne contient plus que des zéros.

On ne restreint en rien la généralité si on suppose i=j = l. Nous allons
alors montrer que si c±1 est strictement plus petit que min (ai9 fcx) pour une
configuration donnée du tableau T, il est toujours possible de trouver une
autre configuration qui augmente c n e t qui accroît s (7).

Sinon en effet, il existerait nécessairement ciQl # 0 et c l j o #0 tels que :
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On ne restreint en rien la généralité si on suppose que

et on a bien sûr :

Autour des quatre cases (1? 1), (l,70)> Oo 1) e t 0o>7o)> considérons la
nouvelle configuration suivante qui ne perturbe en rien les contenus des
marges :

1 Jo

(CiOl ~ C l j o ) (CioJ0 + C l J o )

Puisque ciQl ^c11? la transformation apporte en ce qui concerne la
contribution de la colonne 1, un incrément strictement positif égal à

D'autre part, la nouvelle colonne j0 apporte à s(T) un incrément positif
ou nul.

C.Q.F.D.

Ce lemme montre en particulier que — pour la configuration optimale —
la plus grande valeur rencontrée dans le tableau est celle de la marge ligne
ou colonne qui correspond à la case contenant cette plus grande valeur.

LEMME 7 : Soit T une table de la famille ZT pour laquelle (als b^ est le seul
élément extrémal. Si on a

et

alors, la solution en équerre (où ci; = 0 dès lors que min(i, j) ̂ 2) ne peut être
optimale.

Démonstration : Nous allons établir ce résultat par récurrence sur le nombre
J de colonnes.

Nous avons déjà montré (cf. théorème 5 ci-dessus) que pour une telle
table T de dimension I x 2 de ̂ , la solution maximale passe nécessairement
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par le déchargement total de b1 dans la première ligne. Ce qui entraîne que
ci2 — ai pour i^2 et qui vérifie l'énoncé du lemme.

La propriété est, dans ces conditions, supposée vraie pour J colonnes
(ou moins) et nous allons l'établir pour (J+l) colonnes. Dans l'illustration
considérée ci-dessous pour fixer les idées, nous prenons ƒ = 3 et J=3 . Nous
allons plus précisément supposer selon l'hypothèse de récurrence qu'il y a
une solution meilleure que celle en équerre, laquelle suppose le déchargement
du reste (al— b^ dans la dernière colonne J.

Considérons la solution en équerre pour une Table T de dimension
lx(J+ 1) et répondant aux hypothèses du lemme :

« 1 1

a2

b2

0

0

*>3

0

0

K
0

0

(I)

Considérons pour une telle répartition la fusion des deux dernières
colonnes J et (J+1), on obtient :

h b2 G>3+&4)

(II)

e l l

« 3

b2

0

0

(Ps + bt)
0

0

Les marges de la nouvelle table continuent de répondre et a fortiori aux
conditions de l'énoncé du lemme puisque

(1)

Nous allons envisager deux cas selon que le dernier membre est égal à
(bj + bj+i) ou à bj-xi la dernière colonne correspondant à la plus petite
valeur.

Dans le premier cas, compte tenu de l'hypothèse de récurrence, on a
relativement à la nouvelle table, une solution meilleure que celle (II) en
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équerre, laquelle correspond au déversement de b1 dans la première ligne et
de {a1— bx) dans la dernière colonne.

a2

«3

0

0

0

c22

c32

C2 3

^ 3 3

(III)

Dans la configuration telle que (II) éclatons la dernière colonne en deux
colonnes de marges respectives bj et bJ+l pour retrouver la configuration
(ƒ). La perte qui en résulte pour s(T) est de 2bjXbJ+1.

Maintenant, à partir d'une configuration telle que (III), créons une colonne
de marge bj et une colonne de marge b{J+I)9 dont la première ligne contient
(a1 — bl). C'est possible puisque par hypothèse a1~b1^bJ+lt La perte maxi-
male encourue est inférieure à 2bJ[bJ + 1 — (a1~~b1)].

En effet, en posant

(2)

où les coefficients oc£ (resp. pf) sont positifs et où

a2 + oc3+ . . . +a,=:|32 + p3+ . .

la perte encourue est exactement égale à

2(a2p2+. . . +a /p I)6J

Or

0^cx2p2+ . . . +a /p J<(a2+. . . +a/)

Considérons à présent le cas où

On a bien sûr

vol. 22, n° 2, 1988

(3)

(4)

. . . +pJ)1/2 = l. (5)

ai~&i=^j = frj-



112 I. C. LERMAN, PH. PETER

et une solution meilleure que celle (II) en équaerre (où pour illustrer, nous
avons pris J=3) existe sous la forme :

bx b2 (*>3 + &4)

(IV)0

0
Cil

0

C 3 3

Ici encore, à partir de la dernière colonne concaténée J, on constitue de
l'une des façons possibles (il y en a toujours une) deux colonnes de marges
respectives b3 et bJ + 1. En raison d'un argument ci-dessus considéré [cf. (5)],
la perte maximale est 2bJxbJ + 1.

Dans ces conditions, la solution obtenue [par éclatement de la dernière
colonne J en J et (J+l)] à partir de la configuration (III) ou bien de celle
(IV) (avec comme nouvelles marges bj et bJ+1) est meilleure que celle en
équerre définie par la configuration (I).

C.Q.F.D.

Pour être tout à fait complet par rapport à la démonstration ci-dessus,
signalons que pour éclater la dernière colonne de la configuration (III) ou de
celle (IV), il suffit de former la dernière colonne (J-h1) en écrivant bJ+l sous
la forme

fr r+1 =

ou
(6)

pour tout i = 2, . . . , / .

Une telle écriture est toujours possible puisque dans chacun des deux cas
— compte tenu notamment des conditions du lemme —

ij- (7)

THÉORÈME 8 : Si (au b^ est le seul couple extrémal du tableau T de la
famille 3~^ si de plus ax est plus grand ou égal que (b2+. . . +bj), alors la
solution optimale passe nécessairement par la résolution du couple (au bx).
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Démonstration : On commencera par remarquer que pour un tel tableau,
on a nécessairement aussi

b\ è ®2 ""t" * • * + %• (8)

Pour s'en rendre compte, il suffit en effet de considérer la configuration
en équerre que ce tableau admet.

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence sur le nombre total
de lignes et de colonnes K=l+J. Nous avons démontré la propriété dans le
cas où I-f J = 4 (cf. théorème 2 ci-dessus) et nous supposons qu'elle se trouve
vérifiée pour tout tableau dont le nombre total K de lignes et de colonnes est
tel que : 4 g X ^ I + J ™ l . Il s'agit alors de la démontrer pour tout tableau T
dont le nombre de lignes et de colonnes est ( /+ / ) . Soit T un tel tableau où
on ne restreint en rien la généralité en supposant qu'il comporte / lignes, J
colonnes et appartient à la famille 3~. Ainsi, le couple (a l3 bx) est extrémal.

Soit To la configuration optimale de ce tableau et soit ciQJ0 le plus grand
entier de To. D'après le lemme 6,

c i o io = = m i n ( f l
I O ' b i o ) <8>

et correspond au déchargement de aiQ dans j 0 (si aio^bJQ) ou bien de bjo

dansi o (s i6 j 0<a l o ) .
Si ïo = 2 et jo = 2 avec aiQ^bJ0, En enlevant la ligne i0 dont la seule case

non nulle se trouve en colonne j 0 (et contient aI0), on se retrouve devant un
tableau à (I— 1) lignes et J colonnes de type :

[ a l 9 a 2 , . . . , % 0 - i ) , 0 ( i O + i ) > . - . » % ;

bl9 b29 . . . , 5 Ü 0 - 1 ) ? (bjo-ah)9 bJo + l9 . . .bj]9

où, manifestement, les conditions du théorème sont satisfaites. Pour ce dernier
tableau, compte tenu de l'hypothèse de récurrence, la solution optimale passe
par la résolution du couple (al9 bx); c'est-à-dire que la case (1,1) contient bx.
D'autre part, il est clair que si le tableau T (à / lignes et J colonnes) présente
une configuration optimale, le fait d'enlever une ligne (resp. colonne), en
modifiant en conséquence les marges colonnes (resp. lignes), préserve une
configuration optimale pour le sous-tableau.

Le cas où io = 2 et j o ^ 2 avec bJo<aio se traite exactement de la même
façon, les rôles de la ligne i0 et de la colonne jQ étant intervertis.
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Ainsi, la plus grande valeur de To, cioJO, ne peut se trouver dans la région
interne du tableau définie par {(i,j)/i^2 et j ^ 2 } ; il y aurait en effet contra-
diction avec le fait que c'est bx la plus grande valeur pouvant être rencontrée
dans To (en vertu de l'hypothèse de récurrence). cl0J0 se trouve soit sur la
première ligne, soit sur la première colonne. Si elle se trouve à l'intersection
c'est qu'elle est égale à bt et il n'y a plus rien à démontrer.

Imaginons alors que cette plus grande valeur se trouve sur la première
ligne et qu'il s'agisse alors nécessairement d'un b}{a% ^b2+ . . . +&/). On peut
poser ;

La résolution suivante, ni Tune quelconque de celles qui suivent, ne peut
concerner un couple vierge (ail9 bSl) dans la région interne du tableau (it^2y

jx^2). Car en effet, en faisant marche arrière et en reprenant la situation de
départ, on arrive à une contradiction en ôtant la ligne ix (resp. jt) si ail^bjl

(resp. feJ.1<oï-1), puisque le tableau ainsi délesté doit inclure bx dans sa case
(1,1), en vertu de Fhypothèses de récurrence.

Imaginons qu'à une certaine étape, un certain nombre de bj (resp. â ) se
trouvent résolus dans la première ligne (resp. colonne) dans le segment i > 1
(resp. j> 1) à partir de la détermination à chaque fois du plus grand entier
se trouvant dans le tableau, comme il est indiqué dans l'exemple suivant :

5
17

8|18
0|6

0|6
5

6

6

5

0

0

0

5

0

0

0

0

0

0

0

(I)

Cet exemple répond bien aux conditions du théorème. Nous avons marqué
la partie remplie du tableau, ainsi que — au-delà des marges — ce qui reste
à distribuer.

Ou bien le processus se poursuit avec le chargement total des sections i> 1,
de la première ligne (resp, j> 1, de la première colonne) avant le chargement
— avec ce qui reste — de la case (1,1), ou bien c'est la case (1,1) qui se
charge au mieux, comme dans le tableau suivant qui se déduit du précédent
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(I) ci-dessus.

115

3118
0|6

0 |6

5

0

17
5

6

6

0

0

5
5

0

0

0

0

5
5

0

0

0

4

0

0

4

0

0

(H)

Dans le premier cas on a la configuration en équerre et le lemme 7 ci-
dessus, nous montre que dans les conditions du théorème, la solution en
équerre ne peut être optimale si (a1 — b1)^bJ. Maintenant, si (a1 — b1)>bJ,
en enlevant la dernière colonne, on se retrouve devant le type suivant du
tableau [(at —bj), a2, . . ., a^ bl9 b2, . . ., bs^x] qui continue à remplir les
conditions du théorème et pour lequel la plus petite différence entre une
marge ligne et une marge colonne diminue en passant de (ÖJ — bt) à

D'autre part, on a nécessairement ai>bi>a2i sinon, {a1— bx) n'aurait pas
constitué la plus petite différence. On a nécessairement

Si (a1—b1) — bj>Oi c'est que — et c'est équivalent — al—bJ>b1.

Donc {ax—bj) — qui constitue la nouvelle marge de la première ligne —
et bx conduisent au couple qui réalise la plus grande somme. [{a1 — bJ\ bt]
est donc le seul élément extrémal du nouveau tableau.

Si [(a1—bl) — bj] est inférieur à fcj_!, l'application du lemme 7 montre que
la configuration en équerre résultante à I lignes et (J— 1) colonnes, ne peut
être optimale. Si [{ax— bx) — bj] est strictement supérieur à bj_l9 on procède
comme avant en enlevant la (J— l)e colonne... Fatalement, on va arriver à
une différence entre la première marge ligne et la première marge colonne
inférieure à la dernière marge colonne, puisque ax <bx +b2 + . . . +bj = n.

Le dernier (mais non le moindre) problème qui se pose maintenant est
celui où au cours du processus, on découvre que le plus grand entier se
trouve — comme il est indiqué dans le tableau (II) ci-dessus — dans la case
(1,1). En désignant par J^ (resp. £|) une somme partielle portant sur {j/j^2}
(resp. {i/f^2}), ce contenu de la case (1,1) va alors se présenter soit sous la
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forme

soit sous la forme
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K-!>,], (9)

(10)

Dans Ie premier (resp. second) cas la première marge ligne (resp. colonne)
se vide et les dernières marges colonnes (resp. lignes) [celles non impliquées
dans la somme Yïj (resp. ^|)] doivent se répartir en dehors de la première
ligne (resp. colonne). Ainsi, dans l'exemple ci-dessus où

la dernière ligne doit se répartir ailleurs que dans les colonnes 1 et celles
impliquées dans £'..

Continuons la preuve en nous appuyant sur l'exemple qui n'a rien de
particulier. Le prochain plus grand entier va se trouver dans l'une des
colonnes non encore touchées. S'il se trouve en dehors de la première ligne,
il correspond nécessairement comme dans l'exemple ci-dessous à la résolution
d'un couple (ab bj) dans la région {(i, j)/i^2, j^2} du tableau. Mais, c'est
impossible compte tenu de l'hypothèse de récurrence.

17

5

6

6

0

5

0

0

0

5

0

0

0

0

0

0

©

3

0

0

1

18

(III)

Si le prochain plus grand entier se trouve sur la première ligne, comme
dans l'exemple suivant. On a déjà considéré le cas où il s'agit d'un bj. De
sorte qu'on peut supposer que tous les bj intégrés au niveau de la première
ligne ont déjà été pris en considération. Il s'agit donc du reste de la forme
{ax— Ys'jbj) dans nécessairement la dernière colonne disponible dont nous
noterons l'indice^. Mais alors les marges lignes laissées lors de la prise en
compte du chargement de la case (1,1) au moyen de (Ẑ — £•#») doivent
nécessairement se résoudre totalement — comme dans l'exemple ci-dessous
où il s'agit de la quatrième ligne — au niveau de la colonne^. On retrouve
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une fois de plus une impossibilité compte tenu de l'hypothèse de récurrence.
17 5 5 4

18

6

6

1

5

6

6

0

5

0

0

0

5

0

0

0

3

0

0

1

(IV)

C.Q.F.D.

THÉORÈME PRINCIPAL 9 : Si (au bj) est le seul couple extrémal du tableau T
de la famille &~9 alors la configuration optimale du tableau passe nécessairement
par la résolution du couple (au bj) (déchargement de bt dans la première ligne).

Démonstration : Ce résultat qui utilisera pour sa démonstration le théorème
8 sera également établi par récurrence et de la même manière. Le théorème a
déjà été établi dans le cas où J + J = 4 (cf. théorème 2 ci-dessus). Nous
supposons qu'il est vrai pour tout tableau dont le nombre total K de lignes
et de colonnes est tel que : 4^Ki^I+J— 1. Il s'agit alors de le démontrer
pour tout tableau T dont le nombre de lignes et de colonnes est ƒ+J.

On peut comme ci-dessus supposer que

a1>bi>a2. (1)

Car si on avait ai>a2>b1, (a1 — bi) ne serait plus «la plus petite
différence ». D'autre part, si a1 = bl9 le problème se trouve résolu au moyen
du théorème 1 (cf §111.2). Enfin, nécessairement b1 — a2^al — b1, puisque
(au bi) est le seul couple extrémal.

On peut toujours comme ci-dessus supposer que a1 — b1<bJ. Sinon, on
aurait

de sorte qu'en enlevant la dernière colonne de la configuration supposée
optimale du tableau T : Confm(7), la nouvelle marge ligne at est telle que

Donc

et (als bt) est le seul couple extrémal du tableau à I lignes et (J— 1) colonnes.
Compte tenu de l'hypothèse de récurrence, pour la configuration optimale
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de ce dernier tableau, bl se trouve décharge au niveau de la première ligne.
Mais Confm(7) comprend nécessairement la configuration optimale du sous-
tableau [comprenant les ƒ lignes et les (J— 1) premières colonnes] obtenu par
suppression de la dernière colonne et réaménagement conséquent des marges
lignes. Le théorème se trouve ainsi démontré si a1—b1^bJ.

Continuons à appeler « intérieur » du tableau T la zone définie par
{(i,j)/l<i^I et l<j^J} où la première ligne et la première colonne sont
omises. Considérons alors Confm(7). Si cette configuration optimale
comprend la résolution d'un seul couple (ai9 bj) à l'intérieur, le théorème se
trouve établi compte tenu de l'hypothèse de récurrence, puisque (au bx) reste
le seul couple extrémal d'un tableau comprenant ƒ+J— 1 lignes ou colonnes.

Nous allons chercher dans notre processus de démonstration à éviter cette
situation — où il n'y a plus rien à démontrer — de la résolution d'un couple
à l'intérieur.

On sait (lemme 6) que le plus grand entier du tableau correspond à la
résolution d'un couple. Pour qu'il reste quelque chose à démontrer, cette
résolution se fera au niveau du « bord » {(i,j)/i=l,j>l ou j=l» i > l } . Il
s'agira donc soit d'un bj déchargé au niveau de la première ligne (j^2)9 soit
d'un at déchargé au niveau de la première colonne (î^

I
0

0
0

0
0

W///S

0

O

0

0
0

0
0

0
0

0
0

Imaginons qu'il y a eu en tout — en considérant à chaque fois le plus
grand entier du tableau — (k — 1) résolutions du type précédent au niveau de
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la première ligne et (h—l) au niveau de la première colonne. Pour fixer les
idées — mais sans restreindre la généralité — on peut imaginer que les marges
colonnes (resp. lignes) déchargées sont respectivement b2, b3, . . . , ^ (resp.
a2, a3, . . ., ah). On se retrouve alors devant la situation suivante où la partie
hachurée indique les déchargements effectués. Nous allons imaginer la suite
pas à pas de la construction de la configuration optimale où chaque pas
correspond à la résolution nécessaire d'un couple du tableau délesté d'une
ligne ou d'une colonne.

On peut déjà remarquer que si fc-J(resp. h = î), alors nécessairement h = I
(resp. k = J). Supposons dans ces conditions qu'on a f c < J e t / i < / e t posons

i4 = a 1 - (& 2 +. . . +bk) et B = b1-(a2+. . . +aft). (1)

II reste à envisager le cas où le prochain déchargement est soit celui de A
au niveau de la première ligne dans une colonne y*!, soit celui de B au niveau
de la première colonne dans une ligne iv On ne restreint en rien la généralité
si on suppose que c'est A qui se trouve déchargé dans la colonne (fc-hl).
L'étape suivante doit nécessairement (sinon c'est fini) comprendre le décharge-
ment de [bk+l —A] dans la ligne ix et on ne restreint pas la généralité si
on suppose ix = (h + l). La suivante doit correspondre au déchargement de
ah + 1— (bk + i— A) = A + ah+1— bk + i dans une colonne j2 qu'on peut supposer
(fc-h2). De même l'étape qui suit doit décharger le contenu de la marge
colonne (k + 2) : [bk + 2 + bk + J — [A + ah + J dans une ligne i2 qu'on peut suppo-
ser (h + 2), etc.

En d'autres termes, pour éviter la résolution d'un couple à l'intérieur,
chaque étape doit correspondre au déchargement de la marge qui a été
touchée à l'étape qui précède. Mais, alors, en fin de parcours et fatalement,
imaginons — sans restreindre la généralité — que la dernière marge touchée
soit une marge ligne et qu'il s'agisse de la dernière marge ligne disponible
alors qu'il reste encore au moins une colonne vierge. Les marges colonnes
vierges restantes vont nécessairement être déchargées au niveau de cette
dernière ligne disponible. Par conséquent, si k< Jet h<I, il y a nécessairement
une résolution qui se produit à l'intérieur du tableau de la configuration
optimale.

Le seul cas qui reste à envisager pour que la démonstration soit complète
est celui où k — î et h=J. Mais ce cas a déjà été envisagé au niveau du
théorème 8 précédent.

C.Q.F.D.

vol. 22, n° 2, 1988



120 I. C. LERMAN, PH. PETER

UI.4. Cas de plus d'un seul couple extrémal

Nous allons à présent considérer un ensemble de situations où il existe
plus d'un seul couple extrémal et nous allons prouver que la configuration
optimale du tableau de contingence comprend nécessairement la résolution
d'un couple extrémal. On se situe bien sûr dans le cadre de la famille 2T de
tableaux (cf. § III. 1), ce qui — encore une fois — ne restreint en rien la
généralité. Ici, pour un tableau Tde ^", (al9 bx) — qui réalise la plus grande
somme — n'est pas l'unique couple extrémal; en d'autres termes, il existe
(ai9 bj) tel que |a£ —&7-| <(ax — bj).

On désignera par ^ la sous famille de $~ pour laquelle il existe plus du
seul couple extrémal (al9 bt).

THÉORÈME 10 : Si pour le tableau T de ^~l5 Vun des partages marginaux
est plus fin que l'autre, la configuration optimale suppose nécessairement la
résolution d'un couple extrémal au niveau de la première colonne.

Démonstration : Puisque — en vertu du théorème 1 — on est dans le cadre
a1>bl9 c'est le partage (bl9 b2, . • • , bj9 . . ., bj) qui est supposé plus fin que
celui (al9 a2, . . ., ab . . ., at). On sait que dans ce cas (c/ §11.3) la
configuration optimale comprend les entiers bj dans les cases du tableau.

Si cette configuration optimale comprend la résolution du couple (al9 bj)9

il n'y a plus rien à démontrer. Sinon, b1 a nécessairement à être déchargé au
niveau d'une ligne i qu'on notera i0. Nous allons montrer que (aio, b^) est
nécessairement un couple extrémal.

Puisque aio<a1 [sinon la résolution de (aiQ, bx) est équivalente à celle de
(au b±)l on a

Maintenant, les seuls couples qui pourraient réaliser une somme plus grande
que (aiç + bj) sont d'une part, les couples de la forme (ai9 bt) où i<i0. Mais
pour ceux-là — compte tenu de la manière dont sont rangés les
ai — (ai~b1)>(aio — b1) et (a£o, bi) reste un couple extrémal.

D'autre part, on peut avoir une somme plus grande pour un couple de la
forme (ail9 bj) où i1<i0 et 7 ̂ 2 . Pour fixer les idées mais sans restreindre la
généralité, on peut supposer que j = 2.

Si atl > b2, on a

(a*! - *>2) > (% ~ b2) qui est positif.
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En effet,

et

aio<ah

Donc (aio, bt) reste extrémal.
Le dernier cas est celui où b1>ail. Mais il est impossible. En effet, on

aurait

et

aio + b1> ah + b2, d'où contradiction.

C.Q.F.D.

THÉORÈME 11 : Dans le cas d'un tableau 2xJ de 2T ̂  [où (au b^) n'est pas
le seul élément extrémal], la solution optimale passe nécessairement par la
résolution de (au b±) ou de celle de (a2, bx).

Preuve : Nous allons établir ce résultat par récurrence sur le nombre de
colonnes. Nous le supposons vrai jusqu'à (J— 1) et il a naturellement été
établi pour J = 2 colonnes {cf. théorème 3, § III. 3).

Nous allons considérer deux cas. Le premier est celui où al^.a2>b1 et le
second est celui où a1>b1>a2. Le cas où a2 = bu ou celui où ai = b1 est
résolu dans le cadre du théorème 1 ci-dessus.

Cas où a1'£a2>b1

Nous allons raisonner sur la plus grande valeur se trouvant dans le tableau.
S'il s'agit de fel5 il n'y a plus rien à démontrer. S'il s'agit de bjo avec bJo

strictement inférieur à fels on peut commencer par supposer et sans restreindre
la généralité, que;0 = 2. Le cas où bjo = bi aurait résolu le problème moyen-
nant la permutation des deux colonnes 1 et j 0 . Il y a maintenant deux cas à
considérer : le cas où la plus grande valeur b2(b1>b2) se trouve au niveau
de la première ligne et le cas où b2 se trouve au niveau de la deuxième ligne.

Cas où b2 est sur la Ve ligne

En enlevant la deuxième colonne, on se retrouve avec la configuration
suivante où on fixe J=5 .

[(ax-b2\ a2; bl9 b3, fc4, bs]
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Si (at — b2) ̂  bl9 compte tenu de Fhypothèse de récurrence, on va nécessaire-
ment trouver b1 au niveau de la première colonne. C'est impossible car la
plus grande valeur du tableau initial est bt et non b2.

Si maintenant, a2>b1>(a1 — b2).

Compte tenu de l'hypothèse de récurrence, on a soit la résolution de
(a2, fej, soit celle de [(at — b2)9 &il- La résolution du premier couple entraîne
une contradiction. Celle du second couple conduit à la configuration suivante :

at-b2
b.+h-a,

b2
0

0

h
0

K
0

bs

dont une sous configuration compatible est la suivante :

h h2

at-h2
bl + b2-a1

b2
0

Or, pour ce tableau 2x2, une meilleure configuration se trouve définie par

b,
0 bl + b2—al

D'où la contradiction puisque b2 ne pouvait être le plus grand entier du
tableau optimal.

Cas où b2 est sur la 2e ligne

La démarche est la même que dans le précédent cas. On se retrouve devant
la configuration

[au (a2-b2); bu bz, b^ b5]

où visiblement le seul cas à considérer est défini par la configuration suivante
où (a2 — b2)<b1 :

bi b2 fe3 &4 b5

bl + b2-a2
a2-b2

0

h
h
0

K
0 0
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dont une sous configuration compatible est définie par

123

a2-b2
b1 + b2-a2 0

Mais alors, cette configuration peut avantageusement être remplacée par
bx K

a2 *~' ' ~~

0

(«2-*»)

^1+^2 — ̂2

D'où la contradiction.

Cas où a1>b1>a2.

Nous raisonnons toujours sur la plus grande valeur se trouvant dans le
tableau. On reprend donc la même introduction que dans le cas où a1^a2>b^
pour enclancher sur

Cas où b2 est sur la Ve ligne

On se retrouve face à la configuration suivante, après avoir enlevé la
deuxième colonne :

[(a1-b2\ a2; bl9 ft3, 64, b5].

L'hypothèse de récurrence étant vérifiée à ce niveau, on passe soit par la
résolution de (a2, bx), soit par la résolution de [(a1—b2), bx]. Dans le premier
cas, il n'y a plus rien à démontrer. Dans le second cas, si (a1 — b2)>b1, on
arrive à une contradiction puisqu'on suppose que b2 est le plus grand entier
trouvé dans le tableau. Il reste donc à examiner la situation suivante :

bj b2 b$ &4 b5

(«l-*î)

(fti + 62-fli)

b2
0

0

63

0

K
0

bs

d o n t u n e s o u s c o n f i g u r a t i o n c o m p a t i b l e e s t d é f i n i e p a r l e t a b l e a u 2 x 2 :

b1 + b2-a1

b2
0
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Cette configuration peut avantageusement être remplacée par

bt

0
(«i-fci)

d'où l'impossibilité.

Cas où b2 est sur la 2e ligne

En enlevant la deuxième colonne, on se retrouve face à la configuration
suivante :

[au (a2~b2); bu fe3, bA, b5]

Compte tenu de l'hypothèse de récurrence, on passe soit par la résolution
de (al9 bi), soit par la résolution de [(a2 — fe2), bt]. On comprend qu'il nous
reste à examiner cette dernière résolution qui conduit à la configuration
suivante :

bx b7 b* b± &«

&1 + &2 + S2

a2-b2

0

h
h
0 0 0

où b2 est supposé le plus grand. Par conséquent, on aurait :

et (bl —a2) serait négatif. Ce qui est impossible compte tenu du cas ou on se
trouve.

C.Q.F.D.

Remarques : Relativement au théorème précédent, il est important de noter
que dans le cas où a1^a2>b1, (a29 bt) est nécessairement un couple extrémal.
En effet (al9 bj) ne peut être extrémal pour j ^ 2, puisque (al9 bj) se trouve
alors dépassé par (ai9 b^. D'autre part (a2, b^ ne peut être extrémal pour
j ^ 2 , puisque (a25 bj) se trouve alors dépassé par (a2? bt). Enfin, on a
(a2 — bï)'£(ai — bt). Maintenant, dans le cas où al>b1>a2i (a2> bt) est extré-
mal si bï<n/2. En effet, on est alors assuré que (bï — a2)<(al — b1) puisque
ax+a2=*n. Et, s'il y a un couple qui réalise une différence plus petite que
{b1 — a2), il est de la forme (a2, bj)(j7£2) et pour ce dernier
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Le théorème 5 ci-dessus concernant une table T de dimension 1x2, ne
spécifie pas si (al9 bx) est le seul couple extrémal, on peut donc l'exprimer
pour une table T 1x2 de Fv

La propriété suivante apparaîtra bien particulière, elle est en réalité sucepti-
ble d'une généralisation sur la position des résolutions et fait pressentir la
nécessité de la résolution d'un couple extrémal dans la configuration optimale.

PROPRIÉTÉ 12 : Test un tableau de la famille 3^x avec au moins 3 colonnes.
Le déchargement de b2 au niveau de la première ligne ne peut conduire à
une configuration optimale pour laquelle c11^(bl—b2)>0. Si c11<(b1~b2\
ce déchargement ne peut toujours pas conduire à la configuration optimale
si (bx — b2) est supérieur à deux fois la différence entre la moyenne artihméti-
que et celle géométrique des deux nombres b2 et (a2 + b2 + b3) :

, - b2) ^ 2 1 1 [

Preuve : Nous allons pour fixer les idées, mais sans aucunement restreindre
la généralité, considérer 1=3 et J=4. Nous aurons dans ces conditions à
confronter les deux situations schématisées ci-dessous où nous comparons le
déchargement de bt à celui de b2 dans la première ligne. On considère dans
chacun des cas la meilleure solution possible. Nous désignons par y le contenu
de la case (1,1) pour la seconde configuration.

<Xll|fll

a2

a2

«3

0

0

y

b2

b2

b2

0

0

b,

b*

Nous notons &ii=(a1—b1)<a12 — (a1—b2) et nous allons alors montrer
que si y^(b1—b2\ on a :

2 b3
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A partir de la configuration optimale correspondant au second membre,
nous allons former une configuration

Conff02 °3 a n l (2)
lb2 b3 b>\

et ce, en enlevant dans les cases de la première ligne — totalisant oe12 — la
quantité (oL12 — a11), Cet entier qui vaut

et à enlever de la première colonne puisque le contenu y de la case (1,1) est
supérieur ou égal à (b1 — b2)-

La perte maximale pour s, encourue dans ce cas, résulterait du remplace-
ment de b\ par b\. Ainsi, pour la configuration (2) construite, on a

l3
(3)

Par conséquent,

qui est exactement la relation (1) ci-dessus.
Nous allons maintenant considérer le cas où y est strictement inférieur à

(bl—b2) pour la configuration optimale obtenue après avoir placé b2 sur la
première ligne.

Pour former une configuration telle que (2), il va bien falloir déplacer dans
la case (1,1), le complément (P12— y) où nous avons noté $12 = (b1—b2).

Si on considère la configuration optimale de (a2, a3, a12; bl9 b3i &4)>
argument du second membre de (1), la perte maximale encourue pour s
résulte de la situation où b3 (resp. a2) se trouve sur la première ligne (resp.
colonne) et où on effectue la transformation suivante portant sur ((312—y).

ot12

a2

La flèche sur le coin gauche haut indique — après la transformation — le
dégagement de P12.
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Cette perte maximale pour sm(a2, a3, OL12; bly b3, b4) résulte des remplace-
ments suivants :

y->0

qui concernent respectivement les cases (1,2), (2,1) (1,1) et (2,2) (nouvelle
numérotation).

La configuration résultante est du type (2) et on a

Ja2 a
L&i b

3 b4

^ l l (3)

Pour avoir la relation (1) ci-dessus, il suffit d'avoir

-Y) 2 ^0 . (4)

Soit

qui se réduit à

P12(ti

et qu'on peut mettre sous forme

¥ + [(b1-b2)-(a2 + b3M + (b1-b2)b2^Q, (5)

où on a posé ^ = (P i2 — Y) supposé positif, puisque y>P1 2 a été traité.
Si bx^a2 + b2 + b39 c'est évidemment acquis.
Si fc1<a2 + fc2 + b3, soit Pi2 = (&i— 62)<a2 + fe3.

Le discriminant du trinôme du second degré défini par le premier membre
de (5) est

Pi"fr2)-(«2 + 63)]2-4(61-62)62. (6)
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II se met sous la forme :

P i - b2) - (a2 + 2 b2) - b3)]
2 + («2 + h)2 - (a2 + 2 b2 + b3)

2

Compte tenu de ce que le contenu du crochet est négatif, une condition
suffisante pour avoir (5) est fournie par

soit

(6,-^)^2 -[fr2+(a2+62+y- /6A+Î2+y. (7)
(̂  2,

C'est ce qu'il fallait démontrer.
Le type de résultat précédent veut faire croire que c'est le déchargement

de bx au niveau de la première ligne qui conduit « plus naturellement » vers
la solution optimale.

Ce résultat se généralise en remplaçant al9 bt, b2 et fe3, où &i>b1>b2 et
où b3 est le plus grand b} encore disponible, par ail9 bjv bh et bj3, où
^il>bj1>bj2 et où bj3 (qui remplace b3) est le plus grand bjencore disponible.
On peut aussi intervertir les rôles respectifs des deux marges.

IV. L'ALGORITHME PROGRAMME

IV . 1. Introduction

Nous avons déjà exprimé au paragraphe III, 1 l'idée générale de l'algo-
rithme et son application à un exemple.

Cet algorithme repose sur les propriétés suivantes :
(i) Si une même part marginale se retrouve : aiQ = bjo> la configuration

optimale passe nécessairement par la résolution du couple (aiQ, bjo)
(cf. §111.2).

(ii) S'il existe un seul couple extrémal (ai%9 bj^ pour le préordre total
intersection des deux préordres totaux md et a>s [cf. les expressions logiques
(6) et (7) du paragraphe III. 1], alors la configuration optimale comprend
nécessairement la résolution du couple (ah, bjj (cf. § III. 3).

(iii) S'il y a plus d'un seul couple extrémal, la configuration optimale
suppose nécessairement la résolution de l'un des couples extrémaux.

Recherche opérationnelle/Opérations Research



SOMME MAXIMALE DES CARRÉS D'UNE CONTINGENCE 129

II y a aussi bien sûr la propriété implicite — sans laquelle cette recherche
n'aurait été possible — que nous avons déjà mentionnée dans l'introduction :
la suppression d'une ligne (resp. colonne) et le réaménagement conséquent de
la marge colonne (resp. ligne) préserve le caractère optimal de la configuration
obtenue.

Les propriétés (i) et (ii) ont été respectivement démontrées aux
paragraphes III.2 et III. 3, celle (iii) reste encore à l'état de conjecture que
nous avons cherché à étayer tant soit peu du paragraphe III. 4.

Dans le cas général, on commence par ordonner l'ensemble des couples
extrémaux conformément à œd de la plus petite différence à la plus grande.
Ainsi si (aio, bjo), (aiv b^), . . .,(aie, bje) est la suite ordonnée des couples
extrémaux, on a

et l'algorithme commence par la résolution de (aio, bjo).

La portée de l'algorithme aurait sensiblement diminué s'il s'agissait après
chaque résolution, d'empiler l'ensemble de tous les couples extrémaux. En
réalité, comme le montrera l'important théorème suivant, il suffira d'empiler
à partir de (aio, bJo), le sous-ensemble de couples extrémaux pour lesquels ou
bien l'adresse de la première composante est i0, ou bien l'adresse de la seconde
composante est j 0 . En effet, et c'est plus précisément l'objet du théorème qui
suit, le caractère extrémal d'un couple (ah, bjj est préservé après la résolution

IV.2. Théorème limitant l'empilement

THÉORÈME 1 : Si (aiQ, bjo) est le couple extrémal qui réalise la plus petite
valeur de \ai — bj\9 le déchargement de aiQ dans j 0 (si aio^bjo) [resp. de bJo

dans i0 (si aio>bJo)\ préserve le caractère extrémal de tout autre couple

On suppose — sans restreindre la généralité — que aio > bJQ. Deux cas sont
à considérer :

®ah<bh et ®ah>bh.

K

On
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Étude du 1er cas ®. On a

0 <(aio-bjo) <(bh -atl) et (aio + bjo) <(ah + bh). (2)

La question se pose de savoir s'il peut exister j tel que (ocIa/o, bj) puisse
strictement dépasser (aiv bjj. Si c'est le cas, on doit avoir

\bj-*ioJo\<bJi-ah
et (3)

Ici encore, on doit considérer deux situations; la première est celle où
bj<OLioJo. Dans ce cas, on aurait

et

D'où on tire, en mettant en évidence bj :

bj>aiv (4)

Ce qui entraînerait - compte tenu de bj<OLioJO

Considérons à présent la deuxième situation où bj><xioJo. Dans ce cas on
aurait

et (6)

Ce qui implique, en utilisant la transitivité à partir des deux bornes de bj :

~ ah + bJo + bh +ah< ah " bJo + bh - ah'

II en résulte que

Donc, les relations (3) impliquent de toute façon la relation (5).

Maintenant, peut-on avoir la relation (5) ?
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Si oui, on a a fortiori,

ai0 > aix et donc (a,0 + bh) > (a(l + bh). (7)

D'autre part [cf (1)],

a ; i + ^ i > % + *>;<>>

ce qui donne

Si on avait bjo<ail9 on aurait (en vertu de aio>ail\

et {aiv bjo) aurait été considéré avant (aio, bj()). Par conséquent,

II en résulte à partir de (8), que

bh>aio

et toujours en vertu de aiQ>aiv

(bh-au)<(bJl-atl), (9)

ce qui, en considérant (7), conduit à une absurdité : {aiv bJt) n'est plus un
élément extrémal puisqu'il se trouve dépassé par (aio, b^).

Ainsi, les relations (3) qui conduisent à la relation (5) sont impossibles.

Étude du 2e cas ©. On a

0 < (ai0 - bjo) < (atl - bh) et (aio + bjo) < (ah + bh\

Nous allons reprendre la même démarche que ci-dessus. La question se
pose de savoir s'il peut exister un indice j pour lequel

et (10)

vol. 22, n° 2, 1988



132 I. C. LERMAN, PH. PETER

Deux situations sont à envisager :

A : bj<ctiOJo e t B'

Commençons par considérer la situation A. Les inégalités (10) deviennent

ou encore

qui par sommation membre à membre donnent

bj>bh. (12)

La première des deux inégalités (11) donne

bj + ai0>ah+bh. (13)

D'autre part, on a nécessairement

car, autrement, compte tenu du cas ® où on se trouve : aio > bio, ah > bh et
( a i 0 - ^ 0 ) < ( a i l - b i l ) , on aurait eu

et (aiv b^) n'aurait pas été extrémal.
Dans la situation A, on a afortioti

D'autre part, en vertu de (12) et de (14),

Donc, (a£l, b^) ne serait plus extrémal face à (aiQ, bj). Donc la situation A
est impossible.
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Considérons à présent la situation 5. Les relations (10) deviennent :

La question se pose de savoir s'il peut exister un tel br

A partir de la première relation (15) on a

{ah + bj) > (ah + bh) + ah - (aiQ - bjo) > (ah + bh), ( 16)

compte tenu de (14).

En orientant de la même manière les deux relations (15) et en additionnant
terme à terme, on obtient

Par conséquent, compte tenu du cas B où on se trouve,

bj>bh. (18)

Dans ces conditions, si ah (qui est supérieur à bJt) est supérieur à bp on a
trivialement

(a l l-6 /)<(fl l l-fc J l). (19)

Cette relation alliée à (16) montre l'impossibilité. En effet, devant (aiv bj%
(ail9 bjj ne peut être extrémal.

Enfin, si atl<bp la deuxième relation (15) donne

(bj - ah) < aiojo - bh < *iojo < (ah - bh) (20)

et l'impossibilité apparaît également pour la même raison.

C.Q.F.D.

IV. 3. Programmation de l'algorithme

(a) Le sous-programme TRAIT gère les sous-programmes destinés à pro-
duire les différents tableaux de contingence et assure la sélection de la
meilleure configuration (maximisant la somme des carrés des parts).

La réalisation naturelle de ce sous-programme conduisant à la construction
d'un algorithme récursif, il a fallu lui appliquer les techniques classiques
d'élimination de la récursivité afin de pouvoir le programmer en FORTRAN.
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Pour ce faire, une dimension supplémentaire correspondante au niveau de
récursivité a due être ajoutée aux tableaux des marges, de même que la
présence des trois piles IPILLG(*), IPILCL(*) et IPILNV(*) a été rendue
nécessaire. Ces trois piles sont destinées à recevoir respectivement, à chaque
simulation d'un appel récursif, la ligne, la colonne et le niveau de récursivité
de chacune des possibilités qui devront être explorées par la suite.

(b) Sous-programme DETER : Son rôle consiste à traiter immédiatement
tous les cas déterministes (marge d'une ligne égale à celle d'une colonne, plus
petite différence et plus grande somme réalisées simultanément) puis, lorsque
plusieurs possibilités différentes sont à explorer, ce sous-programme en
conserve une en paramètre après avoir empilé les autres dans IPILLG, IPIL
et IPILNC et avant de rendre la main à TRAIT.

(c) Sous-programme COPIE : II assure la sauvegarde des marges pour un
niveau donné.

(d) Sous-programme MAJ : II est destiné à mettre à jour la table et les
marges après le choix d'un cas à tester (prise en compte de ce choix).

(e) Algorithme

BEGIN
NIV:=O; NPIL:=O;
co NIV : niveau de récursivité fco
co NPIL : indice de pile fco
REPEAT

FINI: = FALSE;
CALL DETER (NPIL, FINI)
DO WH1LE (NOT FINI) ;

co sauvegarde de l'état des tableaux à ce niveau de récursivité fco
CALL COPIE
co On continue en exploitant un des cas à envisager fco
NIV:=NIV + 1;
CALL MAJ;
CALL DETER (NPIL, FINI)

END DO
co On vient d'obtenir un des tableaux possible, on le sélectionne s'il est meilleur fco
IF < meilleur > THEN < sélection > ENDIF
co Dépilement éventuel d'une possibilité mise en attente fco
IF (NPIL #0) THEN

LIGNE A TRAITER: = IPILLG (NPIL);
COLONNE A TRAITER: = IPILCL (NPIL) ;
NIV:=IPILNV (NPIL); NPIL: = N P I L - 1 ;
CALL COPIE;
NIV: = NIV + 1 ; CALL MAJ

END IF
UNTIL (NPIL = 0);

END
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3.3. Exemples

Nous allons — à titre d'illustration — considérer simplement deux
exemples. La 'BORNE MARGE' est celle définie par min(£a?, £&ƒ), la

'BORNE ANALYTIQUE' est celle qui correspond à la « meilleure » inégalité
de Schwartz. La borne exacte est fournie en dernier, accompagnée du nombre
de tables de contingence qu'il a fallu engendrer pour la découvrir.

Marges des lignes : 24 19 18 5 4.
Marges des colonnes : 37 12 11 7 3.
La borne marge est : 1 302 — La borne analytique est : 1478.
Meilleure des 306 tables trouvées avec un score de : 998

24 0 0 0 0
0 12 0 7 0

13 0 5 0 0
0 0 5 0 0
0 0 1 0 3

Marges des lignes : 800 500 500 100 70 10 10 7 1.
Marges des colonnes : 1000 700 100 80 50 50 8 3 3 2 2.
La borne marge est : 1155 150 — La borne analytique est : 1 315408.
Meilleure des 3 981 tables trouvées avec un score de : 1010088

0 700 0 0 50 50 0 0 0 0 0
500
500

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0

100
0
0
0
0
0

0
0
0

70
10
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
8
0
0
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