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MODELISATION DU JUGEMENT HUMAIN
DANS L'ANALYSE MULTICRITERE
AU MOYEN DE COMPARAISONS PAR PAIRES (*)

par F. A. Lootsma (1)

Résumé. — Les méthodes de comparaisons par paires permettent a un décideur individuel ou a
un groupe de décideurs de pondérer un nombre fini de stimuli. Les méthodes multicritéres aident
alors a la décision par la pondération des critéres (stimuli au niveau 1 de décision) et des actions
(stimuli au niveau 2) sur les critéres respectifs, et par I'agrégation des résultats intermédiaires, une
procédure qui permet de calculer un score final pour chaque action.

Nous nous intéressons a une classe d’échelles discrétes et géométriques (c’est-d-dire que les
échelons forment une série géométrique) pour exprimer les gradations du jugement (indifférence,
préférence faible, préférence forte, ...) en comparant un stimulus a I'autre. Les transformations
d’échelle ne changent pas les relations de surclassement des stimuli, et elles n’affectent que
faiblement leur pondération.

La nature vague des gradations et I'imprécision des décideurs nous ont conduits a lintroduction
des nombres flous pour exprimer les jugements préférentiels. Nous nous limitons aux nombres avec
des fonctions caractéristiques triangulaires parce que les paramétres suivent une algébre transpa-
rente. Dans un modéle simplifié, dont tous les jugements ont le méme degré d’imprécision, nous
obtenons une solution analytique qui nous permet d’étudier la propagation du flou dans une
hiérarchie des niveaux de décisions.

Mots clés : Méthodes pour I'aide a la décision; poids des critéres; scores finaux des actions;
nombres flous; normalisation des poids; propagation du flou; pondération des décideurs.

Abstract. — We are concerned with the pairwise-comparison methods for solving the typical
problem of multi-criteria decision analysis: the ranking and rating of a finite (usually small) number
of alternatives under conflicting decision criteria. We are in fact running up against a two-level
decision problem. At the first level, we estimate the weights of the decision criteria via a method
of pairwise comparisons. At the second level, we estimate the weights of the alternatives in a similar
way under each of the criteria separately. Lastly, we aggregate the results to obtain a final score
for each alternative.

In a method of pairwise comparisons, stimuli (criteria at decision level 1, and alternatives at
level 2) are presented in pairs to one or more decision makers. The basic experiment is the
comparison of two stimuli by a single decision maker who is requested to express his preference
(if any) for one of the two. Our particular concern is the interface with the decision maker: the
numerical scaling of the gradations of his comparative judgement. Well-known results in psycho-
physical measurement enable us to show that the echelons should exhibit a geometric progression.

(*) Regu janvier 1987.
(Y) Faculté de Mathématique et d’Informatique, Ecole Polytechnique de Delft, B.P. n° 356,
2600 AJ Delft, Pays-Bas.
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242 F. A. LOOTSMA

A welcome, additional observation is that transformations, due to variations of a scale parameter,
do not produce rank reversal in a single-level evaluation of stimuli.

Because the gradations are vague and the decision makers imprecise, we express the judgemental
statements in fuzzy numbers with triangular membership functions. These are characterized by a
triple of parameters following straightforward, workable algebraic rules. We analyze a simplified
model (where all judgemental statements have a common left-hand and right-hand spread) in order
to understand the results of the calculations (the fuzzy final scores of the alternatives) as well as
the propagation of fuzziness in hierarchical decision making.

Keywords : Methods for decision support; weights of the criteria; final scores of the alternati-
ves; fuzzy numbers; normalization of weights; propagation of fuzzyness; weighing the decision
makers.

1. L’ANALYSE MULTICRITERE

Nous considérons les méthodes de comparaisons par paires congues pour
la résolution du probléme caractéristique de I'analyse multicritére [10], [11]:
la pondération d’un nombre fini d’actions sur des critéres incompatibles. En
effet, nous devons faire face a une hiérarchie de décisions. Au premier niveau,
nous évaluons les poids des critéres par une méthode de comparaisons par
paires. Au deuxiéme niveau, nous pondérons les actions de la méme fagon,
sur chacun des critéres séparément. Puis, nous agrégeons les résultats afin
d’obtenir un score final pour chaque action. En résumé, soit c; le poids
calculé du critére C; et a;; le poids calculé de l'action A; sur le critere C,
nous évaluons le score final s; de I'action 4; par

sj=Zc,-a,.j, 0]

une formule d’agrégation bien connue qu’on peut expliquer facilement
(cf. annexe 1).

2. COMPARAISONS PAR PAIRES

Dans une méthode de comparaisons par paires, on présente des stimuli
par deux a un décideur ou a un groupe de décideurs. Au premier niveau de
décisions les stimuli sont les critéres eux-mémes, au deuxiéme niveau ils sont
les actions sur le critére actuel qu’on est en train d’étudier. L’essai élémentaire
est la comparaison des stimuli S; et S; par un décideur individuel k qui est
prié d’exprimer sa préférence (s’il en a une) pour un des deux. Nous supposons
que S; et §; ont des valeurs V; et V; sur une echelle numérique. Il est entendu
que la réponse du décideur (sa préférence, dans une forme narrative ou
qualitative) est une approximation de I'importance relative des stimuli expri-
mée par V,/V; La réponse est en fait limitée & un nombre fini de catégories :
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JUGEMENT HUMAIN ET ANALYSE MULTICRITERE 243

les gradations du jugement comparatif. Le décideur est prié de choisir une
des qualifications

indifférence,
préférence faible,
préférence forte,
dominance,

ou un seuil entre deux qualifications voisines s’il hésite entre elles.

3. ECHELLE QUALITATIVE ET ECHELLES NUMERIQUES

Nous nous intéressons particuliérement a linterface avec le décideur:
I’échelle numérique associée aux gradations de son jugement. Considérons
I'essai élémentaire ou le décideur k compare S; 4 S, et partons d’une échelle
qualitative dont les échelons sont donnés par les qualifications (gradations)
suivantes :

es dominance de S; sur §;
e seuil de dominance
e, préférence forte pour S;
e, seuil d’engagement
e, préférence faible pour S;
e, seuil d’indifférence vers S;
e, indifférence
e_, seuil d’indifférence vers §;

e_, préférence faible pour §;

................................

e_¢ dominance de S; sur S,

Le symbole e, représente la valeur numérique de I'échelon n. Pour n = 0,
nous utilisons maintenant un résultat bien connu dans le domaine de la
psychologie expérimentale : I'écart e, ; —e, est supérieur ou égal a la diffé-
rence perceptible minimale qui est proportionnelle a e,. Notre modéle pour
I’échelle numérique est alors fondé sur la relation (J. Meisner, entretiens

prives, cf. [9])

€pr1 €y TEE
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244 F. A. LOOTSMA

ol € représente une constante indépendente de n. On en déduit immeédiatement
er1=(1+e)e,=(1+¢)e,_;=...=(1+&)"* "
En substituant exp (y) =(1+¢), on peut écrire les valeurs des échelons comme
e,=exp(yn),

ou y > 0 est le paramétre d’échelle. Cette expression s’applique aussi au cas
ou n est négatif. Notons maintenant par r;; la valeur numérique du jugement
dans 'essai ci-dessus. Pour le codage du jugement on a donc

¥ij =CXp (vs; jk)a 2

ou 9;; est un nombre entier, —6 < §;; < 6, qui désigne la gradation choisie
par le décideur (cf. fig. 1 et 2 du projet C.R.E.).

Dans nos essais numériques et dans nos projets [4, 6, 8, 9] nous avons
surtout utilisé les valeurs y=1/2 (échelle normale) et y=1 (échelle longue ou
étendue) parce qu’elles semblent acceptables du point de vue des sciences
sociales. En outre, ces essais nous permettent a étudier I'influence du choix
de v.

4. VALEURS APPROXIMATIVES DES STIMULI

Soit D;; 'ensemble des décideurs qui ont comparé S; & §; et qui ont
prononcé leur opinion; il n’est pas nécessaire que leurs jugements soient
conformes. Une approximation du vecteur V=(V,, ..., V), p représentant
le nombre de stimuli, est alors obtenue par la minimisation de la fonction

Y Y (nrg,—Ino+Inov)? 3)

i <j keDij

En écrivant w;=Inv; et ¢;3 =Inr;; =75;;, on déduit les équations normales

P p P

w; Z N;;— Z Nijw;= Z Z 9ijk> )]
j=1 j=1 i=1 keDy;
j#i J#i j#i

ou N;; est le nombre d’éléments dans I'ensemble D;. En général, il y a
exactement un degré de liberté dans les solutions de (4), et on écrit une
solution arbitraire comme w;+ 1. En supposant que les valeurs V,, de méme
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JUGEMENT HUMAIN ET ANALYSE MULTICRITERE 245

que leurs approximations v, sont normalisées par

it

Vi= ¥ u=1, )

=1

i
on obtient 'approximation unique

exp(w;+m) _ exp(wy,

i =

» ’ (©)
Z exp(wi+m) Y exp(w)

i=1 i=1

5. TRANSFORMATIONS D’ECHELLE

Ensuite, nous analysons la sensibilité des résultats sous des changements
de y. Malgré ces transformations d’échelle, 'ordre des valeurs approximatives
v; reste invariable a un seul niveau; ce résultat provient du fait que le
parameétre d’échelle n’apparait que dans le second membre de (4) qu’on peut
écrire

P

Y z Z Sijk'
j=1 keDyj
j#i

Dans une hiérarchie de décisions, avec les critéres comme stimuli au premier
niveau et les actions dans la méme qualité au deuxiéme, on ne peut pas
garantir que les scores finaux maintiendront leur ordre. Nos essais numériques
ont pourtant montré qu'un changement de y n’affecte que faiblement les
valeurs approximatives des stimuli ou les scores finaux des actions (cf. fig. 3).

6. MODELISATION DU JUGEMENT PAR DES NOMBRES FLOUS

La méthodologie présentée ci-dessus a le désavantage que, dans chaque
essai élémentaire, le décideur est prié de ne pas choisir plus d’une qualification
(indifférence, préférence faible, préférence forte, dominance, ou un seuil entre
deux gradations voisines). Pourtant, dans beaucoup de cas il se rend compte
que plusieurs qualifications sont plus ou moins aptes a exprimer son jugement
comparatif, parce qu’elles sont vaguement définies. Il pourrait donner son
jugement en attribuant a chaque qualification un nombre réel entre O et 1
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pour exprimer leur crédibilité. 11 n’est pas nécessaire que ces nombres s’addi-
tionnent a 1, parce que les qualifications peuvent se chevaucher. Le décideur
pourrait également choisir la qualification la plus crédible, ainsi qu'un ¢tale-
ment & gauche et un étalement a droite pour exprimer I'étendue de crédibilite.
Partant du dernier cas [5, 8], nous prenons pour modéle un nombre flou r
avec une fonction caractéristique triangulaire déterminée par trois parametres :
la valeur modale r,, ou se trouve le sommet du triangle et ou la fonction
caractéristique vaut 1, une valeur inférieure r, et une valeur supérieure r, pour
fixer la base.

On écrit F=(r,, 7, 7). Une algébre floue se réduit maintenant a une algebre,
simple et transparente, des trois paramétres ([3, 5, 12], cf. fig. 4).

r. . r..
ijke ijkm rijku

q.. =1 T, . = 1 . . =
Qg = I =100 e Fikm Figka!

SR T I T et Tigka) -

Yike  Yjkm 9 jku
Figure 5. — Modéle flou 7, =("jp Tijkm Tij) d0 jugement vague exprimé par le décideur k en

comparant les stimuli S; et 5; Pun a Pautre. Dans beaucoup d"applications, la fonction caractéristi-
que de §;; =In (7;;) a la forme d’un triangle isocéle.
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7. COMPARAISONS PAR PAIRES AU MOYEN DE NOMBRES FLOUS

Soit 73 =(ijup> Tijims Tijrw) 1€ modéle flou du jugement vague prononcé par
le décideur k en comparant §; a S;. Soit §;;=InF; et w,=In; (cf. fig. 5).
L’équivalent flou des équations normales (4) est donné par

p p p
WY, Ny=— 2 Nyw= Y, Y Gipe ™
j=1 j=1 j=1 keD;;
j#i j#i j#i

p p 4
Wim 2 NU_ Z Nijwjm Z Z 9 jkm (8)
j=1 j=1 j=1 keDjj
j#i j#i j#i

On ne peut pas séparer les valeurs inférieures et supérieures de la méme
fagon : elles sont li¢es par le systéme

P P p
Wi Z Ny— Z Nyjw,= Z Z 9ijxis
j=1 j=1 j=1 keDjj

Jj#Ei Jj#i j#i

9)
P P P
Wiy Z Ny— > Nijwj= Z > Qijeu-
; =

Jj=1 keDjj

j# Jj#i Jj#i

Une solution générale des systémes (8) et (9) s’écrit comme

Wy +8 wimt+n, Wy, +0) (10)

avec les degrés de liberté m et {. Pour obtenir des valeurs approximatives qui
sont uniques il est nécessaire de normaliser les résultats

exp (W;) =(exp (w; +0), exp(w;, +n), exp(w;,+0)).

On montre qu’une solution unique de (7) est alors donnée par les triples
(V3 Vimo Uz) définis comme (G. Boender, entretien privé, cf. annexe 2 et [1])

(aexp (wy), bexp (W), aexp(wy,)), (11)
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avec les coefficients de normalisation
P p -1/2
a=( Z exp(wy). Z eXp (Wiu)) s
i=1 i=1

b=( 5 exp(wi".))“l.
i=1

8. MODELE SIMPLIFIE POUR ANALYSER LES RESULTATS

Les triples (11) ne représentent pas nécessairement des nombres flous parce
que Pordre v; < v, < v, n'est pas garanti. Nos expériences ont toutefois
montré qu’une violation de cet ordre est exceptionnelle. En outre, nous avons
congu un modéle simplifié du jugement pour analyser et mieux comprendre
les résultats des calculs. Supposons que tous les jugements aient le méme
degré d’'imprécision o; c’est-a-dire qu’on peut écrire

7 =€xp [y (8, — )],
T'ijtkem = CXP [vd; jk]a (12)
ik =€XP [¥ (855 + 00)].

Avec une valeur entiére, o représente I’étalement a gauche et a droite sur
Péchelle qualitative (cf. §3). L’imprécision des jugements est appelée faible si
a=1, et importante si a=2. On écrit, provisoirement,
Wia™ Wim = Wi — Wy =7B,

¢t on déduit des équations (8) et (9) que P est soumis a

14 p 14
BY Ny+ Y N;B=a} Ny

j=1 j=1

ji=1
j#i J#i j#i

Awvec la solution B=(1/2)a on trouve une solution générale de (8) et (9)
donnée par

1 1
(exp (wim - .,_2‘ oy + C)a €Xp (Wim + Tl), eXp <Wim + E oy + C))’

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



JUGEMENT HUMAIN ET ANALYSE MULTICRITERE 253
et la normalisation habituelle (cf. § 7) fournit approximation unique

_eXp(Wim) (exp(— %aY), 1 exp(%oﬂ())- (13)

p
2. exp(W,,)
i=1
Il est intéressant d’observer que le degré d’imprécision est réduit de moitié.

9. LA PROPAGATION DU FLOU

Considérons maintenant une hiérarchie de décisions (cf. §1), prenons
&i=(Citr Cim> Ci)
pour dénoter Papproximation floue du poids du critére C,, et soit
;5= Aiji> Aijms Aiju)

'approximation floue du poids de I'action 4; sur le critére C;. Si tous les
jugements comparatifs ont le méme degré d’imprécision o, on a (cf. §8)

€= Cim (eXP ( -1 ow>, 1, exp ( : txY)),
2 2
~ 1 1
4;;= 0y (exp ( —3 ocy), 1, exp ( 3 ay)).

En utilisant la formule d’agrégation (1), on déduit immédiatement le score
final 5; de I'action 4; Donc on obtient

(14)

§j=Zcim a;;m(exp (—ay), 1, exp(ay)), (15)

un résultat qui montre que le degré d’imprécision s’est doublé par rapport-
a (14).

10. LE TROISIEME NIVEAU DE DECISIONS
Beaucoup de méthodes de la recherche opérationnelle font preuve d’une
nature normative. Fondées sur des idées précongues de rationalité (minimisa-

tion des cotits comme le seul but d’une opération industrielle, par exempie)
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elles prescrivent une solution optimale. Méme la simple fonction (3) & minimi-
ser contient des rationalités inexprimées. Nous avons, par exemple, tacitement
postulé I'équivalence des décideurs ou, proprement dit, de leurs jugements,
tandis que dans un groupe de décideurs il y a normalement une grande
divergence d’influence, de pouvoir, de prestige, et d’engagement. On pourrait
tenir compte de la position relative des décideurs par une généralisation de
(3) de la forme suivante :

Y, Y (nry—Inv+Inv)d, (16)

i < j keDjj

ou d, représente le poids du décideur k. Nous passons sur la question délicate
de l'existence d’un décideur supréme qui pourrait établir ces poids. Les
équations normales déduites de la minimisation de (16) sont données par

P P p

W; Z ( Z di)— Z ( Z dk)wj= 2 2 qijkdk’ 17)
j=1 keDjj i=1 keDjj Jj=1 keDjj
j#i j#i j#i

une formule qui se préte facilement a remplacer (4). Une analyse du comporte-
ment des résultats au cas de jugements flous est toujours inachevée.

11. LES BUTS DE L’ANALYSE MULTICRITERE

Nous sommes partis de deux hypothéses fondamentales : (a) les décideurs
ont une valeur, peut-€tre cachée au plus profond d’eux-mémes, pour chaque
stimulus qui est en jeu dans un certain processus de décision, et (b) nos
procédures pour obtenir leurs préférences produisent des réponses, plus ou
moins précises, dans un voisinage de la valeur correcte. Dans une telle
situation on peut sincérement présenter les méthodes d’analyse multicritére
comme des outils pour aider les décideurs a trouver une décision « pré-
existante ». Sinon, on n’aide plus, mais on conduit le processus de décision
dans une autre direction, vers une décision « nouvelle » ou « inattendue ». En
tout cas, on introduit une méthodologie qui remplacera un processus tradition-
nel. On trouve un développement paraliéle dans la gestion des entreprises ou
I'informatique n’introduit pas simplement une modernisation graduelle des
méthodes de travail traditionnelles; au contraire, elle provoque un bouleverse-
ment, une innovation qui remplace une génération d’ouvriers par des spécialis-
tes universitaires. On augmente la productivité (taux de croissance voisin de
7% par an chez Philips, par exemple) et on économise de la main d’ceuvre!
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Nous nous demandons naturellement ce qui se passera plus tard avec les
décideurs dans les entreprises et dans la bureaucratie de I'Etat.

Dans le domaine du management, on ne peut pas justifier I'introduction
de I'analyse multicritére en promettant que cette méthodologie optimisera la
qualité des décisions. Certes, elle déchainera une vive discussion entre les
décideurs (nous ’avons vu dans beaucoup d’applications), elle produira sou-
vent un sentiment de satisfaction chez eux, mais 4 la longue ces avantages ne
suffiront pas. En outre, qu’est-ce qu’une décision optimale? A vrai dire, nous
n’en avons pas entendu parler dans Royal Dutch/Shell 4 Londres ou I'on
emploie I’analyse multicritére depuis plusieurs années pour distribuer un
budget de recherche sur un ensemble de projets. « On gagne du temps, et
pour nos managers ¢a vaut la peine ». C’est cette voix de la pratique qui donne
la seule justification pour I'application permanente de I’analyse multicritére.

Finalement, remarquons que, dans ce domaine, il ne faut jamais oublier
les mots de Blaise Pascal: le ceeur a ses raisons que la raison ne connait
point.

ANNEXE 1

Formule d’agrégation

Considérons deux stimuli S; et §; dans un ensemble de stimuli qui ont été
comparés par paires. Nous avons vu (§4) que la normalisation a €té¢ introduite
pour fixer les approximations (les poids calculés) v; et v,. Autrement dit:
parce qu’il y a un degré de liberté, le vrai résultat des comparaisons par
paires est donné par le quotient v;/v,, une quantité qui représente le poids
relatif de S; par rapport a §,.

Retournons maintenant a I'évaluation de deux actions 4; et A4,. Evidem-
ment, le quotient a;;/a, est le poids relatif de 4; par rapport a A, sur le
critére C;. Si les poids ¢; (normalisés de sorte que Y, ¢;=1) sont égaux, il va
sans dire qu’on peut introduire la moyenne géométrique

H (a; j/ ag)"

comme le poids relatif de 4; par rapport a 4, sur tous les critéres simultane-
ment. Dans ce qui suit, nous maintiendrons cette expression comme modéle
pour le poids relatif dans le cas ou les c; (toujours normalisés) ne sont pas
égaux. Nous choisissons, d’autre part, le quotient s;/s, des scores finaux pour
exprimer ce poids relatif. Alors

s =11y
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et en utilisant des approximations du premier ordre, on déduit

s;=exp[y,c;lna; ] ~ 1+ ¢;lna;~ 1+Y ¢;(a;— 1) =) c;a;;

ANNEXE 2

Normalisation proposée par G. Boender (cf. [1])

Nous considérons un ensemble de nombres flous (avec des fonctions carac-
téristiques triangulaires) qui sont représentés par les triples

(yib Yimo yiu)’ i=1, ..., p.

En multipliant ces nombres par 'inverse de leur somme, nous obtenons les
nombres normalisés

def [V, Yim Vi
(Zh Zima Ziu)= ( ] B >’
’ YV LVim XLVa
i i i

qui ont les propriétés suivantes :
Z Zim = 1,
(Z Zy). (Z z)=1

Ces deux relations nous permettent d’éliminer les deux degrés de liberté dans
la formule (10).
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