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AMÉLIORATION
DE LA STABILITÉ NUMÉRIQUE D'ALGORITHMES

DE RÉSOLUTION DE PROGRAMMES LINÉAIRES A MATRICES
DE CONTRAINTES CLAIRSEMÉES (#)

par P. TotxA (*)

Résume', — La plupart des codes récents de résolution de programmes linéaires utilisent des
décompositions triangulaires de la matrice de base dérivées des méthodes de Bartels et Golub ou Forrest
et Tomlin* Les premières sont caractérisées par une bonne stabilité numérique et une exploitation
rationnelle dufaible pourcentage de coefficients non nuls de la matrice de base; les secondes permettent
une assez bonne exploitation du creux de cette matrice et une mise en œuvre informatique simplifiée par
rapport à la méthode de Bartels et Golub. Nous proposons, dans cet article, une méthode d'actualisation
de la décomposition triangulaire de la matrice de base, proche de celle de Forrest et Tomlin, qui exploite
de façon satisfaisante le creux de celle-ci tout en améliorant la précision des résultats.

Mots clés : Programmation linéaire» méthodes LU, pivotage partiel

Abstract. - Most of the last linear programming codes use triangular décompositions of the basis
matrix like those of Bartels and Golub or Forrest and Tomlin. The first methods take rationally
advantage of the small rate of non-zero coefficients of the basis matrix and have a good numerkal
stability; the second methods take in considération only the sparsity of the basis matrix by means of
simple data structures. We suggest in this paper, a method, like the LUfactorization of Forrest and
Tomlin, which takes the best advantage of the sparsity of the basic matrix while having a better
numerical stability,

Keywords: Linear Programming, LU methods, partial pivoting.

INTRODUCTION

Les premiers codes de résolution des programmes linéaires basés sur la
méthode du simplexe de Dantzig [4] utilisaient essentiellement la forme produit
de l'inverse (P,FX) qui consiste à conserver Tinverse de la matrice de base sous
forme du produit des différentes matrices d'élimination de Gauss-Jordan
construites successivement à partir des colonnes entrant dans la base. Les
principaux inconvénients de cette méthode sont essentiellement une assez

(*) Reçu juillet 1982.
(*) Institut de Programmation, Université Pierre-et-Marie-Curie, Paris-VI, 4» place Jussieu,

7523Ô Paris Cedex 05.
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20 P. TOIXA

mauvaise exploitation de la structure clairsemée de la matrice de base et une
médiocre stabilité numérique due au fait que les différents pivots d'inversion sont
choisis impérativement à l'aide du deuxième critère de Dantzig qui permet
d'obtenir à chaque itération une solution de base réalisable.

L'apparition des méthodes LU qui fournissent à chaque itération une
décomposition de la matrice de base en produit d'une matrice L et d'une matrice
triangulaire supérieure l/, a permis d'élaborer des codes plus rapides, exploitant
de façon satisfaisante l'existence du faible nombre de coefficients non nuls de la
matrice de base, et dotés, pour certains d'entre eux> d'une bonne stabilité
numérique, La méthode d'actualisation de la décomposition LU de la matrice
de base préconisée par Bartels et Golub [3] est considérée, ajuste titre, comme la
plus stable car elle utilise au cours de chaque itération une stratégie de pivotage
partiel pour achever la triangularisation de la matrice de base. Les méthodes de
TomMn [10], Forrest et Tomlin [5] s'attachent, quant à elles, à utiliser au mieux
la faible densité de coefficients non nuls de la matrice de base» sans se préoccuper
de la stabilité numérique au niveau de chaque itération; la seconde est la plus
souvent utilisée en raison, probablement, d'une mise en œuvre facilitée par une
certaine simplicité de manipulation de la structure de données nécessaire à la
conservation des différents termes de la factorisation.

Vignes a donné dans [11] des méthodes efficaces pour contrôler la stabilité
numérique des logiciels de programmation mathématique.

Nous proposons, dans cet article, une nouvelle méthode, proche de celle de
Forrest et Tomïin, qui exploite de façon significative le creux de la matrice des
contraintes et doit bénéficier d*une stabilité numérique améliorée car elle
autorise le choix du seul coefficient diagonal modifié de la matrice U.

t> MÉTHODES D'ACTUALISATION DE LA DÉCOMPOSITION LU DE LA MATRICE DE

BASE

1.1* Notations

Soit le programme linéaire :

Max z~c<X)

avec A.x — b,

où c% et x sont des vecteurs de Rn> b un vecteur de Rm et À une matrice réelle à
m lignes et n colonnes,

R.A.I.R.O* Recheïciie opcratioimellc/OpcratioBS Research



STABILITÉ D'ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 2 1

Soit Bik) la matrice de base de la fc-ième itération :

où vu v2,. . . , vm sont les indices des variables de base.
Supposons que la colonne AVSk de A sorte de la base et que Ae" y entre. L'indice

de ligne du pivot imposé par la seconde règle de Dantzig est sk. Considérons une
décomposition de Bik) en Lik) et U(k\ matrices respectivement triangulaires
inférieure et supérieure :

. ,. f O SI KJ,
\- i a v e c lii~< * . . .
J i - l , . . . , m J 1 SI l=J,

.•},._ t „ avec uk: — O si ? > J.

Remarquons que w£ n'est pas nul pour tout i de { 1 , . . . , m}, sinon B(fc) ne
serait pas inversible.

Notons, de plus, C7w-{ U[k\ Uf\..., L/(m
fc)} où l /^ est la Même colonne

de l/<*>.

1.2. La décomposition LU de Bartels et Golub [3]

La matrice de base B{k + 1) de la (k +1 )-ième itération est constituée à partir de
la matrice de base Bik) de la fc-ième itération en otant de celle-ci la colonne
sortante AVSk en décalant d'une position vers la gauche les colonnes
d'indice j k +1 à m et en mettant en dernière position la colonne entrante Ae* :

{^ , . . . , A**>-\ AVM,. . . , A»\ A*}.

Soit :

Alors :

La forme de Hik+l) est donnée par la figure 1.

vol. 18, n° 1, février 1984



22 P. TOLLA

Figure 1

Hik+1} est une matrice supérieure d'Hessenberg; pour ia trianguiariser il suffit
de la multiplier successivement à gauche par des matrices d'élimination de
Gauss ^{ic) = {jkij}i=l m qui sont, dans ce cas, la matrice identité avec un seul

coefficient non nul' sous la diagonale, Y*+iti. A chaque étape de la
triangularisation, l'élément diagonal hH ou l'élément sous-diagonal hi+lt £ de la
matrice obtenue à partir de Hik+1) peuvent être choisis comme pivot; on aura
par exemple :

i« =
si
si i. i\

D'où :

où la matrice 11̂  est la matrice de permutation des lignes d'indices i et i + 1 , ou la
matrice identité suivant le choix du pivot.

Soit :

La multiplication à gauche de H'Cfc+1) par Tk
+1 modifie seulement la ligne

d'indice i+1 de cette matrice.

R.A.I.R.O. Recherche opérationneUe/Operations Research



STABILITÉ D'ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINÉAIRE

1.3. La méthode LU de Forrest et Tomlin [5]

23

La matrice de base Bik+1) est identique à celle qui est utilisée dans la méthode
de Barteis et Golub, de même que la matrice H{k+i\ La méthode consiste à

annuler dans = {/^+1 }.=1) m les coefficients hk
k%..., A^V-i-

Soit Mi = {0,.. . ,0,M* i J f c + 1 , / . / , < „ , } .

Considérons le vecteur rk solution de :

et :

où eSk est le vecteur canonique ayant 1 comme composante d'indice sk et I la
matrice identité.

La matrice inverse de Rk est :

D'où :

La matrice ainsi obtenue n'est autre que Uik) dans laquelle on a annulé les
coefficients < , k + 1 ) . . . , < m .

Soit H'(k+1} = [R J~ x Hik+1); étant donné la remarque précédente, Hf{k+1) est
la matrice Hik+1} dans laquelle ont été annulés les coefficients hk+Sk\..,, A^V-i-

est représentée par la figure 2.

Figure 2

vol. 18, n° 1, février 1984



24 P. TOLLA

Pour triangulariser H ' ( k + 1 \ il suffira de remonter d'une position ses lignes
d'indices s k+l à m et de mettre en dernière position la ligne d'indice sk.

2. AMÉLIORATION Î>ES MÉTHODES LU DANS LE CAS DE MATRICES DE

CONTRAINTES TRÈS CLAIRSEMÉES

2.1. Propriété

Soit une décomposition triangulaire de la matrice de base Bm en Lik} et U{k\
A£k la colonne entrant dans la base, A°3k la colonne qui en sort, et Z(k) définie par :

Notons lk l'indice du dernier coefficient non nul de Zik\ Alors lk^sk.
En effet si la matrice de base B(* + 1) de la (/c + l)-ième itération est :

* + !> = { AV .„A*"'1, A\ Av*+\..., A'-},

posons :

Si lk<ski H(k+1) est triangulaire supérieure, comme l'indique la figure 3.

s,

Figure 3

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research



STABILITÉ D'ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 25

Dans ce cas Uik+1} n'est pas inversible de même que Bik+1\ ce qui est contraire
au fait qu'une matrice de base est théoriquement toujours inversible.

2.2. Méthode de Bartels et Golub modifiée

Le résultat présenté au paragraphe 2.1 a été utilisé par Saunders, [8],
Goldfarb, [6] puis plus récemment par Reid [7] pour améliorer l'exploitation du
creux de la matrice if(k+1).

Constituons la matrice H{k+X) à partir de U{k) de la manière suivante : otons
de Uik) sa colonne d'indice ski décalons d'une position vers la gauche les
colonnes d'indices sk + l à lk> et mettons en /k-ième position la colonne Zik)

définie au paragraphe 2 . 1 :

Figure 4

e s t u n e m a t r i c e supérieure d'Hessenberg; on la triangularisera en la
prémultipliant par les matrices de permutation IT(. et les matrices d'élimination
de Gauss Ff telles que celles utilisées dans la méthode de Bartels et Golub, mais,
dans ce cas, seules les lignes d'indices ^ + 1 à lk de Hik+1) seront modifiées.

vol. 18, n° 1, février 1984



26 P. TOLLA

2.3. Modifications de la méthode de Forrest et Tomlin

Nous utiliserons dans ce paragraphe la matrice Hik*l) que nous avons définie
au paragraphe 2 . 2 :

2 .3 .1 . Première modification

Soit :

ou :

Considérons la matrice :

U=\,...,tk-sk

avec «y ~ "£+/,**+; pour / = 1 , . . . , / k - s k e ty= 1, . . ., lk — sk, et les vecteurs

et

où r* est solution du système linéaire triangulaire :

(r°kyûik)=(uky.

Soit le vecteur rk de composantes rk définies par :

0 si i^sk,

0 si i>lk,

r(_Sk autrement,

rk=(0,...,0,r\...,rl_St,0,...,0y.

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research
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Définissons la matrice Rf
k = ï + cSk(r

ky.

La matrice inverse de Rf
k est :

Soit ;

2?

avec ;

0 si

Si

et

De même si :

if'(k+J) est la matrice H(fc+J) dans laquelle les coefficients h^J..., h*Xii ont été
annulés et :

Kk/l h^ ^ r * ^ / 1 si

Figare 5

voL ÎS, n° 1, février 19S4



28 P. TOLLA

Pour la triangulariser, il suffira de décaler d'une position vers le haut les lignes
d'indices sk + l à lk et de mettre en /k-ième position la ligne d'indice sk,

2.3.2. Deuxième modification

Considérons la matrice Rk définie au paragraphe 1.3. Nous avons vu que le
produit de [R^'1 et Uik) donne une matrice dont les coefficients sont les mêmes
que ceux de Uik\ en dehors de uk

k Sk+1,..., uk
kt m qui sont annulés.

Soit la matrice H"<kXl) = [Rk]-x H{k+1).
H"{k+1] n'est autre que la matrice H{k + i} dans laquelle tous les coefficients de

la ligne d'indice sk sont nuls en dehors du coefficient d'indice /k.

Figure 6

Comme pour H'ik+1) dans le paragraphe précédent, H"ik+ iJ sera
triangularisée en remontant d'une position les lignes d'indices sk+1 à lk et en
mettant en /k-ième position la ligne d'indice sk.

Cette variante fournit une matrice (7Ck+1) semblable à la matrice triangulaire
supérieure calculée à l'aide de la méthode de Forrest et Tomlin à une
permutation des lignes et des colonnes près; la matrice Uik+1) correspondante
possède un singleton sur la ligne d'indice sk, ce qui en facilite le stockage et
simplifie la résolution des systèmes triangulaires dont elle fait partie.

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research



STABILITÉ D'ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 2 9

2 .3 .3 . Calcul de Vêlement uk£ 1 de U(k+1)

Forrest et Tomlin ont montré dans [5] que le dernier élément de la diagonale
principale de JJik+1) est pour leur méthode :

où Ae« est la colonne entrante, ou :

u
k + 1=uk ex f ^ l ' M ' 1

umm sksk
 e $ t l^ J **• •

Or y{k) = [Bik)]~x Ae* est l'expression de la colonne entrante sur la base.

y^—elky
ik\ composante d'indice sk de y(k) n'est autre que l'élément pivot

imposé par la 2e règle de Dantzig.

On retrouve une propriété analogue dans la deuxième variante que nous
proposons au paragraphe 2.3.2 puisque la matrice U(k + 1) est déduite de la
matrice triangulaire supérieure proposée par Forrest et Tomlin par une simple
permutation des lignes et des colonnes de celle-ci. Nous aurons alors :

ukt-uk vik)

La variante décrite au paragraphe 2.3.1 possède la même propriété. En effet :

= [/ - eSk (r
ky] { t/<*>- l/w eSk < + [L<*>] " ' A** < } n<*+ ' \

Le deuxième terme de ce produit de matrices est la matrice Uik) dont on a ôté la
colonne d'indice sk que l'on a remplacée par [Z/^]"1 Ae\ La matrice n ( k + 1 ) est
une matrice de permutation des colonnes de la matrice précédente qui décale
d'une position vers la gauche ses colonnes d'indices sk +1 à lk et met en /k-ième
position la colonne d'indice sk.

est la matrice U(k) dont on a ôté la colonne d'indice sk et annulé les coefficients
k

sktst+l>- WU W

êSk peut s'écrire :

« k = [/ - eSk (r
k)<] t/(k> [t/(fc)] " ' [L<k>] " ' Ae> < = [ƒ ~ e,k (r

ky]

vol. 18, n° 1, février 1984



30 P. TOLLA

[I—eSk(r*y\ U{k) est la matrice Uik) dans laquelle les coefficients uSutSk+l9..., uk
kh

ont été annulés, et y{k)el
Sk une matrice dont toutes les colonnes ont leurs

coefficients nuls en dehors de la colonne d'indice sk qui n'est autre que yik\
Comme [Lik)]~x Ae* a ses composantes d'indices /k + 1 à m nulles, et U(k) est

triangulaire supérieure, il en est de même pour yik).

Le coefficient diagonal d'indice sk de @k qui n'est autre que ufjk
 x vaut uk

kSk y£)

3. STABILISATION NUMÉRIQUE DES MÉTHODES LU

3.1. Méthode de Forrest et Tomlin

3.1.1. Choix en colonne de Vêlement diagonal wĵ m1

Considérons la matrice H (k+1) définie au paragraphe 1.3.

Soit :

Nous avons :

A5*Uy = «M-i,/+i P ° u r J = Su>- • -, m - 1 .

Dans la méthode classique de Forrest et Tomlin, les coefficients
A£,+v- • •> AJ.V-1 sont annulés; nous allons ici annuler A*ïît,fc,. . . A*îi,m-i>
de la façon suivante :

Soit la matrice :

'est autre que la matrice U{k) dont la colonne d'indice sk a été remplacée par
la colonne canonique e +1.

Considérons le vecteur rk solution du système linéaire :

Si l'on permute les lignes d'indices sk et sk+1 de W^k), la matrice résultante est
triangulaire supérieure; d'autre part les sk premières composantes de uk sont
nulles; on en déduit que les sk— 1 premières composantes et la (5Jlc+l)-ième
composante de r'k sont nulles; de plus, la composante d'indice sk de r'k vaut :

uk

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research



STABILITÉ D'ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 31

Le système ri*-Hf*k) = «Jf ne peut donc être résolu que si M* > v f l est différent de
zéro. Il peut s'écrire :

ou :

Mais eJjt+1 ejk est la matrice dont tous les coefficients sont nuls en dehors de celui
qui se trouve à l'intersection de la ligne d'indice sk + 1 et de la colonne d'indice sk

et qui vaut 1. Comme la composante d'indice $k-hl de rl
k est nulle, le vecteur

ligne rl^€Sk+le
t
Sk a toutes ses composantes nulles.

Donc :

r'* U{k) - < + i U(k) + r'i Uik) eh < ,

Comme eH e\k est la matrice dont tous les coefficients sont nuls en dehors de
celui qui se trouve à l'intersection de la ligne et de la colonne d'indices j f c , et la 5 -̂
ième composante de r'k vaut «*à+i,A.à+i/«,fcfc,,fc+ijnous aurons :

Si nous posons :

alors :

ou :

Soit n; = n + evH ri' alors

Posons :

vol 18, n° 1, février 1984



32 P. TOLLA

où n' ( k + 1 > est la matrice de permutation de colonnes qui décale les colonnes
d'indice sk+1 à m d'une position vers la gauche et met en dernière position la
colonne d'indice sk.

Soit H'<*+ 'MRjJ- 1 { Um[I-eSte'St]+[Lik)]~l ^ ' < }

où:

Après transformation, on obtient :

H"<*+^> = [ƒ-e l t + I ei,+1

Les deux premiers termes de cette somme représentent la matrice U{k) dont on
a annulé la ligne d'indice sk + 1 et la colonne d'indice sk. Les trois termes
suivants ne sont autres que la matrice ayant pour seule colonne non nulle la sk-
ième colonne qui est le vecteur Zik) = Uik) yik) = [Lik)] ~ l Ae« dont on a remplacé la
composante d'indice s k + l par -6^3;^?

H'(fc+i) = if-(fc + i)n '(fc+iï e s t l a matrice Hik+1) dans laquelle on a annulé les

coefficients / ^ ^ à / z ^ U - i ifig- 7); de plus :

Pour triangulariser if'(k+1), on remontera d'xme position les lignes
d'indices sk + 2 à m et on mettra en dernière position la ligne d'indice 5 k + l . L a
valeur de u j ^ 1 sera l'opposé du produit de 8Vt par le pivot imposé par le
deuxième critère de Dantzig y{

s
k} (fig. 7).

3.1.2. Choix en ligne de F élément diagonal r/

Soit Z<fc) = [Lik)] ~l Ae* de composantes z\ pour / = l , . . . , m . Z(fc) est la dernière
colonne de la matrice H{k+1} définie au paragraphe 1.3. Nous allons ici annuler
les coefficients Aj^ 1 , . . . , h^.2 et hk

k^qui n'est autre que z,kk.

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research
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S,

33

Figure 7

Construisons la matrice triangulaire S(k\ à partir de Uik) en ôtant de celle-ci sa
colonne d'indice m et en la remplaçant par Z(k).

Soit :

Le vecteur r'k' est solution du système :

rk & —vk>

si S(k) est inversible et donc si zk
m est différent de zéro.

Mais :

où Em est la matrice d'élimination de Gauss Jordan telle que

De plus :

vol. 18, n° 1, février 1984



34 P. TOLLA

On en déduit que :

or : . . . 0 -y\/yk
m

o : :

Donc :

si uf/=eî IlW — uk

M uk eHU —USkS

Pl F — ( 0 0 uk uk uk 4-iik ^ 1
\ y m /

Le calcul de r£" se réduit à la résolution du système triangulaire

On remarque que r^'et rk défini au paragraphe 1.3 diffèrent seulement par leur
dernière composante.

Soit :

alors :

De plus :

où II' (*+î} est la matrice de permutation de colonnes qui place zik) en dernière
position dans la matrice U{k)[Esy

x et décale les colonnes d'indices sk+l à m
d'une position vers la gauche de façon à obtenir Hik+1\

D'où :

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research



STABILITÉ D'ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 35

ou :

Le premier terme de cette somme est la matrice Hik+1) dans laquelle on a
annulé les coefficients de la ligne d'indice sk; le deuxième terme est la matrice
dont tous les coefficients sont nuls en dehors de celui qui se trouve à l'intersection
de la ligne d'indice sk et de la colonne d'indice m - 1 et qui vaut :

Figure 8

Pour triangulariser H' (k+1), on permutera les deux dernières colonnes de
H'(* + 1), puis on remontera d'une position les lignes d'indices sk +1 à met l'on
mettra en dernière position la ligne d'indice sk.

L'élément diagonal w^ 1 de Uik + i) sera :

umm Usksk k •

3.1.3. Choix de Vêlement diagonal sur la ligne et la colonne d'indices sk+l
deHik+1)

vol. 18, n° 1, février 1984



36 P. TOLIA

Nous allons, dans ce cas, annuler dans la matrice Hik*l) les coefficients

Soit :

La matrice S(fe) et le vecteur Z<jfe) ont été définis au paragraphe 3*1.2.
Considérons la matrice W' *** définie par :

et ri' " solution du système linéaire triangulaire :

A l'aide d'une démonstration analogue à celle du paragraphe 3,1.1, on
montre que :

Posons :

alors :

Soit :

En développant cette expression, et en la simplifiant, on obtient :

Les trois premiers termes de cette expression sont la matrice Uik) dans laquelle
on a annulé la colonne d'indice £* et la ligne d'indice sk-^l. Le terme
[ƒ—eSt+\elk+1] U

ik)ym est Zm dans lequel on a annulé la composante
d'indice ^-f 1.

Le dernier terme est la matrice dont le seul coefficient non nul est celui d'indice
de ligne sk+l et d'indice de colonne m, qui vaut :

8,4
y m *

R.A.I.R.Ö. Recherche opcrationn^Ue/Operations Research



STABILITÉ D'ALGORITHMES DE PROGRAMMATION LINÉAIRE 37

Lorsqu'on applique à droite la permutation de colonnes induite par II' (k+1),
on obtient la matrice H"/{k+l) décrite par la figure 9 :

Figure 9

Pour triangulariser H'"(k+1>, il suffit de permuter ses deux dernières colonnes,
de remonter d'une position les lignes d'indice sk + 2 à m et de mettre en dernière
position la ligne d'indice Jk + 1.

L'élément uk^m
l vaut dans ce cas ö,fc(y*/y^).

Cette transformation n'est, bien sûr, possible que si yk
m et w£ Sk+l sont différents

de zéro.

3.1.4. Conclusion

La stabilité numérique de la méthode de Forrest et Tomlin est liée, en
particulier à la fiabilité de la décomposition triangulaire de la matrice de base et
donc de Uik+1); celle-ci permet en effet de calculer les facteurs qui
composent Lik) par le calcul de la matrice Rk, et influe donc sur leur précision et
celle de Lik\

Nous avons montré que l'on peut construire, à partir de H(k+1), quatre
matrices triangulaires supérieures dont les deux derniers éléments de la
diagonale principale seront soit uk

mm et M*,k}£, soit uk
mm et — àSky

k
k, soit zk

m et
~u*ksk(y5k/ym)> s o ^ zm e t SJk()£/)/£), quantités qui dépendent entièrement de
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l'information fournie par la fc-ième itération de la méthode du simplexe. On peut
donc calculer à l'avance ces quatres éléments diagonaux en utilisant au plus
6 additions ou divisions et donc choisir les deux derniers éléments qui se
trouveront sur la diagonale principale Uik+i) et on améliorera ainsi la précision
des solutions des différents systèmes linéaires à résoudre au cours de chaque
itération de la méthode du simplexe; on utilisera, évidemment, la procédure de
construction de Rk et L/(fe+1) définie dans l'un des précédents paragraphes en
accord avec l'élément u^+

m
l choisi.

3.2. Méthode de Forrest et Tomlin modifiée

Soit :

^

et :

- £ ejéï\+ f

e t jj(k) s o n t l e s m a t r i c e s ijik+i) e t V(k) d a n s ieSqUeiies o n a remplacé les
colonnes d'indices/fc-f-l à m par elt+u..,, em. Nous allons appliquer les
procédures décrites dans le paragraphe 3.1 à leurs sous-matrices composées de
leurs coefficients d'indices de lignes et de colonnes inférieures ou égaux à lk, en
accord avec la première modification de la méthode de Forrest et Tomlin.

3.2.1. Choix en colonne de Vêlement diagonal uf£1

Soit :

et :

est la matrice if<* + 1> dans laquelle
•» *i+î,/k-i

 o n t é t é annulés.

_Lk+l T-i *t Lk+1 n A n r

- n S k + l i J - Y, rKihi,j P O U r
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où les rĵ  t sont les composantes non nulles de fr
k.

39

Figure 10

On triangularise Hf(k+1) en remontant d'une position ses lignes d'indices
Sfc-h2 à 4 et en mettant en 4-ième position la ligne d'indice sk + l. L'élément
diagonal u^x vaut — S,ty*.

3.2.2. Choix en ligne de Vêlement diagonal uf*x

Soit :

et :

Soit :

est la matrice Hik*1} dans laquelle on a annulé les coefficients

7F
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Figure 11

Pour triangulariser H'(k+1}, on permute ses colonnes d'indices lk - 1 et Zk, puis,
on remonte d'une position les lignes d'indices sk+1 à lk et on met en 4-ième
position la ligne d'indice sk.

L'élément diagonal ufâ1 vaut - K * ^ (yïjyïk )• De plus utktîJk = zfk.

3.2.3. Choix de Vêlement diagonal sur la ligne et la colonne d'indices sfc+l

Soit :

et :

Alors H [
éléments A*îîiIt+1 à <

est la matrice Hik+1) dans laquelle les
et Aj;*^^ ont été annulés;

et ies coefl5cients de la ligne sk+l d'indice supérieur à lk ont été modifiés.

Pour triangulariser H'"ik+l), on permute ses colonnes d'indices lk — 1 et lk,
on remonte d'une position les lignes d'indices sk + 2 à lk et on met en
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#'"(*+lu

Figure 12

/k-ième position la ligne d'indice sk + l. L'élément diagonal u^1 vaut :

et w/^i1 /._, =z/k.
v*

3.2.4. Conséquence

Comme dans la méthode exposée au paragraphe 3.1, on peut choisir les
éléments u^llk_x et ufktk

x parmi les quatre couples suivants :

grâce à ce choix, il est possible d'améliorer la stabilité numérique de la méthode
de Forrest et Tomlin ainsi modifiée.

On peut améliorer de la même façon la stabilité numérique de la méthode de
Forrest et Tomlin utilisant la modification décrite au paragraphe 2.3.2; les
seules différences porteront sur la longueur du vecteur rk et les valeurs des
coefficients d'indices de colonne supérieure à lk sur la ligne d'indice sk (ou sk +1)
de Hik+1) qui seront annulés dans ce cas.

4. CONCLUSION

Nous avons donné dans cet article, deux variantes de la méthode de Forrest et
Tomlin qui permettent d'exploiter au mieux le creux de la matrice des
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contraintes. De plus» nous avons montré qu'il est possible de choisir, au cours de
chaque itération, l'élément qui apparaît sur la diagonale principale de Uik*iy

parmi quatre coefficients. Ceux-ci sont calculables de façon très peu coûteuse
avant même d'utiliser une procédure de triangularisation adaptée à chacun
d'entre eux. On obtient ainsi une fiabilité de la décomposition triangulaire de la
matrice de base qui n'était pas prise en considération dans la méthode initiale.

Abadie [1], et l'auteur de cet article [10], ont proposé des procédures qui,
tenant compte du caractère clairsemé de îa matrice de base, en réorganisent les
lignes et les colonnes de façon à réduire encore le nombre d'opérations
nécessaires à sa triangularisation.

Les procédures que nous avons décrites, ici, peuvent être utilisées avec profit,
non seulement dans les codes de programmation linéaire, mais encore dans les
algorithmes de programmation non linéaire utilisant en particulier les notions de
gradient réduit de Wolfe et de gradient réduit généralisé cTAbadie [2].
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