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COMPARAISON DE DEUX METHODES DE RESOLUTION
D’UN PROBLEME COMBINATOIRE QUADRATIQUE (*)

par J. C. Henner (V)

Résumé. — Dans un systéme composé de N éléments en interaction mutuelle, on désire en
sélectionner M(0<M <N) de fagon d maximiser un critére de performance quadratique. Ce
probléme combinatoire peut étre résolu de fagon optimale par un algorithme & énumération implicite,
avec des temps de calcul relativement faibles en raison de la simplicité de la technique de relaxation
choisie pour I'évaluation des solutions candidates. Cependant, le traitement de problémes de grande
dimension a nécessité I'élaboration d'une méthode sous-optimale, inspirée de la programmation
dynamique.

Mots clés : Combinatoire, quadratique, énumération implicite, relaxation, programmation
dynamique.

Abstract. — In a system which consists of N mutually interacting elements, we want to select M
of them (0<M <N) in order to maximize a quadratic performance criterion. This combinatorial
problem can be optimally solved by an implicit enumeration algorithm, with relatively low computing
times due to the simplicity of the relaxation technique choosen for evaluating candidate solutions.
However, in order to solve large size problems we had to elaborate a sub-optimal method drawn from
dynamic programming.

Keywords: Combinatorial, quadratic, implicit enumeration, relaxation, dynamic programming.

INTRODUCTION

La programmation combinatoire permet de formuler des problémes qui
mettent en jeu un grand nombre de décisions élémentaires liées entre elles. Ces
interrelations peuvent apparaitre dans ’énoncé du probléme soit sous la forme
de contraintes, soit par lintermédiaire de termes mixtes dans le critére
d’optimisation.

Nous nous intéressons ici au cas ou ces deux types d’interrelations

apparaissent sous leur forme la plus simple, a savoir dans une contrainte
linéaire de budget et dans un critére quadratique 4 maximiser.

Le probléme d’application sur lequel repose cette formulation est celui du
choix de M emplacements parmi N possibles, ces emplacements devant étre
affectés aux héliostats d’une centrale solaire a tour.

(*) Regu avril 1982.
(*) Laboratoire d’Automatique et d’Analyse des Systémes, 7, avenue du Colonel Roche, 31400
Toulouse.
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286 J. C. HENNET

La plupart des méthodes classiques de résolution d’un probléme
combinatoire quadratique procédent par énumération implicite. La mise en
ceuvre de ce type de méthode est particuliérement aisée dans le cas ou la seule
contrainte est une contrainte de budget. Cependant, la croissance exponentielle
du temps de calcul en fonction de la taille du probléme limite considérablement
le domaine d’application de cette méthode.

C’est pourquoi nous avons élaboré une autre méthode, inspirée de la
programmation dynamique, qui permet de trouver avec rapidité une solution
sous-optimale satisfaisante quelle que soit la taille du probléme.

I. FORMULATION DU PROBLEME
1.1. Définition d’une matrice de performances

Considérons un systéme formé de N éléments. Chacun de ces éléments est
caractérisé par un rendement intrinséque, noté P;; pour I’élément indice I. Les
interactions entre éléments se traduisent par des baisses de rendement. Le
terme P;; est la baisse de rendement de I’élément I due a la présence de
I'élément J, ce terme étant affecté du signe —. Le rendement de T'élément I
lorsque tous les éléments sont présents dans le systéme vaut :

N
pPr= 2 Py
J=1

La matrice P=((P;;)) est appelée « matrice de performances » du systéme.

Dans le cas ou le systéme considéré est un champ d’héliostats, on calcule les
quantités suivantes :

Py (I), puissance moyenne concentrée par ’héliostat I supposé ni ombré ni
masqué par d’autres héliostats; Ey, flux incident normal moyen; Sy;, portion
moyenne de la surface de I’héliostat I ombrée ou masquée par ’héliostat J; S,
surface de I'héliostat I.

Les termes de la matrice de performances sont définis de la fagon suivante :

Py
Py= L(_Z’
Si.En
S
Py=— —:S'ﬂ x Pyy.
I

1.2. Optimisation des choix d’éléments

Supposons maintenant que parmi les N éléments définis précédemment, on
cherche a en sélectionner au plus M (0 <M < N). Alors, seuls deviennent actifs
les termes de la matrice P correspondant a deux indices I, J conjointement
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sélectionnés. On représente la possibilité de sélection ou de rejet de I'élément
d’indice I par la variable logique x; telle que :

— si I’élément I n’est pas sélectionné, x;=0;
— si I’élément I est sélectionné, x;=1.
La sélection retenue est caractérisée par le vecteur binaire X tel que :

XT=(X1y o vy X1y« + oy XN).
La performance globale de cette sélection d’éléments vaut :

0 (X)=XT PX.

Le choix de la meilleure sélection d’au plus M éléments parmi N correspond
a la résolution du probléme combinatoire quadratique suivant (%) :

N N
Maximiser Q (X)= Y Y Py x;x;
I=1 J=1
N
(#) sous X EM
I=1

avec XTz(xl, ‘..,xl,...,xN)
et Viel,...,N, x;=0o0u 1.

Dans le cadre de la conception des champs d’héliostats, les principales
raisons qui ont poussé & adopter cette formulation sont les suivantes :

— on sait calculer les coefficients P;; et Py lorsque les coordonnées des
héliostats sont connues, mais on ne sait pas exprimer analytiquement
I'évolution de ces coefficients lorsque les coordonnées varient continiment. On
est donc toujours amené a discrétiser le probléme;

— cette méthode permet de prendre en compte exactement le relief du
terrain. On s’impose par exemple un maillage régulier du terrain disponible,
que I'on projette sur la topologie du site. Les nceuds de ce maillage constituent
alors les N emplacements possibles.

II. RESOLUTION DU PROBLEME PAR ENUMERATION IMPLICITE

Les approches les plus courantes conduisant 4 la résolution des problémes
combinatoires quadratiques sont I'’énumération implicite (Hansen, 1972;
McBride et Yormark 1980) et la conversion en probléme combinatoire linéaire
par adjonction de nouvelles variables et de nouvelles contraintes (Glover et
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288 1. C. HENNET

Wolsey, 1974; Granot, Granot et Kallberg, 1979). Le premier type de méthode
semble mieux adapté a la résolution de problémes de taille importante. Nous
verrons en outre que la formulation du probléme conduit a4 une évaluation
simple des solutions envisagées & chaque branchement de I'énumération.

I1. 1. Evaluation par relaxation linéaire

A Titération courante de la procédure d’énumération implicite, Pensemble
des indices I=1, ..., N est partitionné en trois sous-ensembles Ko, K; et K,
respectivement associés aux variables mises a 0, mises a 1 et libres.

On note:

No=Card(Ko),
Nl =Card (Kl),
N,=Card(K;).

Pour tout indice Ie K, on définit le coefficient suivant :

Cir=Pu+ Y, (Puy+P).

JekKy

Le probléme courant s’écrit :

{ Maximiser g(X)= Y. x;(Ci+ Y. Pux)

IeK, JeK,
{J#D
@) sous la contrainte ) x;<M—N;
1eK,

i avec VYI=1,...,N; x;=0o0ul.

Le critére global associé vaut :

QXM=qX@0+ Y} } Pu

IeK, Jek,
On considére la quantité suivante :
aX0= 7Y Crx.
TekK,

Comme tous les coefficients Py, (avec J#I) sont négatifs par définition,
I'inégalité suivante est vérifie pour tout vecteur X admissible pour le
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probléme (2) :
a(X)zq(X).

On peut considérer la relaxation linéaire du probléme (#’) notée (2’) :
/ Maximiser ¢ (X)= Y C,x;
IeK,

(5,) sous les contraintes z xiEM—-N,
IeK,

et VIeK;, x;=0oul.

Ce probléme est extrémement simple a résoudre. Il est connu sous le nom de
Knapsack (Nauss, 1976). Sa résolution consiste a classer les indices I(I€K;)
par ordre décroissant de C;. Dans cet ordre les variables sont mises a4 1 jusqu’a
ce que :

— ou bien C;<0; aucune variable ne peut plus augmenter le critére g;

— ou bien M — N, variables ont été mises a 1; la contrainte a atteint sa
borne (cette borne est atteinte exactement puisque M — N, est un entier).

La solution X du probléme (5’) fournit une borne supérieure a la quantité
g (X*), X* étant la solution optimale du probléeme (#’) :

q(X)Zq(X*) 2 q (X

Pour trouver une borne inférieure de g (X*), il suffit de calculer q(}). On
obtient alors un bon encadrement de g (X*) :

g0 <q(X*)=q(X).

La comparaison des solutions obtenues pour des branchements différents
nécessite le calcul du critére global Q(X) et de la quantité
Q(X)=q(X)+ Y, > Py, Ontrouve alors des bornes inférieure et supérieure

IeK, JekK,

de Q (X*):
QNS0 (XMSQX).

II. 2. Algorithme proposé

La séparation des solutions candidates peut se faire a partir des coefficients
C; du probléme (2).
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290 J. C. HENNET

Si la solution courante de (5') est non admissible pour le probléme (2°), le
branchement suivant consistera & mettre a 1 la variable x; correspondant au
plus grand coefficient C; dans le probléme (#’) courant.

Si I’évaluation montre que la solution courante ne peut pas étre optimale,
le branchement suivant consistera a mettre 4 0 la derniére variable
précédemment mise a 1.

Le programme d’optimisation congu a partir des techniques de séparation,
relaxation et évaluation que nous venons de décrire peut se schématiser ainsi :

— 1'® étape : mise en forme du probléme courant (2);

— 2° étape : calcul de 6(X) et de la variable de plus grand Cy;

— 3° étape : si E(X) est supérieur a la plus grande borne inférieure de la
solution, continuer a I’étape 4. Sinon aller a I’étape 6;

— 4¢° étape : calcul de @ (X);

— 5¢étape:siQ (;() #5()_() la solution de (E') est non admissible pour le
probléme (£’). On fixe a 1 la variable de plus grand C; et on se branche a
Pétape 1. Si Q (X)=Q (X), la solution est admissible et non inférieure. Elle est
conservée et la procédure continue a I'étape 6;

— 6° étape : on met a 0 la derniére variable mise 4 1. Si I’ensemble K, n’est
pas vide, on se branche a I’étape 1. S’il est vide, 1’énumération est terminée. La
meilleure solution est la derniére conservée.

Les performances de cet algorithme sont bonnes tant que les valeurs de N
et M ne sont pas trop grandes. Or le probléme de conception des champs
d’héliostats peut atteindre une taille considérable. C’est pourquoi on a élaboré
une seconde méthode, sous-optimale mais beaucoup plus performante, inspirée
de la programmation dynamique.

1. CONSTRUCTION D’UNE SOLUTION SOUS-OPTIMALE PAR PROGRAMMATION
DYNAMIQUE

HIL. 1. Construction de solutions admissibles
Considérons une solution admissible, notée X, du probléme (#) telle que :

X=(x1, .-, X1, . -, XN)
et:

N
Z xr=j
I=1

avec 1<j<M.
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La solution X est dite d’ordre j. On note K; (X) I'ensemble des indices tels
que :
VIEK:(X), xi=1,
VI¢K; (X), x=0.
A partir de la solution X d’ordre j, on peut construire des solutions
admissibles X d’ordre j+ 1 de la fagon suivante :
XT=(§1, .. .,.;I, . -’»;N)y
avec :
K¢ K, (X) (il existe au moins une valeur de K si j <M <N),
VIEK (X} xi=1,
VI¢K, (X) et I#K  x=0 et xg=1.

Le critére associé a la solution X vaut :

QX =0 X)+Pxx+ Z (P + Pgy).

JeK, (%)

Réciproquement, si X est une solution admissible d’ordre j, avec 1<j< M, il
est toujours possible de construire une solution admissible X telle que :

XT=(XI, .. .,)21, .. .,£N)

avec KeKl()?): ,
VI¢K; (X), x;=0,

VIeK, () et I#£K  x=1,

XK=0.

Pour trouver les meilleures solutions d’ordre M, on considére les ordres
j=1, ..., M comme les étapes d’une procédure de programmation dynamique.
Chaque solution admissible d’ordre M peut étre représentée comme un
ensemble ordonné de décisions du type : « x;=1 a I’étape j ». A chaque étape
il y a donc N décisions possibles différentes. A chacune de ces décisions est
associé un ensemble optimal de décisions aux ordres 1, ...,j—1.

Pour réduire la taille du domaine de solutions a tester, on suppose qu’il
existe une propriété de type markovien entre les étapes. On suppose que la
derniére décision prise (a I'ordre j— 1) résume toutes les décisions antérieures.
Alors le nombre d’états possibles a 'ordre j est au plus N, chacun étant défini
par la derniére décision : « x;=1 a I’étape j » (avec I=1, ..., N).
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II1.2. Algorithme de programmation dynamique

La fonction d’évaluation a I’étape j de la décision « x;=1 a I'étape j » est
notée f;(I). Cette fonction est construite ainsi :

VIG(I""’N)7 fl(I)ZPII
et pour 2<j<M:
fi(I)=Pu+MkaX Ui-1 (K + Z (PiL+ Pyl

LeL;_y(K)

L’ensemble d’indice L;_; (K) est I’ensemble noté précédemment K, (X),
X ¢tant le vecteur binaire associé a la décision : « xx=1 a Pétape j—1 ».

Le choix de K est limit¢ aux indices tels que :

I¢L;-s (K).

La construction des séquences de décisions de j=1 a j=M permet de
trouver la meilleure solution du probléme, c’est-a-dire le vecteur X* défini par

£ T

le coupie d’indices (I*,j*) tel que :
Jix (I*)=Max f;(I),

I=1,...,N,
j=1, ..., M.

La sous-optimalité de cette solution est due a 'approximation markovienne
énoncée précédemment.

L’organigramme de programmation utilisé pour tester cette méthode est
formé de boucles imbriquées. Cette structure a permis de majorer le temps de
calcul par une expression polynomiale dont le terme de plus haut degré est
{ M?N?, [ étant une constante représentant le temps de calcul nécessaire a
quelques opérations de test et d’addition. L’algorithme est donc au plus de
complexité polynomiale O (M? N?) en temps de calcul.

IV. EVALUATION DES DEUX METHODES

Le calcul de la matrice P et l1a mise en ceuvre de deux méthodes de résolution
du probléme d’optimisation combinatoire ont été réalisés pour 4 problémes-
type. Les résultats sont représentés sur le tableau. On en a déduit les courbes
de la figure. Les calculs ont été effectués sur un ordinateur IBM 370/168.
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¥

Temps de
calawl (mn)

/

Matrice P

Programmation

// dynamique
- M Nombre de posihons
e L -

0

10

45 55

91

a priori

293

On peut constater que I'algorithme d’énumération implicite est suffisamment
rapide pour des valeurs de N allant jusqu'a environ 55. Au-dela de cette
valeur, le seul algorithme utilisable est I'algorithme de programmation

TABLEAU
Matrice Temps Temps Solution Solution | Différences
P B. Bound P. B. P. entre
Dynamique Bound | Dynamique les
solutions
Probléme 1 0,96 s 0,88 s 4,033 4,023 0,010
(5 parmi 10). 10s
Probléme 2 38,55 s 2,10s 16,643 16,643 0
(20 parmi 45). . . . 58s
Probléme 3 3mn 16 s 2,61s 16,713 16,655 0,057
(20 parmi SS). .. .| 1 mn 16 s
Probléme 4 non 12,71 s 20,814 20,784 0,030
(25 parmi 91). 4 mn terminé ™
en 25 mn

(*) L’optimalité de cette valeur n’est pas garantie puisque le programme a été interrompu aprés 25 mn

de temps de calcul.
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dynamique, dont les performances en temps de calcul sont excellentes. La
différence entre la solution optimale et la solution sous-optimale est
habituellement inférieure & 5 %/qo0.

Le choix de I'algorithme de programmation dynamique pour résoudre des
problémes de grande taille reporte les limitations en temps de calcul sur la
construction de la matrice P dans le cas ou cette matrice représente les
performances d’un champ d’héliostats fictif.

CONCLUSION

Le probléme de choix de M éléments parmi N possibles en interaction entre
eux peut étre formulé sous la forme d’un programme combinatoire
quadratique.

On peut résoudre ce programme de fagon optimale par un algorithme
d’énumération implicite lorsque le produit M x N ne dépasse guére la valeur
1100 (probléme 3 du tableau).

Pour des probiémes de taille pius imporianie, on a recours & une méihode
sous-optimale. Il est possible de réduire le temps de calcul en ne sondant
qu'une partie de I’ensemble des solutions admissibles, cette partie devant
contenir des solutions suffisamment proches de la solution optimale.

La procédure de construction de solutions proposée permet de vérifier cette
condition. C’est un algorithme déduit de la programmation dynamique. Nous
avons testé cet algorithme et montré qu’il permet de résoudre des problémes
de grande taille sans trop s’écarter de optimum,
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