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INDICES D’ASSOCIATION PARTIELLE -

ENTRE VARIABLES
« QUALITATIVES NOMINALES » (*)

par I. C. LErMaN (})

Résumé. — Pour construire des indices d’ association partielle entre deux variables qualitatives B
et vy, neutralisant linfluence d’une troisiéme variable qualitative o, les tentatives les plus connues
ignorent la nature combinatoire du probléme et, pour se baser sur des notions géométriques, plongent
de fagon plus ou moins arbitraire des échelles discrétes dans des échelles numériques.

Au contraire, nous proposons une représentation mathématique fidéle ayant un caractére
ensembliste des variables o, B et y.

La démarche générale consiste alors d réduire un lien brut s(B,y) par rapport @ une situation
aléatoire [hypothése d’absence de lien (h.a.l)] oti d B(resp. y), on associe une variable aléatoire
B’ (resp. ') définissant sur I'ensemble des individus le méme type de structure que B (resp. y) et dont
la position par rapport d o est préservée.

Trois formes fondamentales de I'h. a.l. sont analysées; chacune conduit a un calcul de la variance
— de la variable aléatoire associée 4 s(B,y) — et a une notion d’indépendance conditionnelle qui lui
est spécifique.

Mots clés : Corrélation généralisée, x2, Analyse non linéaire des données, Classification sous
contrainte de variables.

Abstract. — The most known approaches ignore the combinatorial nature of the problem
concerning the construction of coefficients of partial association between two qualitative variables B
and vy, neutralizing the effect of a third qualitative variable a. In fact they are based on geometrical
considerations and plunge the discreet scale into a numerical one, in a more or less arbitrary way.

Contrarily, we propose a faithful mathematical representation having set theoretic character.

Then, the general procedure consists in reducing a rough index of association s (B, y) with respect
to a random situation [hypothesis of non link (h.n.l)] where to the variable B (resp. v), is associated
a random variable P’ (resp. y’) defining the same type of structure on the set of individuals as B
(resp. v) and whose position relatively to a is preserved.

Three fundamentals forms of the h. n. l. are analysed; each of which leads to a specific computation
of the variance — of the random variable associated to s (B, y)—and to a specific notion of conditional
independance.

Keywords: Generalized correlation, 2, Non linear analysis of data, Restricted classification of
variables.

(*) Regu mai 1982.
(*) LR.LS.A., Laboratoire de Statistique, Université de Rennes-I, 35042 Rennes Cedex.
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214 I. C. LERMAN

I. INTRODUCTION

Cet article est dans sa conception paralléle a celui qui vient de paraitre dans
les Publications de I’ Institut de Statistique des Universités de Paris. Si ce dernier
traite du cas ou I’échelle descriptive et discréte des valeurs définie par une
méme variable est ordinale (cas « qualitatif ordinal » ou la variable définit un
préordre total sur 'ensemble des individus et cas « rang » ou la variable
définit un ordre total et strict sur ’ensemble des individus), I’'article que nous
proposons ici est concentré sur le cas « nominal » ou la variable définit une
partition sur I’ensemble des sujets.

Il est dans ces conditions naturel que ce texte emprunte certains points
d’introduction et de conclusion dans P'article précité; d’autre part, I’approche
et la démarche générale sont les mémes et correspondent d’ailleurs aux idées
qui ont prévalu a ’élaboration d’un indice de proximité ou d’association totale
entre variables et qui sont d’ailleurs a la base de notre méthode de classification
hiérarchique axée sur la vraisemblance des liens [Lerman (1973), (1976),
(1981)]. Toutefois, on ne peut en aucune fagon déduire I’analyse et les calculs
du cas disjoint principalement étudié ici dont I'intérét propre est entier.

E désignant I'ensemble des individus défini par I’échantillon étudié, nous
distinguons en fait deux principaux types d’une variable de description; ou
pour le premier la variable peut étre fidélement représentée au niveau de E et
ou, pour le second type, la variable ne peut admettre une représentation
mathématique fidéle qu’au niveau de E x E. Dans la premiére classe définie
par le premier grand type de variables, on a exactement I’« attribut descriptif »
représentable par une partie de E et la variable quantitative représentable par
une pondération sur E. D’autre part, toute variable définissant une relation
binaire discréte ou pondérée sur E, rentre dans le cadre de la deuxi¢éme classe;
ainsi en est-il de la variable qualitative nominale, de celle ordinale (totalement
ou partiellement), de celle « rang » et enfin de celle définissant un graphe
pondéré sur E.

Il y a lieu de commencer par rappeler notre démarche générale dans
I’élaboration d’un coefficient d’association totale entre variables de description
statistique. Cette derni€re peut étre schématisée par le diagramme suivant (cf.
fig. 1) que nous allons commenter dans deux cas différents : le premier (resp.
le second) qui s’inscrit dans le premier (resp. second) type, est celui ou les
variables sont des attributs (resp. des variables qualitatives nominales ou
« partition »).

Dans le premier cas d’illustration a et B sont deux attributs descriptifs dont
on désignera par n (a) et n(B) les fréquences absolues. A4 (resp. B) est I'ensemble
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ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES QUALITATIVES 215

(a0,B)€A x B— R@),RBNE axa ()

s = carc*l/(R(a) A R(R)) I (2)

h.a.l. "respectant 1esl
caractéristiques de
cardinalité" de o et B}

'x

S = card(R (a'")N R(B'))I (3)

Q(a,B)=§,s—ﬂ)(S))/G(S) ;(4)
o N
P(a,B)=Pr {S<s} | (5)
20(Q(a,B)). |
|
Figure 1

des parties de E de méme cardinal n(ax) [resp. n(B)l. R(x) [resp. R(P)] est
confondu avec I'ensemble E (@) [resp. E (B)] des individus possédant I'attribut o
(resp. B). Q est I'ensemble des parties de E.

L’hypothése d’absence de lien (h. a. l.), passage du niveau (2) au niveau (3),
associe au couple (a, B) un couple (o', ) d’éléments aléatoires indépendants
ou o (resp. P’) est un objet aléatoire de méme nature que a(resp. B) qui
respecte d’une « certaine fagon » les caractéristiques cardinales de a(resp. B).
Dans le cas de la comparaison de deux parties E(a) et E(B) d’'un méme
ensemble E (représentant en I'occurrence deux attributs descriptifs) nous avons
pu mettre en évidence trois formes fondamentales de I' h.a.l. respectant
chacune d’une certaine fagon les caractéristiques cardinales de E (o) et de E (B)
[Lerman (1981)].

La premiére forme N, a un caractére combinatoire; elle consiste a4 associer
a une méme partie D de cardinal d, une partie aléatoire D’ qui représente un
élément aléatoire dans Iensemble, muni d’une probabilité uniformément
répartie des parties de E de méme cardinal d. Cette forme de I’ h. a. 1. conduit
a une distribution hypergéométrique de la v.a. S [cf. niveau (3) du schéma].

Alors que dans le cas que nous venons de mentionner toute la mesure de
probabilité est concentrée sur un méme niveau de 'ensemble des parties de E,
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216 I. C. LERMAN

la deuxiéme forme N, de I’ h.a.1. consiste & munir cet ensemble de parties
d’une mesure de probabilité plus diffuse ou le k-iéme niveau, formé des parties

n
a k éléments, est affecté de la probabilité ( X ) 8% (1 —98)* ou d=d/n. D’autre

part, cette derniére probabilité est également répartie sur ce niveau. Cette
deuxiéme forme de I’ h. a.1. conduit & une distribution binomiale de la v. a. S.

La troisiéme forme N5 de I’ h. a.1. commence par associer a E, 'ensemble
aléatoire & ou l'aléa ne concerne que la v.a. entiére A =card(&£) qui est
considérée comme une v. a. de Poisson de paramétre n=card (E). Relativement
a une réalisation &, de cardinal m, les deux autres pas du mod¢le de choix
correspondent a N,.

Dans le deuxiéme exemple choisi o et B sont deux partitions ol nous
désignons par ¢t (o) [resp. ¢ (B)] le type de la partition a(resp. B); c’est-a-dire la
suite ordonnée des cardinaux de ses classes. Dans ces conditions A (resp. B)
est ’ensemble des partitions sur E de type t (o) [resp. t (B)]. R () [resp. R(B)]
est ’ensemble des paires [sous-ensemble de I’ensemble P, (E) des parties a deux
éléments de E] dont les deux composantes sont réunies dans une méme classe
de la partition o (resp. B) Q peut étre défini comme I’ensemble des parties de
P, (E) dont chacune correspond 4 la représentation d’une relation d’équivalence
sur E.

Dans cet exemple une des formes de I’ h. a. 1. consiste a associer a o (resp. B)
un élément aléatoire dans ’ensemble A (resp. B) des partitions sur E, muni
d’une probabilité uniformément répartie.

& (S) et 62 (S) sont la moyenne et la variance de la variable aléatoire (v.a) S
et Q (o, B) est ce que nous appelons I'indice de proximité « centré réduit ». Le
passage de (3) a (4) est décisif puisque cet indice est celui d’association de
K. Pearson §’il s’agit de comparer (dans le cadre de I’ h. a.1. N,) deux attributs
de description; a un coefficient multiplicatif prés, celui de corrélation dans le
cas de comparaison de deux variables numériques. D’autre part, dans le cas
de la comparaison de deux variables « rang », le numérateur de Q est
exactement le numérateur de l'indice T de M. G. Kendall; mais dans notre
indice nous remplagons le dénominateur de T qui est le maximum de la valeur
absolue du numérateur par I’écart-type de la v.a. associée au numérateur.
Toutefois, nous découvrons des indices nouveaux dans le cas de la comparaison
de variables qualitatives nominales (variables « partition ») et ordinales
(variables « préordre total ») ou nous mettons en évidence un biais dans
I'indice proposé pour cette situation par M. G. Kendall [Lerman (1973) repris
dans (1981)]. D’autre part, comme dans le cas de la comparaison des attributs,
il y a lieu de découvrir de nouveaux indices en considérant, pour les variables
qualitatives, la forme N3 de I’ h.a. 1.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES QUALITATIVES 217

Ce qui va changer dans la comparaison entre deux variables « et B, partielle
relativement & la variable v, se situe exactement entre les étapes (2) et {3) du
schéma de la figure 1, au niveau de la définition de I’ h.a.l. La variable
aléatoire o (resp. B") évoluera dans un espace tel que sa position relative par
rapport a y restera invariante.

Pour terminer cette introduction signalons qu’une des motivations source
de ce travail est que les tentatives connues ignorent complétement la nature
combinatoire du probléme. Ainsi, considérons le cas ou a, B ety sont des
variables qualitatives nominales et sans craindre aucune ambiguité, désignons
par o, B ety les trois partitions qu’elles définissent respectivement sur
Pensemble E :

C(‘—‘{E,/léiél},
B={F;1gjsJ} et y={G|lsk=K}.

Relativement & un couple de telles variables, (a, B) par exemple, introduisons
les proportions :

p (i A y=card (E; " Fj)/card (E)
p(iy=card (E;)/card (E)
et
p()=card(F)jcard(E),  1<isl, 15U

En posant :

0%=>{[P*GADpOpPI1SISL 15T},

le carré du coefficient de Tschuprow entre les variables o et B, se met sous la

forme :
Tup=0Z//I— DT 1).

G. Saporta [Saporta (1976)] montre qu’on peut définir pZ; comme le produit

de deux opérateurs de normes respectives ./I—1 et \/J—1. T,g est de la sorte
un indice de liaison entre variables qualitatives nominales pouvant
correspondre au coefficient de corrélation usuel entre variables numériques.
Par analogie, G. Saporta propose alors le coefficient T,s, suivant comme
indice de liaison partielle entre o et § relativement a y

Tuﬁ" Tu‘! Tﬁ’r

Ta. = .
M ST 1-TE,

vol. 17, n® 3, aofit 1983



218 I. C. LERMAN

J. Daudin [Daudin (1979)] met en évidence le grave défaut de ce dernier
indice de ne pas étre nul en cas d’indépendance conditionnelle ou pour toute
valeur de v, a et B sont des variables indépendantes.

Signalons tout de suite que les indices que nous proposerons n’auront pas
cet inconvénient majeur.

Ce que propose M. G. Kendall [Kendall (1942), ¢f. dans (197(5)] pour la
‘comparaison partielle de variables « rang »; entre © et w, relativement a 9, est
dans son principe essentiellement différent et correspond formellement a
commencer par représenter chacun des ordres totaux o, @ et ¢ par son graphe
R (@), R (w) et R(c) dans E x E; ou par exemple :

R(0)={(x,»)/(x,y)eEXE, x<y (o)},

avec dés expressions analogues pour R (@) et R (m). Il se situe ensuite dans R (o)
et définit dans ce cadre le coefficient d’association de K. Pearson entre les
deux attributs représentés par les deux parties R (6) N R(®) et R (o) N R ().
Notre analyse dans [Lerman (1982)] nous montre que de la sorte, on ne tient
pas assez étroitement compte de la nature des structures des variables a
comparer.

Dans ces conditions et pour des raisons d’ailleurs de meilleure compréhension
générale, nous commencerons par ’étude des deux situations suivantes qui ont
un intérét propre :

— Association entre deux attributs, partielle relativement a un troisiéme
attribut.

— Association entre deux variables numériques partielle relativement a un
attribut ou a une variable qualitative nominale, puis nous analyserons a
travers trois formes de I’ h.a.l la comparaison partielle de variables

« partition ».

II. ASSQCIATION ENTRE DEUX ATTRIBUTS, PARTIELLE RELATIVEMENT A UN
TROISIEME ATTRIBUT

On désigne par g, b et ¢ trois attributs descriptifs et par E I'’ensemble des
individus défini par I’échantillon étudié. Soient E (a), E (b) et E (c) les parties
de E représentant respectivement a, b et ¢; en d’autres termes E (a) est le
sous-ensemble de E formé des sujets qui possédent I'attribut a, E (b) celui b et
E(c) celui ¢. Nous schématisons la situation par le diagramme naif suivant :

1l s’agit de définir un indice d’association partielle entre b et ¢, neutralisant
Pinfluence de a. Nous nous proposons de le faire a partir d’une construction
adéquate de I’ h.a.l. de méme nature que N, (cf. § I ci-dessus).

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES QUALITATIVES 219

Figure 2

L’indice brut d’association entre b et ¢ a toujours la méme expression :

s(b,c)=n(b A ¢)=card (E (b) N E(c)), 1)

Comme dans le cas total I’ h. a. 1. peut avoir une forme unilatérale, en fixant
par exemple E (b) et en associant a E (c) une partie aléatoire Z. Pour neutraliser
I’influence de E (a), cette h.a.l. doit préserver les positions relatives observées
entre E (a) et E (b) d’une part, E (a) et E(c) d’autre part. Comme E (a) et E (b)
sont fixées, la partie aléatoire Z doit avoir par rapport a E(a), la méme
situation relative que celle qu’avait E (c).

Dans ces conditions, Z sera choisiec comme formée de la réunion de deux
parties aléatoires indépendantes Z (a) et Z (a) ou Z(a) [resp. Z(a)] est un
élément aléatoire dans I’ensemble, muni d’une probabilité uniformément
répartie, des parties de E (a) [resp. E(a)] de méme cardinal n(a A c) [resp.
n(a A c)], ou nous avons noté a lattribut opposé de a; de sorte que
E (a) = E— E (a) (différence ensembliste).

La v.a. S se met alors sous la forme suivante d’une somme de deux v. a.
indépendantes :

S (b, ¢’; a)=card (E (b) N Z (a)) +card (E (b) N Z (a)), 9)

I est facile de se rendre compte que la premiére (resp. seconde) v.a. est
hypergéométrique @ de  paramétres [n(a),n(a A b),n(a A c)] [resp.
(n(a), n(a A b), n(a A c))]. On détermine dans ces conditions la moyenne et la
variance de S (b, ¢’; a). En confondant [n (a)— 1] avec n (a) [resp. (n(a)—1) avec

vol. 17, n® 3, aoiit 1983



220 1. C. LERMAN

n(a)], on obtient par centrage et réduction le coefficient d’association partielle
p(b, ¢; a) qui, au facteur \/; prés prend la forme suivante :

o(b.cay= POAI=@@AL)P@ANP@)+PGEA)P@A Ip@))
J@@nb)p@ A b)panc)plancp@?)
+(@@Ab)p@anrb)p(ancypanc)p@)?) Re)

ou une expression de la forme p (a) [resp. p(a A b)] représente la proportion
n(a)/n [resp. n(a A b)/n] et ou a désigne l'attribut opposé a a.

I1 est naturel de chercher a rapprocher I’expression qu’on vient de trouver
pour 'indice p (b, c; a) avec celle :

pbc - pab Pac
(1—p2)(1—p2)

4)

qu’on aurait obtenue en procédant par analogie directe entre le cas ou les
variables sont numériques et celui qui nous occupe ici. On peut en effet se
rendre compte que le numérateur de I'indice (3) trouvé se met, dans le cadre
de " h.a.l. considérée, & un coefficient multiplicatif prés, sous la forme
(Psc— Pab Pac). Cependant, on n’a pas une propriété analogue de rapprochement
en ce qui concerne le dénominateur.

En effet, en rappelant qu’une expression du type ps. s’écrit :

G A9-P®)P(©)

, (%)
VP®p©r® @

on obtient en développant le numérateur de I’expression (3) :

num. (p (b, ¢; @))=p(b) p (6)P () P () (Poc— Pab Pac)- (6)
Mais, il est inutile de poursuivre le rapprochement de :
p(b,c;a) _ p®)p®B)P()p(c) ) 2

Poc = Pab Pac planb)p(@nb)p(anc)p(anc)p(a?

+p@Ab)p@ab)p@nrcp@ndp@?® * (7

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES QUALITATIVES 221

avec :
V{(1—p2) (1 —p2) } 1'% 8

en effet, ’exemple numérique suivant :

Figure 3

donne, respectivement, les valeurs 0,047 5 et 0,04666... pour les expressions
(7") et (8’) ci-dessous dont I'identification est équivalente a celle de (7) et (8)
ci-dessus :

plarb)p@anb)plancypanc
p(a)®

+p(5 Ab)p@ab)panc)panc
p@?

(7)

et:

[p(anb) —p(a)p(b)]z}

(oo EE

[p(a A C)—P(a)P(C)lz} ()

* {p Or@O= ar@

Cet aspect sera également considéré au paragraphe suivant.

vol. 17, n° 3, aoiit 1983



222 1. C. LERMAN

PROPOSITION : Le coefficient d’association partielle p (b, c; a) peut se mettre
a un facteur multiplicatif prés qui ne dépend que des liens entre a et b d’une part,
a et ¢ d’autre part, sous la forme (Pp.— Pab Pac)- Le facteur (7) ci-dessus ne se
réduit pas comme dans le cas linéaire et numérique au coefficient (8) ci-dessus.

Enfin, compte tenu de la maniére dont il a été construit, le comportement

asymptotique de \/r_l p(b,c; a) dans Th. a.l. est celui d'une v. a. normale centrée
réduite.

III. COEFFICIENT D’ASSOCIATION ENTRE DEUX VARIABLES NUMERIQUES PAR-
TIELLE, RELATIVEMENT A UN ATTRIBUT OU A UNE VARIABLE QUALITATIVE
NOMINALE

III.A. Cas ou la liaison est relative a un attribut

1. INDICE BRUTETH.A'L.

I={1,2,...,i,...,n} désignera I'ensemble d’indexation de I’ensemble E
des individus.

{v(@i)/iel} [resp. { w(i)/iel}] désignera la suite des valeurs de la premicre
(resp. seconde) variable numérique. On note a Iattribut de description dont
il s’agit de neutraliser I'influence dans la comparaison entre v et w;
a(i)=1(resp. 0) si l'attribut est présent (resp. absent) chez I'individu codé i.
On indiquera par I(a) [resp. I(a)] I'ensemble des indices des sujets possédant
(resp. ne possédant pas) I'attribut a; on note ainsi a I’attribut opposé a a.

Comme dans le cas total I'indice brut de proximité se met sous la forme :

Y{v@)we)iel} (1)
qui ici, peut se décomposer comme suit :
Y{v@w@)iel@}+X{v()w@icl@}, 2
=Y v@w@a@+) v@E) w()a(). ?3)
iel iel

Nous avons pu mettre en évidence que pour passer du cas discret au cas
quantitatif dans I'élaboration de ’hypothése d’absence de lien, il y avait lieu
de substituer 4 I'’expression ensembliste, une expression permutationnelle
[Lerman (1976)]; alors que dans le cas discret I’élément aléatoire est un
ensemble, il s’agira dans le cas numérique d’une permutation.

La permutation aléatoire qu’il s’agit de construire ici doit étre telle que les
positions relatives entre v et a d’une part, w et a d’autre part, soient préservées.

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES QUALITATIVES 223

En d’autres termes, la suite des quatre quantités suivantes doit étre invariante
aprés avoir opéré sur I une telle permutation.

{(Ya@v@),Ya@v@), Y a@w@),Y a()w@)iel}. 4

La permutation o cherchée sera par conséquent formée d’un couple
(04 o) de deux permutations aléatoires indépendantes, ou o, (resp. o) est
un élément aléatoire dans 'ensemble, muni d’une probabilité uniformément
répartie, des permutations sur I(a) [resp. I(a)].

On pourra facilement montrer que, comme dans le cas total, les deux v.a.
duales suivantes associées a I'indice brut (1), sont de méme loi asymptotique-
ment normale :

X(@w)=Y {v(@)w(c@)iel}
et: )
X, w=Y{v(c@) w@)icl}.

Reprenons la premiére des deux v. a., elle peut se mettre sous la forme :

X(v,W’)=Z{v(i)W(Ga(i))/iel(a)}+Z{v(i)W(6;(i))/i€I(5)}- (6)

Le calcul de la moyenne et de la variance de cette derniére v.a. permet
d’obtenir, en centrant et en réduisant I'indice brut, le coefficient d’association
partielle o{v, w; a). Comme c’est le cas pour la comparaison des attributs de
description, le numérateur de cet indice peut se réduire a la forme
(p(v,w)—p(a,v) p(a,w)] ot p est le coefficient de corrélation; mais. le
dénominateur de cet indice a une forme essentiellement différente de

V(1 =p%(a,0)) (1 —p? (a, W).

2. MOYENNE ET VARIANCE DE LA V.A. X (v, w')

~ Les deux permutations aléatoires o, et o étant indépendantes, X (v, w') se
présente sous la forme d’une somme de deux v.a. indépendantes qu'on peut
d’ailleurs noter X (v, w;) et X(v,w%). On a:

SIX@ W)= 3 v0) & {wica @]} ™

icla)
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mais, pour tout i :

e{wlo.()]}= ? w (). (®
i'el(a)

cé’[X(v,W,';)]=n(a)x[L v(i)]xl:—i w(i)]

n (a) iel(a) n (a) iel(a)

=n(a) pa (V) pa (W), (9)

ot, on le comprend, p,(v) [resp. p,(w)] représente la moyenne sur I(a) de la
variable numérique v (resp. w).
De méme :

E1X @, w5)=n(@) 15 () 1 (W), (10)

ou - (v) [resp. p(w)] représente la moyenne sur [ {a) de la variable
numeérique v (resp. w).
Finalement :

E1X (0, w)]=1(0) o (v) pa W)+ @) 5 (0) 15 (W). (11)
Compte tenu de relations de la forme :
Y. 0() w(i)=n cov(s, w)+n (o) b (w)
et:

Y, v(d=Y a@v(),

iel(a) iel

I'indice centré peut s’écrire comme suit :

ncov(v,w)+np@) p(w)— —(—)[n cov(a,v)+n(a) u )]

x [ncov(a, w)+n(a) p(w)]

1 - — _
- @ [n cov(a,v)+n(a) u()][n cov(a, w)+n(a) p(w)).
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En développant cette expression et en tenant compte des relations de type
cov(a, v)= —cov(a,v) et n(a)+n(a)=n, on obtient le résultat suivant :

=n [ cov (v, w)— —l—r cov(a,v) cov(a, w) :l,
p(@p(a)
ou:
p(a)=n(a)/n(resp. p(@))=n(a)/n),
=ns(@®) sw)[p(v,w)—p(a,v) p(a,w)], (12)

ou s?(v) [resp. s*(w)] désigne la variance sur I de la variable numérique v
(resp. w) et ou p(a,v) [resp. p(a,w) et p(v,w)] désigne le coefficient de
corrélation entre a et v (resp. entre a et w et entre v et w). Ainsi :

(1fm) ¥ a@v@-p@)pr@)

cov(a,v) 1<i<n
p(a,v)= = =
+/ var(a) var (v) V(@) p(a)s*(v)

Pour le calcul de la variance, commengons par rappeler que si T est un
¢lément aléatoire dans I’ensemble, muni d’une probabilité uniforme, de toutes
les permutations sur I, la variance d’une v.a. de la forme Y {&inoq|icl}
s’écrit (n?/(n— 1)) var (€) var(n). Dans ces conditions et en tenant compte de
la nature de la variable a, on peut écrire :

n(a)?

var[X(v,w;)]=-—{n(l) v? (i) a® (i)

(13)

(n(a)—1]

[ (l)ldv(z)am] }{ @I OE0

[ (')mwo)a(z)] } (14)

N2
var [X (v, w-)] = @ { 1 Y 02 (i) [1 —a? (i)]
[n(a)—1] Ln(a) e

1 N 2
- (—:Z v(i)[l—a(i)]) }{L_Z w2 (i) [1 —a? ()]

n (a) iel n (a) iel

1 2
_(—_ y w(i)[I—a(i)]) } (15)

n(a) ier
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Ici encore, il est tentant de chercher d rapprocher I'expression de notre
indice d’association partielle avec celui qu’on aurait obtenu dans le cas linéaire
et numérique [c¢f. formule (4), § II ci-dessus].

Compie tenu de la formule (12) ci-dessus, il y a lieu de comparer :

{ var[X (v, wa)] + var [X (v, w5)] }/ns? (v) s* (w) (16)

avee
(1—-p?(a,0)][1-p*(a, )] 17

ou, rappelons-le ici, une expression de type p(a,v) peut prendre la forme

[W(@ A v)—p (@) k(NP (@) p @) k() R O).

L’exemple considéré dans le cas ou v et w sont des attributs (cf. § précédent)
montre déja que le rapprochement formel entre les expressions (16) et (17) ne
peut aller jusqu’a P'identification. En effet, la situation considérée ici peut
apparaitre comme une généralisation du cas précédent qu’on retrouverait ici
en supposant que les deux variables v et w ne sont susceptibles de prendre que
les denx valeurs Q et 1.

Nous allons néanmoins chercher a rapprocher au mieux les expressions de
(16) et de (17), ce qui nous permettra de nous rendre compte de leur différence
formelle. Pour ce calcul, on supposera sans restreindre la généralité que les
variables v et w sont centrées réduites.

Dans ces conditions (17) peut se mettre sous la forme

— 2 - 1 2 -
[p(a)p(a)— (%(a,v>) ][p(a)p(a)— (; (a,W>) ]/[P(a)p(a)lz,

ou on a noté {a,v) une expression du type Y {a;vi/iel}. Alors que
Pexpression (16) ne peut se réduire qu’a la forme suivante :

1 f@@P[ 1, ., _(1 )]
[p(a)p(;)]z{ p(a) [p(a)n<a , U -.n<a,v>
1 1 2
x[p(a)x ;(az,wz)—(;(a,w)) ]
+@(‘9)’[,,(;)(1_1<az,,,z>)_(l<a,,,>)’]
p(a) n n

x (;z-)(l—l(a2 w2)>—(l(a w))z]}'
P ~<a?, ~<a, i (19)
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ol on a not¢ (a?v?) une expression de type Y {a?v?/iel} qui est
nécessairement inférieure a n.

ProPOSITION : Le coefficient d’association partielle entre les deux variables
numériques v et w, relativement a lattribut a, peut se mettre d un coefficient
multiplicatif prés qui ne dépend que des liens entre a et v d’'une part, a et w
d’autre part, sous la forme (Pyw— Pav Paw)- Ce coefficient dont le carré est défini

par Pexpression (16), ne peut se réduire d \/(1—pZ,) (1 —p2,) [cf. formules (18)
et (19) ci-dessus]. D’autre part, dans I'h.a.l. a4 caractére permutationnel, le
comportement asymptotique de lindice est celui d’une v. a. centrée réduite.

La derniére assertion de cette proposition résulte de P’application du
théoréme de Wald, Wolfowitz et Neether [Wald et Wolfowitz (1944)], [Neether
(1949)1.

HI.B. Cas ou la liaison est conditionnée par une variable qualitative nominale

Le cas ou la liaison est conditionnée par une variable qualitative nominale
est une généralisation naturelle du cas précédent. Désignons par
al,a?, ...,d, ..., d, les attributs-modalités de la variable qualitative a dont
il s’agit de neutraliser I'influence dans la comparaison entre deux variables
quantitatives numériques v et w. On a, pour tout individu x, a’ (x)=1 (resp. 0)
selon que x posséde (resp. ne posséde pas) la modalité a’ du caractére; on
notera I; 'ensemble des indices des sujets possédant la modalité a/, 1 <j<J.

Comme dans le cas total, I’indice brut de proximité se met sous la forme :

Y{v@w@/iel} (1)
et les deux v. a. duales, respectivement, sous la forme :
Y{v@we@)iel},) {v(@)w()iel} (2)

ou o (resp. 1) est un élément aléatoire d’un espace probabilisé de permutations,
judicieusement choisi.

En effet, I'h.a.l. & caractére permutationnel doit préserver les positions
relatives des deux variables sur chaque I;, 1<j<J. Dans ces conditions,
décomposons I’expression (1) de I'indice brut comme suit :

Y Y @ w). (3)

1SjsJ iel;

Relativement a I'une ou a I'autre des deux v. a. duales [¢f. (2°)], on peut par
exemple prendre la premiére, o doit étre choisic comme une suite
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(c%,62, ...,0’,...,07) de J permutations aléatoires indépendantes, ou o est
un élément aléatoire dans ’ensemble, muni d’une probabilité uniforme, de
toutes les permutations sur I;, 1 <j<J. Ainsi, la premiére v.a. de (2) se met
sous la forme :

DI TONICLO)N (4)

15js7 iel;

C’est sans aucune difficulté qu’on voit que la distribution de la deuxiéme
v.a.:

Y Y o@@)w@) (59
1<j<J iel j
est, avec une définition correspondante de (11,12, ..., 7/, ..., t’), la méme que

celle de la premiére.

Les calculs de la moyenne et de la variance de la somme (4') de v.a.
indépendantes sont en tout point analogues a ceux ou la variable a neutraliser
est un attribut...

IV. ASSOCIATION ENTRE DEUX VARIABLES QUALITATIVES NOMINALES, PAR-
TIELLE RELATIVEMENT A UNE TROISIEME VARIABLE QUALITATIVE NOMINALE

IV.1. Cas d’un indice d’association conforme a la statistique du >

Nous désignerons par B et v les deux variables partitions dont il s’agit de
mesurer le lien en neutralisant P'effet d’une troisiéme variable partition o. Les
partitions P, Q et R respectivement induites par a, f et y sur ’ensemble E des
objets de cardinal n (défini par ’échantillon étudié) seront désignées comme
suit :

P={E1,E2, .. .,E,', .. .,EI}

Q={F1,F2,...,Fj,...,F,} 1)
et:
R={Gl,Gz, v G,y o .,GK}

Nous noterons également :
n(i)=card(E)), n(j)=card (F)), n(k)=card(Gy),

p@O=n@dMm,  pH=n@Mm et  pE)=nk)/n,
1<igl,  15jsJ et 12k=K
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La position relative entre deux partitions est déterminée par le tableau de
contingence de leur croisement. Dans ces conditions, on aura a considérer les
trois tableaux de contingence suivants, respectivement associés a P A Q, a
PARetaQAR:

n(PAQ)={n@inrjISisL15jsJ}
n(PAR={n@iAk)I1Zi<],15k<K}
n(@ A R)={n( A k)1<j<J, 1Sk <K)
ou:
n(i A jy=card(E; N Fj), n(i A k)=card (E; N\ Gy)
et:

nG A ky=card(F;NG), 1<i<l 15j<J, 1=k=K

On aura également 4 nous exprimer par rapport aux tableaux des
proportions :

PP AQ={plin/1Si<I, 1<j<T}
p(P A R={p(i n k)/1Si<I, 1SkSK)
et: (3)
PQ A R)={p(i A k)1jSJ, 1<k<K},
ou:
pAA=ni@Ajn  plnrk)=n@ink)n
et:
pG Ak)y=n( A k)n; 1<i<Il, 1£5igJ et 1ZkZK

Nous noterons enfin %}, . I'indice d’association partielle cherché que nous
allons obtenir en procédant par analogie formelle et statistique avec une
certaine interprétation du cas total dans la comparaison de deux variables
partitions.

Dans le cas partiel qui nous intéresse, la construction va se jouer sur la
maniére de choisir le couple de parties aléatoires (F;, Gi), 1=j<J, 1Zk<K
Ce choix doit se faire de telle fagon que les positions relatives entre P et Q
d’une part, P et R d’autre part, soient préservées lorsqu’on remplace la suite
des parties (Fy, Fa, ..., Fj ..., Fy) [tesp. G1,Gz, ...,Gy, ..., Gg)] par celle
(Fi,F3, ..., Fj, ..., Fy) [resp. (G1, G2, . . ., Gi, - . ., GK)].

En se référant aux deux décompositions suivantes :

Fi= Y F;NE; et Gi= ) G.NE, (4)

15isI 15isI
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1<j=<J, 12k =<K on se rend compte que dans le cas partiel, le choix global
de Fj(resp. Gi) se fera a partir d’une suite {Fj/1<i<I} (resp.
{Gi/1Zi<I}) de parties aléatoires indépendantes conformément a I’h.a.l..
Nj;. Les paramétres du choix de Fj; (resp. Gy;) sont n(i) et p(i A j)/p (i) [resp.
netp(inkp@, 1Si<L 1LjgJet1ZkZK

Dans ces conditions, la v. a. card (F} M G;) se met sous la forme :

card (F; N G)=card((}. F;) N Q. Gi.)) (sommes ensemblistes)

= Y card(FiNG) (5)

1<i<I
puisque le choix de Fj; (resp. Gi;) se fait relativement a E; et que les différents
E; sont mutuellement disjoints.

Chacune des v. a. de la forme card (Fj; "N Gi;) est une v.a. de Poisson de
parameétre :

n@pEANpink) npin)plink
p(1))? p (@) '
L’expression (5) se présente comme une somme de v.a. indépendantes de

Poisson. 1l s’agit donc d’une v. a. de Poisson dont le paramétre est égal a la
somme des paramétres des v. a. composantes.

(6)

Dans ces conditions, I'indice « centré réduit » associé a la case (j, k) du
croisement entre P et y dans I’h. a. 1. du cas partiel ou I'effet de la variable a est
neutralisé, se met sous la forme :

nGAak)— Y (mpGa)pnk)pQ)

15is1I

VY wGAj)pG A k)pQ)

1<is1I

)

1SjSJ, 15k=K i

de sorte que la somme pour 1<j<J, 1£k <K, des carrés des expressions (7),
peut étre considérée dans I'h.a.l. qu'on vient d’exprimer, comme une
réalisation d’une v.a. du x2 a (J—1)(K—1) degrés de liberté (vérification
laissée au lecteur). Dans ces conditions, I'indice %3,.. aura pour expression :

s(n(i AR)y= 3 (mp( A pG A k)pa))?
Z? 1gisI

15j2J,1Zk<K ; (8
Y (G AppGA PG == ®)

1=is1

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES QUALITATIVES 231

L’indépendance conditionnelle entre B et vy, relativement a a se trouve
caractérisée par les relations suivantes :

pG A kfiy=p(fi)p(k/i) pour tout 1<iZI,

9
1<j<J et 1<k<K ©)

Ces relations se mettent aussi sous la forme :
PG AK)=p(iAnj)p@Ak)p@) pour tout 1Si<I, (10)

1<j<J et 1<k=K

On voit immédiatement que I'indice (8) est nul dans le cas de I'indépendance
conditionnelle.

Réciproquement si xﬁy,, est nul, c’est pour tout (j, k), en moyenne par
rapport a la distribution {p(i)/1<i<I}, qu’on a la relation :

p( A k[)=p (i) p (/D). (11)

Nous laissons le soin au lecteur de récapituler les résultats du présent
paragraphe au moyen de I’énoncé d’un théoréme.

IV.2. Cas d’un indice d’association partielle conforme a Pindice de Lerman
dans le cadre d’une h. a.l. a caractére local

1. INDICE BRUT ET H.A.L.

L’indice brut est le méme que dans le cas total [Lerman (1973) c¢f. dans
(1981)] il prend la forme suivante :

(B, v)=card (2 (Q) N 2 (R))
=z{§ nG A KRG A K= D/1S<T, 1gk§K} ()

ot £ (Q) [resp. # (R)] est I'ensemble des paires d’objets réunies par la partition
Q (resp. R) et ou, rappelons-le, n(j A k) est le cardinal de I'intersection de la
J-iéme classe F; de la partition Q et de la k-iéme classe G, de la partition R.

Comme dans le cas total, on fixe 'une des deux partitions @ ou R et on
associe a I’autre une partition aléatoire en montrant que la distribution de la
v.a. associée a s(B,y) ne dépend pas de celle des deux partitions fixées. On
travaillera avec des partitions en classes étiquetées.

Nous allons fixer la partition Q et associer a la partition R, une partition
aléatoire R’ notée { Gi/1 <k <K} ou G; est la partie aléatoire associée a G,
1=k =<K, dans une h.a.l. qui préserve la position relative par rapport aux
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classes de la partition P. Dans ces conditions, Gj sera défini sous la forme de
la somme ensembliste :

Gi= ), Gu (2)

15igI

pour tout k=1,2,...,K, ot (G, Gia, -- .5 Giis - - ., Gay) €5t une suite de
parties aléatoires indépendantes, Gji; ¢€tant choisi de cardinal n{i A k),
uniformément au hasard dans E; en d’autres termes, Gi; est un élément
aléatoire dans Pensemble, muni d’une probabilité uniforme, des parties de E;
de méme cardinal n(i A k).

Désignons par ¢ (resp. ¥ et §') la fonction indicatrice de 2 (Q) [resp. Z (R)
et Z(R")]. Avec ces notations, la v.a. § (B, y') s’exprime comme suit :

SB,v)=card(Z@QNARN=3 {¢ @)V @)/peP2(E)}. 3

2. CALCUL DELA MOYENNEDBLAV.A. S (B, v &)

Le calcul de la moyenne (resp. variance ou de n’importe quel moment) va
devoir se décomposer relativement 4 une partition de I'ensemble P, (E) des
paires (i.e. des partics & deux éléments) de E, conforme & la partition
P={E\,E,, ...,E,; ..., Er}. Cette partition de P, (E), se met sous la forme :

{P2(E)1SI<I}, {Eix E/1Si<VS1}}, @)

ou E;x E; désigne 'ensemble des parties 4 deux éléments dont 'une des
composantes appartient a E; et 'autre d E;..

Ainsi, la v.a. S(B, v; @) se met sous la forme :

SByi0= 3 T{e®)V @)peP:(E)}

1z5is’
+ X {VOV©®/peEx E} (5
1si<i'sy

Le calcul de P'espérance mathématique de (5) suppose I'évaluation des
expressions suivantes :

Pr{V¥' (p)=1/pe Py (E)}[resp. ), { 9 (p)/pe P2 (E)}] (6)
et:

Pr{y'(p)=1/peE;x E;}[resp. Y {@(p)/pcEix E:}] (7

Les expressions de gauche représentent des proportions, celles de droite des
cardinaux de méme forme que les numérateurs des rapports qui définissent les
proportions.
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Désignant par R; (resp. R}) la restriction de la partition R (resp aléatoire R")
a E; ainsi R{ se trouve définie par :
Ri={G1» G, ..., Gk} (8)

de type {n(i A k)/1Sk<K}.

(6) est défini par la proportion de partitions R} de type fixé qui préservent
les deux composantes de la paire p dans une méme classe Gi;, 1 <k <K Nous
ne reprendrons pas ici ce calcul (¢f. [Lerman (1973)]), pour lequel on obtient :

ARG A k)—1
Pr{\tr'(p)=1/pepz(&)}=2{"(";(l.;gg)’:l; ]/xgkéx} ©)

d’autre part :

Z{‘P(P)/Pepz(Ei)}
Z{ n@iAj)nGaj—1/1<j<J} (10)

Cette derniére expression représente en effet le nombre de paires réunies par
la partition Q;={ F;;/1 <j<J} qui est la restriction de Q sur E; et dont le type
est défini par {n(i A j)/1Sj<J}.

De méme, on a:
n(ink) n( Ak)

Pr{y (p)=1/peE:* Er}=2{ n(i) % n(@)

11 s’agit en effet de la proportion de couple de parties (G, Giy) telles que
Gt (resp. Gir) comprenne la composante de p qui se trouve dans E; (resp.
E;).

Enfin :

/1§k§K}. (1

Y{o@/peEx E}=Y {n( An( ADN<jST}; (12)
de sorte que, compte tenu de (5) :
E(S(B,75 %)
)INDY

15isI

niApNnGEAHN=1niAk)nGAa k)——l]/
{ 2n(@)m@)-1]

+ X X

1gi<ir<r

n(i A AjnGAk)n@ Ak)
{ n(@n()

——
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3. CALCUL DELA VARIANCEDELA V.A. S (B, Y’; &)

La difficulté réside dans I’évaluation du moment absolu d’ordre 2 de
S (B,v"; @) qui nécessite le calcul, pour (p, q) fixé, d’expressions de la forme
S (p) V' (g)]. Or le calcul d’une telle expression dépend :

— de la structure propre du couple de paires (p, g)=({ x,y}, { X, »"}) selon
que les composantes de p se répétent ou non dans celles de q.

— de la structure propre du couple de paires d’indices ({i,i"}, {i”,i""})
pour lesquels ({x,y}, {x’,y"}) appartient a (E;* E;)x(Ey# E;) ou on
admet que i’ (resp. i) peut étre égal a i (resp. i’"); auquel cas E; ® E, (resp.
E;. % E;.) devient P, (E;) [resp. P, (E;y))

Ainsi, le calcul du carré de S(B,Y; o) va devoir se décompos.er selon le
croisement de deux partitions de P, (E) x P, (E) ou la premiére est définie a
partir de la structure de (p, g) et ou la deuxiéme correspond au carré cartésien
de (4) ci-dessus. Dans ces conditions, on verra directement que sur une méme
classe de la partition croisée Y, ¢ (p) @ (g) aura une forme analytique tout a fait
analogue au numérateur de la proportion qui définit & [’ (p) ¥’ (g)]. Précisons
a présent le détail de chacune des deux partitions : )

(@) Nous avons déja vu dans le cas de la comparaison totale entre partitions
qu’'un couple de paires (p, g) peut avoir trois formes différentes selon que :

— les deux composantes de p se répétent dans g;
— une des deux composantes de p se répéte dans g;
— aucune des composantes de p ne se répéte dans q.

Dans ces conditions, en indiquant par des lettres différentes des objets
différents, désignons respectivement par A, G et H 'ensemble des couples de
paires de la forme ({x,y}, {x,¥}), ({x, ¥}, {x,t}) et ({x,y}, {2z t}). Ona:

P,(E)x P2 (E)=A+G+ H (somme ensembliste). (14)
D’autre part :

card(A)=n(n—1)/2, card(G)=n(n—1)(n—2)
et:
card(H)=n(n—1)(n—2) (n—3)/4. (15)

(b) Conformément & ce que nous venons d’exprimer ci-dessus, nous
commencerons par la décomposition suivante :
P,(E)xP,(Ey=A+B+C+D
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ou:
A=[ Y P2(EJIx[ ) P:(E)]
1sisI 1si'sI
B=[ Y P:(E)x[ Y Evx Eg]
1=isI L<ir<ivsI
G=[ Y  Eix Ex]x[ Y Py(E)]
15 <i” <] 1sisI
D=[ Z Ei* E,"]X[ Z E,'"* Eim]
15i<i’<I 15iv<i <l

235

(16)

et nous allons affiner cette décomposition de telle sorte que sur I'intersection
de chacun des sous-ensembles de la décomposition avec G ou H, la valeur de

EN (@) ¥V @]=Pr{V¥ (p) V' (q)=1} reste constante. On posera :

A=A1 +A2,
ou:
A= Y Py(E)xP,(E),

1<is]

Az= z P2 (E,')XPZ (Ei'),
12i#i'l
B=B, +B,,
ou:
Bi= Y Py(E)x(Eix E),
1<i#i']
B,= z P,(E) Z{Ei'* E/1Si<i”"SL i #i, i”;éi},
15igl
C=C1+Cz,
ou :
C= Z (Ei% E;y)x P (Ev)

15i#i'<T
Ca= Y (Eex Ev) xY{P(E)1SisLi#i,i#i'},
15ir<i”"s1

D=D+D,,

ou:

D,=Y {(Eix E:)x(Ex E:)({i,i'}, {i,i"}DeG)},
D,=3 {(Evx Ex(Eva Ee)({ii}, (¢ DeH D)}

vol. 17, n® 3, aotit 1983

(17)



236 I. C. LERMAN

ou nous avons noté G (I) [resp. H (I)] 'ensemble des couples de paires d’indices
avec (resp. sans) une composante commune.

On n’aura gueére a se préoccuper de la décomposition de A selon la partition
ci-dessus; en effet, en commengant par décomposér S2 (B, 7’; ), conformément
a la partition {A, G, H}, on obtient :

S2B. ;0= {e@V @)/pecP:(E)}
+Y{e®@ o @V @V @/ q9eG}
+Y{o@ @V @V @/ aeH}. (»18)

Pour ce qui est de la décomposition de G, on notera que les intersections
de G avec certaines des classes de la partition (17), sont vides; c’est exactement
le cas pour :

GNA,, GNBy GNC, et GND..

11 reste donc a effectuer les calculs suivants :

3.g.a.1. calcul de EN" (P) V' (@)/(p,9) e G N A4]

(p, q) est un couple de paires de la forme ({x,y}, {x,z}) ou les trois objets
distincts x,y et z sont dans une méme classe E; Connaissant i, I'espérance
cherchée représente la proportion de partitions { Gi;/1 <k < K} pour lesquelles
les trois objets restent réunis dans une méme classe Gj; Cette proportion vaut :

niAk)[n@nak)=1][n@i A k)—2]

. 19
1;{;1( n(@)[n@E—11[n@—-2] (19)

3.g.a.1. calcul de Y, {0 () 9 (9)/(p,9)€G N A, }

Il s’agit d’une énumération; en se cantonnant a une méme classe E;, la
quantité cherchée représente le nombre de couples de paires de la forme
({x,y}, {x,z}) pour lesquels x, y et z se trouvent réunis dans une méme
classe Fj; de la partition Q; qui représente la restriction de la partition Q a E,.
Le nombre cherché s’écrit :

> nGApnGA)-11nGaH-2} (19"

15jsJ

3.g.b.1. calculde £V () V' (9)/(p,9)eG N B; }

Pour (i, i’) fixé et relativement au couple de paires (p,9)=({x,»}, {x,2}),
il sagit de la  proportion de couples de partitions
({Gui/1=2k 2K}, {Gir/1<k<K}) qui d’une part, préservent x et y dans la
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k-iéme classe de E; et qui d’autre part, préservent z dans la k-iéme classe de
E;, 1 £k ZK; cette proportion vaut par conséquent :

¥ nink)n@EAk)—1n@ Ak)
15kSK n(@n@—1]n@)

(20)

3.8.b.1. calcul de ¥ { ¢ (p) ¢ (@)/(p,9)€ G N By }

Pour (i, i) fixé (i#i’), il s’agit du nombre de couples de paires de la forme
({x,y},{x,2}) tels que d’une part, x et y appartiennent 4 une méme classe
Fj; et d’autre part, z appartienne a la classe Fj». Ce cardinal est égal a :

Y o nGANnGAN-1nE Aj. (21)

15jsJ

3.g.c.1. calcul de &Y (p) V' (9)/(p, 9)e G N C4]
Ce calcul est analogue en tout point a celui ci-dessus de 3.g. b. 1. Le résultat
est donc pour i et i’ fixés (i#i") :
¥ niAnk)yn@ Ak)[n@i A k)—1]
e @@ -1]

(22)

3.g.c.V. calecul de } { 9 (p) 0 (@/(p,9)€G N C,}
Ce calcul est analogue a celui 3.g. b.1’ ci-dessus. On obtient pour (i, i’) fixé

(i’ #i):
Y nGApnGE APRGE AH-11 (23)

15js7

3.g.d.1. calcul de &V (p) V' (@)/(p,9)e G N D]

Pour i, i’ et i”’ fixés, il s’agit relativement au couple de paires ({x,y }, {x,z}),
de la proportion de triplets de partitions
Gii/12k=<K}, { Gi:/1Sk <K}, { Gii/1 £k £ K}) qui, respectivement, préser-
vent les objets x, y et z dans leur k-iéme classe, 1 £k < K; cette proportion vaut
par conséquent :

n@GAKYn@E AkYyn@’ Ak)
n(@i) n(@) n@”)

(249

)

15ksK

3.g.d.1. calcul de ¥ {0 () ¢ (9)/(p,9)€GN D}
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i, i’ et i” étant fixés, il s’agit du nombre de couples de paires ({x,y}, {x,z})
tels que pour un méme j, x€ Fj;, y€ Fji- et ze Fj;. Le cardinal cherché est donc
égal a4 :

Y nG@Ap)n@ A)nG” Aj. (25)

12j=J

3.h.a.1. calcul de &[N (P) V' (@)/(p, 9) e H N A4]

Pour i fixé et relativement a un couple de paires de la forme ({x,y }, { x,t}),
il s’agit de la somme de deux proportions de partitions { Gi;/1 £k <K}; celles
qui regroupent dans une méme classe les quatre objets distincts x, y, z et ¢ et
celles qui regroupent les deux premiers objets x et y dans une classe k et les
deux derniers objets z et t dans une classe k” #k. La proportion globale vaut :

{ n(iAk)[nGaAk)y—1]1[n( A k)=2][n@ A k)—3]
o + Y nGARRGEAK)—1nlAK)[nGAKk)-1]}/
1Sk#k' <K
n(@)[n(@—1[r@E—-2}[n3GE—3] (26)

3.h.a.1. calculde Y, { ¢ () ¢ (@)/(p9)e HN A, }

En se cantonnant a une méme classe E;, le cardinal cherché est 1a somme
de deux nombres; celui de couples de paires de la forme ({x,y}, {z,t}) pour
lesquels les quatre objets distincts composants se retrouvent dans une méme
classe Fj; de la partition { F;;/1 <j<J} et celui pour lesquels { x, y } est incluse
dans une classe Fj; et {z,t}, dans une classe Fj; pour j’#j. Ce cardinal vaut :

1
Z{ Y n@ANGEAN-1nGEAH-2nGAjH-3]

1=j=J

+ Y nGADGAN-1UnGEAj)RGAD~11}. (27)

15j#j 5T

3.h.a.2. calcul de &[N () V' (@)/(p, 9) e H N A,]

Pour (i,i’) fixé et relativement 4 un couple de paires de la forme
({x,y},{2¢t}), il s’agit de la proportion de couples de partitions
({Gu/1=k 2K}, {Gi/1=k<K}) qui, respectivement, préservent la paire
{x,y} pour l'une, {z,t} pour l'autre, dans une méme classe : {x,y }<Gi;
{z,t}=Gii, 1Sk, k' K Cette proportion vaut :

nG A KRG A K —1]nG A K) [ A K)—1]
1k k<K n(@)n@—-1n@)[nG)—1] '

(28)
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3.h.a.2.. calculde ) {0 (P) 0 (@)/(p,9)eHN A2}

Pour (i,i’) fixé, ce cardinal est égal au nombre de paires réunies par la
partition { F;;/1<j<J} de E;, multiplié par le nombre de paires réunies par la
partition { F;;/1<j<J} de E;; sa valeur est alors :

1
7 L nEARmGEAD=Tn@ A RE A1) (29)

1=),j'sJ

3.h.b.1. calcul de &V (p) V' (@)/(p, 9) e H N By]

Pour (i, i’) fixé, relativement a un couple de paires ({x,y}, {z,t}), il s’agit
de la proportion de couples de partitions ({Gi;//1Sk<K}, { G/l Sk<K)
pour lesquelles la paire { x,y} se trouve réunie dans une méme classe Gy, les
objets z et t appartiennent respectivement a deux classes Gi; et Gj.» de méme
indice. Compte tenu du fait que k’ peut étre égal a k ou différent de k, on
obtient : )

» n@ ARG Ak)—11[n( A Kk)=2]n@" A k)

o (@)@ —11ln()—2n ()

n@ Ak nGEAR)=1n(iAKkYn@ Ak
n(@)n@—1}nE—-21n@")

+ X

15k#k’SK

(30)

3.h.b.1. calcul de Y { @ (p) ¢ (9)/(p,q)e HN B, }

Il s’agit du nombre de couples de paires de la forme ({x,y},{z,t}) tels que
A{x,y}cFjpourunj=1,2,...,Jet{z,t}eFy;x Fpppourunj =1,2,...,J
i et i’ étant fixés. L’énumération doit tenir compte du cas ou j' =j et du cas ou
Jj'#j. Dans ces conditions, on obtient pour le cardinal cherché I'expression
suivante :

1
5 Y nGApGAP=1nGAN-21nG Aj)

1=j=sJ

+1 S nGANGEAN-1nGEAjIn@ AJ) (31)

1gj#j=J

3.h.b.2. calcul de &V (p) V' (9)/(p, 9) € H N B,

Cette espérance se réduit, pour i, i’ et i” fixés (mutuellement distincts),
a la proportion de triplets de partitions ({Gi/1Sk<K},
{Gir/1=k =K}, {Gu~/1=k £K}) pour lesquelles, relativement a un couple
de paires ({x,y}, { z,t}) donné, { x, y } se trouve incluse dans une méme classe
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Gii, z et t appartiennent respectivement & deux classes de méme étiquette
G et Gi». On obtient dans ces conditions pour la proportion cherchée :

y niAk)GEAK)=1]n@ AKYn@” A k)
1k k<K n(@n@—-1n@)n@)-

(32)

3.h.b.2. calcul de Y { ¢ (p) ¢ (q)/(p,9)e H N B: }

i, i’ et i” étant fixés mutuellement disjoints, il s’agit du nombre de couples
de paires de la forme ({x,y}, {zt}) ou {x,y} se trouve réunie dans une
méme classe de la partition {F;;/1<j<J} et ou, respectivement, zett

appartiennent 4 deux classes de méme étiquette j° des deux partitions
{Fi/1<j<J} et {F;»//1<j<J}. Ce cardinal s’exprime donc par la formule :

1
2 Y nGApnGAN=—1nG Aj)nG Aj). (33)

1=jJ'sd

3.h.c.1. calcul de E (p) V' (9)/(p, 9) e H N C,]

Il s’agit d’une situation analogue a celle considérée au paragraphe 3.h.b.1
ci-dessus a cela prés que les roles de i et de i’ sont inversés. Pour (i, i") fixé et
relativement 4 un couple de paires ({x,y}, {z,t}), il s’agit de la proportion
de couples de partitions ({ G.i/1<k <K}, { Gii/1 £k’<K}) pour lesquelles
d’une part, x et y appartiennent respectivement a deux classes de méme
étiquette des deux partitions et d’autre part, {z,t} se trouve incluse dans une
méme classe de la deuxiéme partition. Cette proportion vaut :

v n@Ak)n(i’ Ak)[nG Ak)=1][n@ A k)—2]
1<kEK n(@)n@)n@E)—-1]n0)-2]

niAk)n(@ Ak)n(@ Ak)nGE A k)—1]}

34
e n @) @) @) -1 @)—2) B4

3.h.c.1'. calcul de Y { o (p) ¥ (9)/(p»)e HN G1}

Ce calcul est analogue a4 celui 3.h.b.1" ci-dessus. On obtient pour ce
cardinal la valeur suivante :

1
5 X na)n@ ANhGE AH-1nGE AH-2]

2 15jsJ

1
+5 Y n@EANn@ APa@@ A)NGE AjH—1) (35

15j#j'sJ
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3.h.c.2. calcul de &V (p) V' (@)/(p, ) e H N C,]

Ce calcul est analogue a celui du paragraphe 3.h.b.2, ci-dessus.
Relativement a un couple de paires de la forme ({x, y}, {z,t}) et pour i’, i et i
fixés mutuellement distincts, on a pour la valeur de la proportion impliquée

1C1 :
n@ AkYn@” Akyn@ A k)G A k)—1]

k.zkéx n(i") n(") n () [n()—1] (36)

1

A

3.h.c.2. calcul de Y { @ () 0(q)/(p,9)e HNC,}

De la méme fagon que ci-dessus, ce calcul est analogue a celui du paragraphe
3.h.b.2. Le cardinal cherché se met sous la forme :

1
3 L AR APEADBGEAT)-1] (37)

124, i’=J

3.h.d. 1. calcul de & V' (p) V' (9)/(p, )€ H N D{]

On fixe i, i’ et i” mutuellement distincts. Relativement 4 un couple de paires
de la forme ({x,y}, {z t}) et 4 une attributionde x 4 E, ya E;, za E; et ¢
a E;., il s’agit de la proportion de tri-uples de partitions ({ Gi;//1<k <K},
{Gr/1Z2k=K}, { G/l £k<K}) pour lesquelles :

— Xx et y se retrouvent respectivement dans deux classes de méme étiquette
des deux partitions { Gii/1<k=<K} et { Gi:/1Sk<K}.

— z et t se retrouvent respectivement dans deux classes de méme étiquette
des deux partitions { Gi;/1 <k <K} et { Gi;+/[1Sk<K}.

On aura a distinguer deux cas selon que les deux étiquettes sont les mémes
ou non. On obtient pour la proportion cherchée :

5 n@Ak)n(@ Ak)[nGEAk)=1]n@i” A k)
1sk<K n(@)r@—1n@)n@")
n@GAR)n@E Ak)nEAKYn@GE" AK)
n(@n@—-1n@)nG") '

(38)

+ X

12k#kK =K

3.h.d. 1. calcul de Y, { o (p) 9(q)/(p,q)e HN D1}

On fixe i, i’ et i” mutuellement distincts. Il s’agit du nombre de couples de
paires de la forme (p,q)=({x,y},{zt}) tels que d’'une part, xety
appartiennent respectivement a deux classes de méme étiquette Fj et Fj; et
d’autre part, z et t appartiennent & deux classes de méme étiquette F;; et
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Fjy. 11 'y a comme ci-dessus lieu de distinguer selon que j'=j ou j'#j. Le
cardinal cherché se met dans ces conditions sous la forme :

Y nEApn@E ApGAN-—1nG Aj)

1=j=J

+ Y nApn@E ANnGEAInGE Aj). (39

L=j#jsJ

3.h.d.2. calcul de &V (p) V' (@)/(p,9)eH M D,}

Les indices i, i/, i” et i’ étant fixés mutuellement distincts, il s’agit
relativement 4 un couple de paires de la forme ({x,y},{zt}), de la
proportion de quatre-uples de partitions ({ Gii//1=k <K}, {Gis/1=k<K }
{Gir/1£k<K}, {Gi/[1Sk=<K}) pour lesquelles d’'une part, x ety se
retrouvent respectivement dans deux classes de méme étiquette des deux
premiéres partitions et d’autre part, z et t se retrouvent respectivement dans
deux classes de méme étiquette des deux derniéres partitions. Cette proportion

AAAAAAA

L1
€St €ga€ a |

n(i Akyn(’ A k) n(” A kYn@” A k)
<x n(@n@)n@)n(@”)

(40)

Z:

1=

Il faut noter que ce calcul, comme ceux qui précédent est effectué pour une
attribution des objets du couple de paires aux différentes classes E;, 1<i<IL.

3.h.d.2. calcul de Y, { ¢ () ©(9)/(p,q)e HND,}

Il s’agit du nombre de couples de paires de la forme ({x,y}, {z,t}) pour
lesquelles d’une part, les deux objets x et y se retrouvent respectivement dans
deux classes de méme étiquette des deux partitions {F;/1<j<J} et
{ Fjz/1 <j<J}etdautre part, les deux objets z et ¢ se retrouvent respectivement
dans deux classes de méme étiquette des deux partitions { Fj-/1<j<J} et
{Fj/{12j<J}. Ce nombre est égal par conséquent a :

Y nGApn@ A)nl Ajyn@” AjJ). (407

1=j,J'sJ

3.8 calculde EQ {0 @) oV @)V @)/(p,9)€G})

On commencera par décomposer, conformément a (18), la somme sous le
signe espérance en huit morceaux respectivement correspondants & 4;, A,, By,
B,, Cy, C,, Dy et D,. Pour fixer les idées, donnons ’exemple du morceau

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES QUALITATIVES 243

correspondant & B, :

T{T{o@ o @V ® V@@ aeCNP(E)xEr* Er}/
1<i<I 1<i<i"<I i'#i, i’ #i}. (41)

Compte-tenu des calculs préliminaires précédents [formules (19) a (25)], on
obtient :

X X X
15isI 15jsJ 15ksK
nEAPmGEAD=—1nGEAN=2]nG A k)G A k)—1]
x[n@ A k)=2]/n@)[n@)—1][n()-2]
+ X X X
1Si#iSI 1SjST 12k<K
n(iApBGAD=1]n@ Ajn k)
x[n@Ak)y—1]n@’ A k)n@n@E—-1]nG)
+ X X X
15i#i'ST 15jSJ 15ksK
n@Ajn@ ARG AH=1nG Ak)Yn@i’ A k)
X[n@ A K)—=1n@n@)nGE)-1]
+2X{ X X
G(I) 1=5jsJ 15k2K
niAjn@ AnE" Aj)n(iAk)yn@ Ak)
xn(@i” A k)@ n@)n(”)}. (42)
ou, rappelons le [cf. formule (18)], G (I) est ’ensemble des couples de paires

de la forme ({i,i’}, {i,i”}) ou des symboles distincts représentent des indices
différents.

Nous noterons y(G) I’expression (42) précédente.

3.h. calculde (3. {0 (@ 9@V @) V' (9)/(p,DeH})

Ici encore, on aura a décomposer, conformément a (18), la somme sous le
signe espérance en huit morceaux respectivement correspondants a 4;, A,, By,
B,, C;, C3, Dy et D,. Compte-tenu des calculs préliminaires précédents
[formules (26) & (41)] on obtient :

+ Y {3 n@adn@ AN AH—1Rni Aj)-2]

15i#i'sl 15jsJ

vol. 17, n° 3, aoiit 1983



244 I C. LERMAN

X[ Y n@Aak)n@Gnak)=1][nGAk)y=2][nG A k)-3])/
15kgK
4n@)[n@)—1][nE-2][n@)-3]
+ X [ X n@aphiap-1]
Li#iT 154,75
xn@i* AjYm@E Aj)—1]]
x[ Y nGAkRGEARD-1nG AK) G A KY—1])
1Sk SK
An@[n@)—1n@)nG)-1]
+ 2 { X nGAphGEAN-11nGAH-2]

1si#i'1 15jsJ

+ Y n(ANnGAD—UnGEAjInG Aj)}

1sj+#j'sJ

x Y n@Ak)[nGak)=1][n@ A k)—2]

15ksK

+ Y nGARRGAR—=1nGAK)nG Ak}

15k#k'sK
2n(@) @O —-1RG-2n@)
+3{[ X nG@ADhGEAN—UnE AJInG AJ)

15),i8J

x Y n(Aak)nGEak)-1n@ Ak)n@" A k)]

15k,ksK

2n(G)[n()—1n@)n(@)|1LIiSL 1SV <I"SL i #i 17#1}

+ X { Y n@apn@ ARG AH—-1nGE AH=2)

1=i#i'ST115jsJ

+ X nGApn@ Apn@ ARG AjI~1]}

18j#i T

x Y n(ak)yn(@ Ak)nG@ Ak)—-1][n@ A k)—2]

1SksK

+ Y n(Akn@ ARG AR)NGE A k)—11}/

1sk#ksK

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES QUALITATIVES 245

2n() n@)[n(@)- 1) -2
+X{{ ¥ n@ADnG ApnGEAN)nGA)—1]}

15787

x{ Y n@akyni Akyn(nak)nGnk)y-11}

15k k'K
2n(@) n(@) n@E-1]1<i <i"<1,
VSisT il i)

+3{ Y nGapn@ AphGAp=—1nG Aj))

G 1=jsJ

+ Y nApn@E@ APnGEAInGE AJ)}

1sj#j'sJ
X Y n@iakyn@@ Ak)nGak)=1]n@" Ak)
1=k=K
+ Y n(@ARnE Ak)n(iAk)n(@ Ak)}/
1Sk#k’ <K

n(@n@-1n@)n@)
+3{ 3 a@Apn@E@ ANn@ AjYnG@” A}

HWI) 15).j'sJ

x{ Y nakyn@ ARnGE AkYnGE"” Ak)}Y
1Sk k SK .
n@)n@)nE)ni”). (43)
ou, rappelons-le encore une fois G (I) [resp. H (I)] est 'ensemble des couples
de paires d’indices avec (resp. sans) composante commune.

Nous noterons 1 (H) I’expression (43) précédente.

TutorEME 1: La moyenne n(B,y’; o) de la v.a. S(B,y"; &) est donnée par
Pexpression (14) ci-dessus. La variance var (B, v’; o) de cette v. a. est donnée par
la formule :

var (B, v; &) =p(B,7;0)+y (G)+n(H)—[nB, v ), 44

ou v(G) [resp. N(H)] est donné par la formule (42) [resp. (43)] ci-dessus.
L’indice d’association partielle pg, ., est dans ces conditions donné par la formule

Pera=[s(B, V) — 1B, v V)]/r/var (B, v a), 45)

ou s(B,y) est lindice brut défini par la formule (1) ci-dessus.
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Les expressions rentrant dans la composition de la formule (44) peuvent
paraitre complexes d’un point de vue analytique, toutefois leur programmation
sur ordinateur, bien que délicate, ne présente pas de difficulté majeure.

On a pu déja remarquer la symétrie en j et k, 1<j<J, 1<k<ZK, des
expressions de u(B,y; o) et de var(B,y’; o). Cette symétrie demeure pour
n’importe quel moment de la distribution de S (B, v’; ) car comme dans le cas
total et comme nous allons chercher & nous en persuader, la distribution de
lav.a. S(B,Y’; o) est la méme que celle de la v. a. duale S (B’, v; o). La partition
aléatoire Q' associée a Q peut étre notée { Fj/1<j<J} ou Fj est la partie
aléatoire de E associée 4 la classe F; de la partition Q, 1 <j<J, dansune h. a.l.
qui préserve la position relative par rapport aux classes E; de la partition P,
1<i=<1I Par conséquent, F; sera défini sous la forme de la somme ensembliste :

Fi= Y Fj (46)

15is1

pour tout j=1,2,...,J, ou (Fjy, Fjs, ..., Fj, ..., Fj) est une suite de parties
al¢atoires indépendantes, Fj; étant choisi de cardinai n(i A j), uniformément
au hasard dans E; en d’autres termes Fj; est un élément aléatoire dans
Iensemble, muni d’une probabilité uniforme, des parties de E; de méme
cardinal n(i A j). En se reférant a des notations que I'on comprend, si la v. a.
S (B, v’; o) pouvait se mettre sous la forme [cf. (4) et (5)] :

SBYi= Y Y{e@V@/peP:(E)}

15is1

+ Y Y{oe®V@/Np.q)eEix E.}, (47)

18i<i'<I

celle S (B, y; @) peut se mettre aussi sous la forme :

S@ = Y Y{o@V@)/peP(E)}

1=5ist

+ 2 2{o@Vv@/p.a)eE:x E:}. (48)

18i<i'sI

En vertu des propriétés de dualité que nous avions établies lors de I’étude
du cas total (cf. [Lerman (1973)]), chacune des v.a. de la forme
Y{o@V @)peP:(E)} a la méme distribution que celle
Y {9’ p) Y (p)/peP2(E)}, 1 Li<I De méme, on peut montrer que pour tout
entier r, le moment dordre r de la distribution de
Y {o@) V¥ (@)/(p,q)€Ei* E;} est identique au moment d’ordre r de la
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distribution de Y {9’ (p) ¥ (9)/(p, )€ E: x E:}, 1<i<i'<I Enfin le systéme
des relations stochastiques entre ces différentes v.a. qui rentrent dans la
composition de la somme (47) est, pour des raisons d’identification formelle,
exactement le méme que celui qui régit les différentes v. a. associées dualement
de la somme (48). Il en résulte la propriété suivante :

THEORRME 2 : Dans le cadre des h.a.l. @ caractére partiel [cf. formule (2)
pour lav.a. S(B,y’; ) et formule (46) pour la v.a. S(B,v; o)}, la distribution
delav.a S(B,v; o) est la méme que celle de lav.a. S(B',v; o).

4, CAS DE L'INDEPENDANCE CONDITIONNELLE

La notion d’indépendance sous jacente & notre indice de comparaison entre
partitions s’exprime au niveau de 'ensemble des paires d’objets de Iéchantilion
étudié. Pour le voir, revenons au cas total de la comparaison entre les deux
variables partitions § et y (¢f. [Lerman (1973)]). Dans ce cas, le numérateur de
Pindice de comparaison se met sous la forme :

5 n(jak)nGak)—1] n(i)[n(i)~1]n(k)[n(k)—1]/
2 2n(n—1)

1£j<J, lékgK}. (49)

La relation définissant I'indépendance entre les variables partitions § et y
s’exprime ici comme suit. Pour tout (j, k), 1 <j<J, 1k £K, la proportion de
paires réunies dans la classe (j, k) de la partition croisée Q@ A R est égale au
produit de la proportion de paires réunies dans 1a classe j par la proportion
de paires réunies dans la classe k; soit :

nGAk)nGAk)=11 n@n@)-1] N n(k)(n(k)—1]
n(n—1) T on@m-1 n(n—1)
pour tout (j,k), 15j<J, I1Zk<K (50)

11 est clair que les relations (50) entrainent la nullité de 'expression (49).

Dans ces conditions, l'indépendance conditionnelle entre les variables
partitions f et y relativement 4 1a variable partition o, s’exprime dans ce cadre
comme suit :

— Pour tout i, 1<i<I et tout (j, k), 1<j<J, 1Sk <K la proportion de
paires réunies dans la classe (i,j, k) de P A @ A R, est égale au produit de la
proportion des paires réunies dans la classe (i,j) de P A-Q par la proportion
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de paires réunies dans la classe (i,k) de P A R; ces différentes proportions’
étant conditionnelles et relatives & 'ensemble des paires de la classe E; :

(Vi,1ZisD et (Y(,k), 15j=J, 12k 2K),
n@Anjak)in@ajak)—1]
n@@)n(@-1]
_n@iApmGEapn-—1] » n(i A k)[n@i A k)—1]
n(H)n@-1] n@mO-1

— Pourtout(i,i"), 1 Si<i"ZIettout(j, k), 1£j<J, 1 £k <K la proportion
relative de paires de la classe (j, k) de @ A R dont les deux composantes
appartiennent respectivement aux classes (i,j, k) et (i’,j,k) de P A Q A R est
¢égale au produit de la proportion relative des paires de la classe j dont les deux
composantes appartiennent respectivement aux classes (i,j) et (i’,j) de P A Q,
par la proportion relative des paires de la classe k dont les deux composantes
appartiennent respectivement aux classes (i,k) et (i’,k) de P A R; ces
différentes proportions étant conditionnelles et relatives a I'ensemble des
paires dont I'une des composantes appartient & E; et 'autre composante
aE;:

(51

(V(i,7), 1Si<i’<D) et (V(j,k), 15j<J, 1Sk=K),
ninjak)n(@ajak) napn@’ Aj N nG@aAk)n(@i Ak)
n(@®n(’) n(i)n(i’) n@n@)
Rappelons I'expression explicite de I'indice centré, numérateur du coefficient
Ppy.e *

Y{nGAanGA-12-( Y nianGan—1]

1sisI

(52)

xn(i A k)[n@i A k)=1]2n@) [nG)~1]
+ Y nGApn@ AP)nGAk)nG A k)n@) n@))

15i<i'g]

[1<jsJ 15k2K}. (53)

Dans le cas de hypothése de I'indépendance conditionnelle caractérisée par
les relations (51) et (52) ci-dessus, on peut remplacer le contenu de la
parenthése de I'expression (53) (qui représente p(p,y’; o) par :

Y nGAajak)ynGajnak)—1)2
15ig71
+ Y nGAjak)nG Ajak). (54

18i<i'sI
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Ce cardinal est égal & n(j A k)[n(G A k)—1}/2; en effet la somme (54)
représente la décomposition du nombre de paires réunies dans la classe (j A k)
de 0 A R conformément 4 la partition (5) (voir § 1 ci-dessus) de P,(E). Il en
résulte la propriété suivante :

ProprifTE. — L’indice de corrélation partielle pg,.. est nul dans le cas de
I'indépendance conditionnelle caractérisée par les relations (51) et (52) ci-
dessus.

IV.3. Cas d’un indice d’association partielle dans le cadre d’une h. a.1. globale

1. EXPRESSION DE L’H.A.L.

Les notations restent les mémes que celles du paragraphe précédent, 'indice
cherché ici sera désigné par rgy.q. '

L’indice brut entre les deux variables partition B et v, s(B, v) reste toujours
défini par la relation (1) du paragraphe précédent. Ce qui va changer est la
nature des calculs conditionnels qui auront un caractére plus global. La v.a.
S1(B,v; o) [resp. S1 (B, v; o)] associée a s (B, y) sera en fait définie & partir de
Iexpression de ses moments calculés d’une certaine fagon dans le cadre de la
méme h.a.l. que ci-dessus. De fagon précise, les calculs conditionnels qui
continueront a étre effectués au niveau de E et non de F=P,(E), le seront
avec un conditionnement plus global, « en moyenne », en ne retenant d’une
paire d’objets { x, y } que son appartenance 4 Z (P) ou a & (P) (ensemble des
paires séparées par P) et en ignorant la position relative des deux composantes
de la paire par rapport aux diverses classes E;, 1<i<], de la partition P. De
méme, relativement a4 un couple de paires ({x,y},{x,z}) de G [resp.
({x,»}, {z1t}) de H)], on ne retiendra de sa structure que son appartenance
4 AP)XRAP), 4 R(P)xF(P), a L(P)xRP) ou a F(P)xF(P), en
ignorant la position relative par rapport aux diverses classes E;, 1 Li<1, des
objets entrant dans la composition du couple de paires.

Cette approche se justifie a différents égards. Il s’agit d’abord de Iattitude
statistique générale devant lignorance. D’autre part, dans le cas ou les
cardinaux des classes de la partition croisée P A R sont identiques, la moyenne
delav.a. S; (B, v’; o) est identique a celle de S (B, v; «); de sorte qu’on obtient
le méme numérateur du coefficient d’association partielle. Par ailleurs, toujours
dans la méme situation, les expressions élémentaires servant au calcul de la
variance de S (B, v; o) se rapprochent formellement de celles correspondantes
servant au calcul de la variance de S, (B, v, ). Enfin, si nous accentuons cette
démarche jusqu’a ne distinguer, relativement a un couple de paires (p, 9), que
p=q ¢t p#q, on se retrouve dans la méme situation que celle de la comparaison
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partielle d’attributs (c¢f. § IT) ol on aurait ici 2 comparer les deux parties 2 (Q)
et Z(R) de F, en cherchant & neutraliser Vinfluence de la partie #(P).
L’analyse du cas ordinal {Lerman (1983)] montre que c’est exactement ce type
d’approche qui correspond & la définition du coefficient d’association partielle
entre variables « rang » de M. G. Kendall.

Ainsi en tenant compte de la structure propre du couple de paires d’objets,
nous fournissons un calcul de la variance plus précis que le dernier mentionne.

2. CALCUL DELA MOYENNEDELAV.A. S;(B,7; o)

Nous continuons a noter ¢ (resp. §’) la fonction indicatrice de Z(Q) [resp.
R#(R)). Lav.a. §¢(B,v; o) peut s’exprimer par la formule suivante :

S1B,v:0=Y{e@V@/pc#(P)}
+Y. {e@V D)/pes (P)}. 1)

Dans ces conditions, le calcul de £[S (B, v"; o)] suppose le calcul des deux
expressions suivantes :

Pr{¥'(p)=1/peR(P)} (2)
et:

Pr{¥’(p)=1/pes (P)}. 3

Nous désignerons par r[(n; t); P} le cardinal de I'ensemble des partitions Ry
en classes étiquetées de type t pour lesquelles le type de la partition croisée
P A Ry estceluide P A R; soit {n(i A k)/1Zi<], 1Sk<K}. Nous n’aurons
pas besoin d’expliciter ce cardinal dans les raisonnements par symétrie que
nous aurons a conduire ci-dessous.

Nous désignerons par r{p/pe & (P)] (resp. r{p/pe & (P)]) le nombre moyen
de fois ou les composantes de la paire p se trouvent réunies dans une méme
classe de la partition R;, lorsque R; décrit le sous-ensemble de 2 (m;t)
caractérisé par le type de P A R,.

Dans ces conditions, les expressions (2) et (3) ci-dessus peuvent se mettre
sous la forme :

frn _ripjpeR(P)]
Pr{V'(p)=1/peR(P)}= R 4
e _riplpe & (P)]
Pr{V'(p)=1/peF (P)}= im0 ®)
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Pour avoir le premier des deux rapports, nous allons compter de deux
facons différentes le nombre de réunions de paires de £ (P) qui ont lieu par
la partition Ry, lorsque R; décrit son ensemble d’évolution dont le cardinal
vient d’étre noté r[(n; t); P). Ce nombre de réunions s’exprime d’une part sous
la forme :

r{p/p € # (P)] x card [Z (P)]
et d’autre part, sous la forme :

r[(n; t); P] x card [Z (P) N £ (R)].

It en résulte que :

card [Z (P) N Z (R)]
card [# (P)]

Pr{V' (p)=1/peR(P)}= (6)

C’est de la méme maniére qu’on évalue le deuxiéme des deux rapports (5)
ci-dessus. On compte de deux fagons différentes le nombre de réunions de
paires de & (P) qui s’opérent par la partition R,, lorsque R; décrit son espace
d’évolution. Ce nombre de réunions de paires s’exprime d’une part sous la
forme :

rlp/pe & (P)] x card [ (P)]

et d’autre part, sous la forme :

r[(n; t); P] x card [ (P) N\ Z (R)].

Il en résulte que :

card [ (P) N\ Z (R)]

Pr{V'(p)=1pes(P)}= ardZ (P (7

Dans ces conditions, on obtient :
_ card[Z(P)N Z(Q)] card [# (P) N Z(R)]
B card [® (P)]
+ card[¥ (P) N\ # (Q)] card [ (P) N Z (R)]
card [Z (P)]

ES:1(B, 75

puisque ¢ est la fonction indicatrice de Z (Q).
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En explicitant par rapport aux cardinaux des classes, I'expression (8) peut
se mettre sous la forme :

Y{nGEADpMGEAN-1nE ARG Ak)—1)f
1<i<i'<L, 1557, 1Sk<K)/
2 {n()In()—-1)/15i<I}
+Y{nGEApnE APnE ARIRGE” A k)
+ 1Si<i’SL1<I<i"<L15j<J, 15k <K)/
2 {n@n@)1=i<i’<I}. %)
Il est naturel de chercher a comparer &[S; (B, vy’; ®)] avec &[S (B,v’; 9]

obtenu au paragraphe précédent dont nous allons reprendre la formule (14)
qui peut se mettre sous la forme :

AN GG
card [P, (E;) N\ £ (Q)] card [P, (E) N £ (R)]

1SisT card [P, (E;)]
+ ¥ card[(E;x E;) N\ (Q)] card[(Ex E;) N\ Z(R)] (10)
L\si<rsI card(E; * E;)

Par conséquent, &[S (B, v’; ®)] est essenticllement distinct de &[S (B, v’; o]
et on voit bien que sa structure correspond a une h. a. 1. plus locale que celle
qui définit £[S, (B, v’; o))

3. DEFINITION DE L'INDEPENDANCE CONDITIONNELLE

La définition de la notion d’indépendance conditionnelle liée a ’expression
de I'h. a. 1. considérée ici (cf. § 1 ci-dessus) devient :

— la proportion relative de paires de la classe (j,k) de
Q A R(15j=£J, 1£k £K) dont les deux composantes se trouvent réunies dans
une méme classe non spécifiée de la partition P, est égale au produit de la
proportion relative des paires de la classe j dont les deux composantes se
trouvent réunies dans une méme classe non spécifiée de la partition P, par la
proportion relative des paires de la classe k dont les deux composantes se
trouvent réunies dans une méme classe non spécifiée de la partition P; ces
proportions étant relatives a I’ensemble des paires réunies par la partition P.

— La proportion relative des paires de la classe (j,k) de
Q0 A R(1£j<J,1£k<K) dont les deux composantes se trouvent séparées
dans deux classes distinctes mais non spécifiées de la partition P est égale au
produit de la proportion relative des paires de la classe j dont les deux
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composantes se trouvent séparées dans deux classes distinctes mais non
spécifiées de la partition P, par la proportion relative des paires de la classe k
dont les deux composantes se trouvent séparées dans deux classes distinctes
mais non spécifiées de la partition P; ces proportions étant relatives a
I’ensemble des paires séparées par la partition P.

La premiére assertion s’exprime par les relations :

(VG k), 1Sj=J, 1Sk ZK),
Y nGAjak)nGAajak)=1) Y n@MR3GE-1]

1<isI 1<igI
={ Y niapdhGap-1/ Y n@MhEO-1]}
15isI 15i<I
x{ Y niark)nGak)-1/ Y n@n@-1]} (11)
1<igI 15is1

La deuxiéme assertion s’exprime par les relations :
(VU k), 1=5j<J, 1Sk £K),
Y n@ajakyn@ ajak) Y n@n@)

15i<isI 15i<i'sT

={ Y nGapn@ap) Y n@n@)}

1<i<i'sI 15i<i'sI

x Y niakn@ak) Y a@n@)}. (12)

15i<i'=s1 15i<i'sI

PrOPRIETE : L’indice de corrélation partielle rg,, est nul dans le cas de
I'indépendance conditionnelle caractérisée par les relations (11) et (12) ci-
dessus.

En effet, il suffit de reprendre la décomposition déja utilisée [cf. (54),
§ IV.2] pour le cardinal n(j A k)[n( A k)—1]/2:

nG A KRG A k)—1)2
= Y nAjak)nGnajnak)—1]2

15i51

+ Y nGAjAak)n( AjAk). (13)

t<i<i‘sl
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Dans le cadre de Phypothése de I'indépendance conditionnelle, la
relation (11) permet d’identifier la premiére somme de (13) avec le premier des
deux rapports dont P'expression (9) fait la somme, alors que la relation (12)
permet identification de la deuxiéme somme de (13) avec le deuxiéme des
deux rapports de (9).

4. CALCUL DELA VARIANCEDELA V.A. 51 (B, Y; @)

Avec les notations déja introduites ci-dessus, le carré de la v.a. S; (B, 7; ®)
peut se mettre sous la forme suivante :

Y{o@ V¥V @peR(P)}
+Y {o@ @V @)V @/, De(@P)?} -
+X{e@V @pes (P)}
+¥{e(@ @V @V @/ (& (P)}
+2Y {0 @ o @V @)V @/ )R (P)x ¥ (P)}. (14)

ou on a noté X! Pensemble des couples formé d’éléments distincts de X.

Ce calcul nécessite la décomposition selon G (ensemble des couples de
paires de E ayant une composante commune) et H (ensemble des couples de
paires de E sans composante commune) de chacun des ensembles (£ (P))'?),
(£ (P))2! et Z(P)x S (P). On a besoin d’évaluer chacune des expressions
suivantes :

Y(g.r. =& @) V¥ @/, G N (R EPN
c@.r.2=Y {0o® ¢@/@9cGNE@RP)*}
y(h.r.2)=8 W @) ¥ @)/, 9) e H N (R (P)"]
cth.r.2)=Y { 0@ ¢@/p.9)e H N R P}
Y(g.5.2)=8 W () ¥ @/(p,9) € G N (& (P)?]
c(@.5.2=Y{o® 0@/, GN(ZL (P}
Y(h.5. =€ @)V (@)/(p, e H N (& P)] (15)
c(h.s.2=3{0® ¢ @/, 9 HN (& P)}
Y(g.r.5)=¢ @)V @/, e GN(Z(P)x & (P))]
cg.r.9=Y{o@ o @/ eGN(RP)xF (P))}
Y(h.r.)=¢V @)V (@), 9)e HN(Z(P)x L (P))]
cth.r.)=Y{o@ o @/.9)cHNRP)xF (P))}.

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ASSOCIATION PARTIELLE ENTRE VARIABLES QUALITATIVES 255

Tous ces calculs ont bien été effectués dans le rapport de recherche [Lerman
(1981)] dont se trouve issu cet article. A la différence de la précédente forme
de 'h.a.l (cf. § IV.2) ou nous avons tenu a présenter le détail de tous les
calculs, nous nous contenterons ici, pour limiter le volume de ce texte, de
reprendre a titre d’exemple, le calcul de y(g.s.2) et de c(g.s. 2), en laissant
le soin au lecteur d’effectuer selon le méme principe les autres calculs ou
d’ailleurs il apparaitra que les quantités ¢ sont définies par des expressions
respectivement analogues a celles des numérateurs des proportions 7.

4.1. Calculde y(g.s.2)=&V @) V' (9)/(p, )€ G N (Z (P))*]

R, ayant le sens défini au paragraphe 2 ci-dessus, nous dirons qu’un couple
de paires (p, g) est « spécifié » par la partition R; si cette derniére réunit les
deux composantes de p (resp. de gq); en d’autres termes, si (p, q) appartient a
(2 (Ry))*.

Nous allons calculer de deux fagons différentes le nombre total de
spécifications qui s’opérent au niveau de I’ensemble G N (& (P))!?! lorsque R,
décrit son espace d’évolution dont, rappelons-le, le cardinal a été noté
r{(n;t); P). Pour cela, on introduit le nombre moyen de fois ou (p,q) de
G N (¥ (P)? se trouve spécifié lorsque R; décrit son espace d’évolution :

i, 9)/(p,9)eGN (¥ (P))*]. Ona:

rl(2, 9/@, 9) € G N (& (P)] x card [G N (¥ (P)P]
=r[(n;); P} x card[G N (& (R)P N & (P)D)]; (16)

en effet, chaque partition R; spécifie le méme nombre
card [G N (Z (R)?' N (& (P))'?)] de couples de paires de G N (¥ (P))2
La quantité cherchée qui représente la proportion :
r( /e, @) € G N (& PYr [(; 1); P, (17)
sera calculée au moyen de la proportion suivante :

card [G N (Z (R)P' N & (P)?N]/card[G N (¥ (P))H). (18)

La détermination du premier cardinal peut se voir & partir d’un raisonnement
constructif sur le nombre de fagons de choisir le couple de paires de la forme
({x,y}, {x,2}) tel que {x,y} et {x,z} appartiennent & & (P); c’est-a-dire, se
trouvent séparées par la partition P={ E;/1 <i<I}. On obtient :

Y {n@n@) @) -1)1<Ki#i' SI}+Y {n@n@) n@)/
i’} {ii"PHeGd)}, (19)

vol. 17, n° 3, aoiit 1983



256 I C. LERMAN

ol, rappelons-le, G (I) est I'ensemble des couples de paires d’indices ayant une
composante commune. D’autre part, ’ensemble sous le premier signe card
de (18) se met sous la forme :

GEN([ZR) N (P]x[Z(R)NZL (P, (20)

son énumération se fera co
par R.

.,
(=}
c
g

>
g
(4]
=]
-
[0
&
B
o
Q
=]

——
Q
.
X
lIA
&
A
>
Ny
[N
a;
8.
w

Considérons dans ces conditions la partition P,={Gy/1 Si<I} définie par
la restriction de la partition P a la classe G,; il s’agit alors de calculer :

card [G (E) N\ (& (P))**]] (21

et on se retrouve devant le méme type d’énumération que ci-dessus [cf.
formule (19)]). Ainsi, le cardinal cherché se met sous la forme :
Y {({nGak)yn( AK)nGE Ak)—1)1Zi£i'<I}
1<k<K
+3{nG AR n@E ARG ARI{LYY, {LiI"DeGDD}} (22)
ou {n(i A k)/1<i<I} définit le type de la partition P,.
La proportion cherchée est ainsi définie au moyen du rapport (22)/(19).

4.2. Calculde c(g.s.2)=Y {9 (@) ¢(@/@. DG N (L P)*}
Cette expression représente exactement :
card {GEE)N(Z Q@) NZ PNx[ZQ)NZL (P} (23)

qui, compte tenu de ci-dessus, s’exprime par la formule suivante :

Y S{nGApn@ ARhG AH-11Ki#i’<T}

15j=sJ

+y{nGADdn@ APnG AL} {ii"})eG(D}}. (24)

THEOREME 1 : La moyenne p, (B,Y’; o) de la v.a. S; (B,Y’; &) est donnée par
Pexpression (9) ci-dessus. La variance var.; (B, v'; o) de cette v. a. est donnée par
la formule :

var.s (B,v'; @)
=, B, v;0)+v(g.r.c(g.r.2)+y(h.r.2)c(h.r.2)
+v(g.s.2)c(g.s.2)+v(h.5s.2)c(h.s.2)
+2[y(g.r.s)c(g.r.s)+yh.r.s)c(h.r.s)
- B, 92 (29
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L’indice d’association partielle rg,, est donné par la formule :
rev.a=[s (B, V) — 11 (B, v'; @))/s/vary (B,v; o) (26)

ou s (B, y) est I'indice brut déja défini par la formule (1) du paragraphe IV.2
ci-dessus.

Les expressions rentrant dans la composition de la formule (25) peuvent
paraitre complexes d’un point de vue analytique, toutefois, leur programmation
sur ordinateur, bien que délicate au niveau de I'indexation a gérer, ne doit pas
présenter de trop grande difficulté. Il sera alors intéressant de comparer les
comportements respectifs des deux indices pgy.. (cf: § IV.2 précédent) et rg,
correspondants aux deux formes de I'h. a. 1. locale et globale.

On a pu remarquer la symétrie des expressions de la moyenne p, (B, v’; &)
et de la variance var, (B, v’; o) par rapport aux cardinaux des classes de P A Q
d’une part et de P A R d’autre part. De sorte que le résultat aurait été le méme
si les calculs avaient été effectués par rapport a la v. a.; définie en fait & partir
de ses moments :

S:(BL10)=2{¢ @ V®)/pc2P)}
+Y{e @ V(@)pes (P)}. 27

En décomposant 'ensemble (P, (E))¥ des g-uples de paires dont deux
quelconques sont distinctes, en sous-ensembles dont chacun est formé des g-
uples de paires de méme configuration (cf. [Lerman (1973)]), on peut montrer
que le moment absolu d’ordre quelconque fixé, calculé « globalement » de la
méme manicre que I'ont été la moyenne et le moment d’ordre 2, de la v.a.
S1(B,v’; o) est identique a celui de la v. a. S; (B, v; o). Dans ces conditions, on
peut avancer la propriété suivante :

THEOREME 2 : Dans le cadre de I'h. a. l. d caractére partiel et « global » (cf. § 1
ci-dessus), la distribution de la v.a. S (B, ¥’; &) est la méme que celle de la v. a.
S1(B’,v; o), ou la partition aléatoire Q' est définie de fagcon conforme a celle
de R’.

V. CONCLUSION

Au terme de cette longue étude, dont le volet ordinal se trouve dans
[Lerman (1983)]),a la croisée de I'analyse non linéaire des données et de la
statistique non parameétrique, il reste encore beaucoup a faire, surtout au
niveau de ’opérationnalisation et de la validation.
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Une recherche algorithmique particuliére est en effet nécessaire pour
I'informatisation du calcul des indices d’association partielle, dans les différents
cas, surtout lorsqu’il s’agit d’établir toute la table des indices entre éléments
d’un ensemble V' de variables descriptives, partiels, relativement & une
variable w exogéne (w¢ V).

Signalons qu’une des motivations source de ce travail a ét¢ une étude sur la
répartition des dépenses d’'un ensemble de ménages sur différents postes, ou
on n’a pu dégager par la classification une organisat'ion cohérente et nuancée
de I’ensemble des postes de dépense qu’en neutralisant la variable « revenu du
ménage ».

Plus généralement, on peut se poser la question de savoir ce que deviennent
les différents comportements dégagés a partir de la classification de
I’ensemble V' des variables descriptives si on neutralisait 1'influence d’une
variable w fortement discriminante (w¢ V). Cette approche répond a la
démarche du chercheur en sciences humaines qui désire éliminer dans son
analyse l'influence de facteurs bien connus. Nous espérons que ce dernier
trouvera ici un outil adapté. Toutefois, pour gu’il puisse en tirer profit, la
collaboration doit étre plus que jamais étroite avec le statisticien qui cherche
a valider sa méthode et 'informaticien appliqué, son programme.
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