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IMPLEMENTATION OPTIMALE
D'UNE RELATION
DANS UNE BASE DE DONNEES RELATIONNELLE
PAR UN SYSTEME DE PROJECTEURS (*)

par Alain BILLIONNET (%)

Résumé. — Dans limplémentation logique d’une base de données relationnelle des chemins
permettent d’accéder, a partir des n-uplets d’une relation, aux valeurs de certains de leurs attributs,
stockées dans d’autres relations, ce qui autorise une structure non redondante des données. De tels
chemins d’accés sont appelés projecteurs. Pour une relation, cet article propose un algorithme visant
d construire un ensemble de projecteurs qui assure la non redondance des données et qui est optimal
vis-d-vis des deux critéres : encombrement en mémoire et temps d’accés. Cet algorithme est fondé,
d’une part, sur le principe de la programmation dynamique et, d’autre part, sur la résolution de
problémes de partitionnement.

Mots clés : Base de données; espace mémoire; temps d’accés; graphe; optimisation.

Abstract. — The access paths in a logical implementation of a relational data base allow to
access from n-uples of relations to values of some of their attributes stored in other relations in order
to obtain a non-redundant structure of data. Such access paths arc called projectors. This paper gives
for a relation an algorithm to construct a set of projectors which ensures the non-redundancy and is
optimal towards space in memory and access times. This algorithm uses the dynamic programming
principle and an algorithm for the set partitioning problem.

Keywords: Data base; storage requirement; access time; graph; optimization.

1. INTRODUCTION

La conception des bases de données est, depuis plusieurs années, un sujet
du plus grand intérét pour les organisations. Elle a conduit a développer
différents modéles utilisés dans I’ordre suivant :

— le mod¢le conceptuel, de type relationnel [6], qui traduit par des données,
de maniére synthétique, la représentation du réel,

— le modg¢le logique ou modéle d’accés [5, 7, 11], qui consiste a choisir les
structures d’accés logiques en tenant compte de tous les usages que les
utilisateurs veulent faire des données;

(*) Regu juillet 1981.
(!) Imstitut d’Informatique d’Entreprise, C.N.A.M., 292, rue Saint-Martin, 75141 Paris
Cedex 03.
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Figure 1

— le modéle physique qui définit la réalisation technique de la base en
tenant compte des performances.

Le but de cet article est d’étudier la fagon d’accéder, a partir d’un n-uplet
d’une relation, & la valeur des attributs de ce n-uplet par I'intermédiaire de
projecteurs. Un projecteur d’une relation £ (B, C) vers une de ses projections
2 [B] est une fonction d’accés qui associe a chaque n-uplet B'C' de BC le n-
uplet B’ de 2 [B]. Ce type de pointeurs permet, d’une part, une implantation
non redondante des données (il est toujours possible de stocker une seule
occurrence de chaque valeur d’attribut a 'aide de pointeurs comme sur la
figure 1) ce qui peut faciliter leur mise a jour et, d’autre part, une économie

TABLEAU
Conditions
Fournisseur Localité Produit de
N )] ®» paiement
(@]
F1 Paris P1 1 mois
F 1 Paris P2 2 mois
F1 Paris P3 1 mois
F1 Paris P4 3 mois
F2 Lyon P1 1 mois
F2 Lyon P2 2 mois
F2 Lyon P3 1 mois
F2 Lyon P4 1 mois
F3 Lyon P2 2 mois
F3 Lyon P3 2 mois
F 4 Paris P1 1 mois
F 4 Paris P2 2 mois
FS Lyon P3 1 mois
FS5 Lyon P4 3 mois
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IMPLEMENTATION D’UNE RELATION 351

d’espace pour la mémorisation de la relation si 'espace occupé par un pointeur
est petit devant I’espace occupé par une donnée.

Exemple : Considérons la relation £ (fournisseur, localité, produit,
conditions de paiement) décrite dans le tableau.

On peut implanter ces données de la maniére non redondante [8], présentée
sur la figure 1, que I’on schématisera par le graphe de projection de la figure 2.

Qeg,2,2,9

/AN

Figure 2

Evaluons, dans le cas général, 'économie d’espace obtenue grice a cette
implantation. Notons m I’espace occupé par un pointeur et M I’espace occupé
par une donnée. Calculons, pour une relation Z(A)=Z(ay, - . ., ap), le
rapport p,4 entre ’espace total occupé par la solution non redondante triviale
et celui qu’occupe la relation stockée sans 'intermédiaire de projecteurs :

[A.p.m+ Y [a]. M Y la]
i=1 _m i
Pa= [4].p. M AR

ou [A] désigne le nombre de n-uplets de la relation £ [A] et [a;] le nombre de
valeurs de I'attribut a;. De fagon générale, nous noterons [E] le nombre de n-
uplets de la relation £ [E], pour tout ensemble d’attributs E inclus dans A.

Remarquons que si ’espace occupé par une donnée est trés important par
rapport a celui occupé par un pointeur, alors p, tend vers :

Z [ai]

i=1

Pa=Tap

Le probléme que nous considérons ici est la détermination, pour une
relation Z (4), d’un systéme de projecteurs qui assure la non redondance des
données et soit « optimal » vis-a-vis des deux critéres : nombre total de
pointeurs et temps d’accés. Considérons de nouveau I'exemple précédent. La
figure 3 représente une amélioration de la solution triviale de la figure 1, en ce
qui concerne le nombre de pointeurs; en revanche, le temps d’accés aux valeurs
de l'attribut I est augmenté. La figure 4 représente le graphe de projection
correspondant.

vol. 16, n° 4, novembre 1982
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Figure 4. — Le fait que Pattribut f soit souligné au somumet f, |

signifie que la valeur de cet attribut est stockée en ce sommet.

Dans certains cas, ’économie en nombre de pointeurs réalisée par un
systéme de projecteurs a plusieurs niveaux peut étre trés appréciable. En effet,
évaluons I’économie réalisée dans I’exemple (trés favorable) suivant :

Soit Z(A)=%(a,, .. ., a,) une relation particuliére telle que :

— p=2(kz1);

— [4]=2%

— il existe deux sous-ensembles de 4, A4; et A,, ayant le méme nombre
d’attributs, formant une partition de 4 et tels que :

[A1]=[A42]=23""";

— il existe deux sous-ensembles de A;, A3 et A4, ayant le méme nombre
d’attributs, formant une partition de 4, et tels que :

[A3]=[A4)=22""7;

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



IMPLEMENTATION D’UNE RELATION 353

— il existe deux sous-ensembles de A,, As et A, ayant le méme nombre
d’attributs, formant une partition de A4, et tels que :

— [As]=[46]=2%""7, etc.
(Remarquons qu’il est possible de construire une telle relation.)

Stockons cette relation a I'aide du systéme de projecteurs représenté par le
graphe de projection (arborescence dichotomique) de la figure 5.

N
/\ /\

1\3

0
’
’
‘

,\.n

A ' A}
[y * NS \ , N\

1‘/\ =2 é-;/\§4 /\

Figure §

Ce systéme de projecteurs utilise un nombre de pointeurs :

Ny =2120@9 42220 h  9320@* D 4 oko@h,

La représentation par un systtme de projecteurs a 1 niveau utilise
N,=2¥2@" pointeurs. Remarquons que lim N;/N,=0. En effet, chaque

k= ©

. . . . \ L3
terme de N, étant inférieur ou égal 4 2129, on a:

N1<k2.2(2*> 2.k
N, S e — ot [lim =0

Pour k=3, le rapport N{/N, est déja égal a 0,3 environ.

2. DEFINITION D’UN GRAPHE DE PROJECTION

Considérons la relation Z(A)=2%Z(ay, . - -, ap).

Etant donné un sous-ensemble x de A, nous noterons K(x) I’ensemble
des attributs simples clés de la relation £ [x] (on dit que 'ensemble d’attributs

vol. 16, n° 4, novembre 1982



354 A. BILLIONNET

A; Sx est clé de Z[x] — ou simplement de x — si et seulement si a toute
valeur de A; est associée une et une seule valeur de x).

Un graphe de projection H = (X, U), associé 4 £ (A4), est alors défini de la
fagon suivante :

(a) X2 (A);

(b) AeX;

(¢) Vie{l, ..., p}, un sommet dont g; est clé¢ appartient & X;

(d) VY (x; x;)€ U, une clé de x; est incluse dans x;;

(e) VxeX et Va;ex, il existe un chemin, de x au sommet ou est stockée la
valeur de I’attribut a;, dont tous les arcs (x;, x;) vérifient : a;€x; N x;.

Exemple : La figure 6 représente un graphe de projection possible pour la
relation £ (a,, a,, as, as, ds; a;, as).

A (A; B) signifie que B est une clé de £ (A4).

R (2,4 ,az,as,a4,a5; a, aS)

/\

8.1,&3,3 2,34,8.,—

a4,a2,a‘, a,8,,853,
47a3 \
a

Egure 6

REMARQUES : & chaque sommet de H est associé un ensemble d’attributs
appartenant a 2 (A). Ce sommet représente la projection de % (A) sur cet
ensemble d’attributs. Nous ne distinguerons pas, dans cet article, un sommet
de H, I'ensemble d’attributs associé et la projection correspondante;

— Tarc (x; x;) représente un projecteur qui permet d’accéder aux valeurs
de chaque attribut de x; N x; par I'intermédiaire du sommet x;j;

— étant donné un projecteur (x;, x;), la condition d précédente assure que
le n-uplet de x; associé 4 un n-uplet de x; est unique;

— la valeur de chaque attribut a; est stockée en #n des sommets dont a; est
clé (éventuellement le sommet a;) ce qui permet de garantir la non redondance
des données.

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



IMPLEMENTATION D’UNE RELATION 355

3. LA FONCTION ECONOMIQUE

Etant donné un graphe de projection H=(X, U) associé a £ (4), on désire
prendre en compte dans I'’évaluation de son coiit, d’'une part, la place en
mémoire nécessaire a la réalisation du systéme de projecteurs et, d’autre part,
les temps d’accés aux valeurs des différents attributs.

L’espace de la mémoire utilis€¢ pour implanter le projecteur (x; y;) est
proportionnel au nombre de pointeurs nécessaires a cette implantation, qui est
lui-méme égal au nombre de n-uplets associés a x; (noté [x;]).

Le temps d’accés aux valeurs de I'attribut a; est proportionnel a la longueur
I; du plus court chemin de A au sommet ou sont stockées les valeurs de a;. On
suppose connue, pour chaque attribut a;, sa fréquence d’accés f.

Nous prendrons donc, comme coiit d’un graphe de projection H=(X, U) :

cH)=a ) [xl+(0-o)} fil,

(xp x)elU i=1

ou a est un coefficient compris entre O et 1 visant a pondérer les deux critéres :
encombrement en mémoire et temps d’acces.

4. PROPRIETES D’UN GRAPHE DE PROJECTION OPTIMAL

ProPRIETE 1 : Tout graphe de projection optimal, H*, associé d X (A) est sans
circuit.
Démonstration : Soit x et y deux sommets consécutifs d’un circuit de H*.

D’aprés la définition des arcs d’un graphe de projection, x et y sont
fonctionnellement équivalents (c’est-a-dire que x et y sont clés de xu y).
Construisons un nouveau graphe de projection H” de la fagon suivante :

(a) créons le sommet z=x U y;

(b) ajoutons un arc de chaque prédécesseur de x, différent de y, vers z et de
chaque prédécesseur de y, différent de x, vers z;

(c) ajoutons un arc de z vers chaque successeur de y, différent de x;
. > .. ..
(d) supprimons les sommets x et y ainsi que leurs arcs incidents.

Le cofit de H’ est strictement inférieur a celui de H* puisque
[x U yl=[x]=[y] d’ou la contradiction. M

PrOPRIETE 2 : Il existe un graphe de projection optimal, H*, associé¢ a A (A)
tel que V(x, y)e H*; xny=y.

vol. 16, n° 4, novembre 1982
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Démonstration : Soit (x, y) un arc de H* tel que : xn y#y. Remplagons,
dans H*, x par xuy. Puisque, par définition, une clé de y est incluse
dans x, un ensemble d’attributs clé de x est aussi clé de xuy. Le graphe
obtenu est donc toujours un graphe de projection et puisque [x U y]=[x], son
cofit est égal a celui de H* (on remarquera que la transformation effectuée sur

les sommets ne modifie pas les chemins d’accés). W

PrROPRIETE 3 : Il existe un graphe de projection optimal associé a & (A) qui est
une arborescence.

Démonstration : Soit H* un graphe de projection optimal tel que :

(a) tout arc (x, y) de H* vérifie : x ny=y;

(b) H* n’est pas une arborescence.

11 existe alors un sommet x de H* de demi-degré intérieur supérieur a 1 et
dont tous les ascendants, sauf 4, ont un demi-degré intérieur €égal a 1 ( fig. 7).

/i\\\
l.
Zh

N
T

Figure 7
Modifions H* de la fagon suivante: pour tous les chemins
pn(A4, x1, . . ., xp, x) sauf le plus court, remplagons les sommets xy, ..., X,
par xi, ..., x, tels que :

Xp=Xp—xUy,  yelm(xp),  y#x

Xp-1=Xp-1—(Xp—Xp) U ¥, yelas(xp-1), Yy #Xp,

x1=x1—(x2—Xx32) Uy, y€TlH(x1), y#Xxa.

Puis supprimons I'arc (x,, x). (I'g+ (x) désigne 'ensemble des successeurs de

x dans le graphe H¥).

* Ces modifications opérées sur H* conduisent a2 un nouveau graphe de
projection dont le colit est inférieur a celui de H*. En effet, pour tout
ie{l, ..., p}, [x{]=[x]; d’autre part, certains arcs de H* sont supprimés.

R.A.L.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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Tout graphe de projection admet une racine 4. Nous venons de montrer
qu’il existe un graphe de projection optimal dont tous les sommets, sauf 4,
sont de demi-degré intérieur égal a 1. Il existe donc un graphe de projection
optimal qui est une arborescence. M

Dans la suite de I'article, nous nous intéressons seulement aux graphes de
projection qui sont des arborescences et qui vérifient en outre : pour tout arc
(x, ¥) : y<x. Nous les appellerons arborescences de projection.

PrROPRIETE 4 : Il existe une arborescence de projection optimale H* telle que :
pour tout x appartenant d H* les valeurs des attributs de K (x) sont stockées au
sommet X.

Démonstration : Puisque H* est une arborescence et du fait de la non
redondance des données, tous les sommets de H* dont un attribut a est clé
sont sur un méme chemin pu de H*. Les valeurs de a sont stockées au sommet
extrémité terminale de p.

Soit x ’extrémité initiale de ce chemin; modifions H* en stockant les valeurs
de a au sommet x et en retirant I’attribut a de tous les descendants de x. On
obtient un graphe de projection de cofit inférieur ou égal a celui de H*. En
effectuant cette modification pour tous les attributs de 4 on obtient une
arborescence de projection qui vérifie la propriété. W

PrOPRIETE 5 . Il existe une arborescence de projection optimale H* associée
a R (A)telle que : ¥V x(#ay, . . ., a,) € H*, I'ys (x) est une partition de x — K (x).

Démonstration : Soit H* une arborescence de projection optimale telle que :
VxecH*, les valeurs des attributs de K(x) sont stockées en x. D’aprés la
définition d’une arborescence de projection :

x—Kx)= U »y

ye l‘,,*(x)

Supposons que y; et y, soient deux successeurs de x tels que :
i—Kydlnly2—K»)]#O.

Dr’aprés la définition d’une arborescence de projection, il existe un chemin de
y1 vers chaque sommet stockant les valeurs d’un attribut de y; —K(y,) et de
y2 vers chaque sommet stockant les valeurs d’un attribut de y,—K(y,). Le
sommet de H* stockant les valeurs d’un attribut de :

D1 —K@IInly.—K2)]

est donc de demi-degré intérieur supérieur 4 1. Cela contredit 'hypothése : H*
est une arborescence.

vol. 16, n° 4, novembre 1982



358 A. BILLIONNET

{y|yeTue(x)} est donc bien une partition de x—K(x), puisque
K1) N K(y;) =@ d’aprés 'hypothése de non redondance des données. W

Les propriétés précédentes nous permettent de limiter la recherche d’un
graphe de projection optimal 4 un graphe H=(X, U) tel que :

(a) X2 (4);

(b) H est une arborescence de racine A4;

(¢c) VxeX, 'y (x) est une partition de x— K(x).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme 1 qui définit un graphe
porteur d’au moins une arborescence de projection optimale.

5. GRAPHE PORTEUR D’AU MOINS UNE ARBORESCENCE DE PROJECTION
OPTIMALE

THEOREME 1 : Soit G=(S, V) tel que :
§S=2(A)-O;

Vx, ye8, (x,neV = ycx—Ki(x),

alors, G admet un sous-graphe partiel qui est une arborescence de projection
optimale associée @ X (A).
La démonstration est immédiate d’apres les propriétés précédentes. W

Nous pouvons redéfinir le coiit d’une arborescence de projection H = (X, U)
en fonction de chaque arc de ce graphe. En effet :

CH)y=a Y X]+(1—-o) ) fil,

(x,»)eU i=1

ou /; est la longueur de I'unique chemin de A au sommet ou est stockée la
valeur de a;, mais :

fili= Y ¥ f

(x,y)eU ija;ey

i

-

donc :
CH)y=a ) K+(1-9 ¥ ¥ f
(x,»)elU (x.y)eUifa,e y
soit :
CH)= 3, [ax]+(1-») ) fI,
(x,»elU i/faey

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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ou encore, en posant :

e, y)=afx]+(1-0) } f;

ilaey

C(H)= Z c(x, _}’)-

(x,y)eU

6. REDUCTION DU GRAPHE PORTEUR D’AU MOINS UNE ARBORESCENCE DE
PROJECTION OPTIMALE

REbpuctioN 1: Soit G=(S, V) le graphe porteur d’une arborescence de
projection optimale associée a #(A) et x un sommet de S tel que : K(x)=0.

Si|x|.[x]=(Ix] —1). [y] pour un y de S tel que xcy, alors il existe une
arborescence de projection optimale qui ne comporte pas I'arc (y, x).

Démonstration : Soit H* une arborescence de projection optimale
comportant P'arc (y, x) tel que |x]|.[x]=(|x| —1).[y].

Une nouvelle arborescence de projection est obtenue en effectuant les
modifications suivantes sur H* :

(a) ajouter un arc de y vers chaque successeur de x;

(b) supprimer x et ses arcs incidents.

Soit k le nombre de successeurs de x. D’aprés la propriété 5, k< | x|.
D’autre part, xcy =>[x]<[y]. La seconde hypothése entraine :

xl.X]z(x[ =1D.[y] = (x|—k).[x]+k.[x]
2(Ix] =k). Y]+ (k—=1).[y},

mais :
0=(lx| —=k).[x]=(Ix| —k).[y].

Donc: k.[x]=(k—1).[y] ce qui implique k. [x]+[y]=k.[y].

D’aprés cette derniére inégalité le nombre de pointeurs de la nouvelle
arborescence de projection obtenue est inférieur a celui de H*. D’autre part,
le temps d’accés a la valeur de chaque attribut ne change pas ou diminue. B

Conséquence : Soit G=(S, V) le graphe porteur d’au moins une arborescence
de projection optimale de #(A4) et xeS un sommet (différent de A) tel que
K(x)=0. Si tous les prédécesseurs y de x vérifient : [x|.[x]=(|x| —1).[y]
alors il existe une arborescence de projection optimale qui ne contient pas x.

La démonstration est immédiate d’aprés la réduction 1. &
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360 A. BILLIONNET

REDUCTION 2 : Soit G=(S, V) le graphe porteur d’au moins une arborescence
de projection optimale de #(A) et xeS un sommet (différent de A) tel que
K(x)=0.Si|x|.[x]=(| x| —1).[A4] alorsil existe une arborescence de projection
optimale qui ne contient pas X.

Démonstration : Soit y un prédécesseur de x :
ycd = DI} Ix].ixIz(x]=D.[4] = |x].[x]2(Ix]=1.[y]

Donc, pour tout sommet y, prédécesseur du sommet x, | x|. [x]=(] x| — 1) [»].
Cette derniére inégalit¢ permet de conclure, d’aprés la conséquence de la
réduction 1, qu’il existe une- arborescence de projection optimale qui ne
contient pas x. W

Conséquence : Soit G=(S, V) le graphe porteur d’au moins une arborescence
de projection optimale de £ (A4) et xeS un sommet (différent de A4) tel que
K(x)=0. Si une clé¢ de A4 est incluse dans x alors il existe une arborescence de
projection optimale qui ne contient pas x.

Démonstration : Si x comporte une clé de A alors [x]=[A4]. Donc:
ixiix]>(ixj—1)[A4] et d’aprés la réduction 2, il existe une arborescence de
projection optimale qui ne contient pas x. W

Exemple : Considérons de nouveau la relation Z(f, |, p, ¢) dont tout
ensemble d’attributs contenant f et p est clé. Le graphe G=(S, V) porteur
d’au moins une arborescence de projection optimale est donné par la figure 8.
(Les arcs de transitivité ne sont pas tracés et les sommets comportant une clé
de # ont été supprimés en vertu de la conséquence de la réduction 2.)

R(£,1,p,¢)
/
£,1,c v,1,c
N
i,1 f,c l,c T,1 T,C
Figure 8

La figure 9 donne le graphe porteur d’au moins une arborescence de
projection optimale, obtenu aprés application des réductions.

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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/ Y l I \
Figure 9

7. UN ALGORITHME POUR CONSTRUIRE UN GRAPHE DE PROJECTION OPTIMAL

Nous allons utiliser le principe de la programmation dynamique [9] pour
déterminer un sous-graphe partiel de G=(S, V) qui soit une arborescence de
projection optimale. Avant d’appliquer ’algorithme on réduira, au maximum,
le graphe G=(S, V).

Rappelons I'expression du coit associé a une arborescence de projection

H=(X, U):
CH)= 3 cx )

(x, y)eU

avece

c(x, )=a.[x]+(1—-a) > f.

ilaey

V se S, notons F* (s) le colit d’'une arborescence de projection optimale associée
a Z[s].

L’algorithme est initialis€ en posant F*(s)=0 pour tout s tel que |s| =1,
puis on calcule F*(s) pour les sommets associés a deux attributs, a trois
attributs... et enfin F* (A) par la formule d’optimisation séquentielle suivante :

VseS tel que |s| =2:
F*(s)= MIN{ 2 [F*(@)+c(s, pl},

Ps pePg

ou P est un sous-ensemble des successeurs de s (dans G=(S, V)) qui est une
partition des attributs de s, non clés.

La valeur de F*(s) est donc la valeur d’une solution optimale du probléme
de partitionnement suivant :

minimiser :
Y [F*@)+c (s Pty
pelg (s)
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avec :
Y t=1, =1, ..., %,
plagep
Pel’ ()
Vpel, (s), tp=0 ou 1.
ou{a, ..., aqa 9,} est ’ensemble des attributs non clés de s.

Nous pouvons donc utiliser, pour déterminer une arborescence de projection
optimale, un des nombreux algorithmes publiés pour résoudre le probléme de
partitionnement [3, 10].

Exemple : Reprenons le graphe de la figure 9 et déterminons une
arborescence de projection optimale dans les deux cas suivants :

a=1. La figure 10 donne le graphe porteur d’au moins une arborescence de
projection optimale sur lequel on peut lire, entre parenthéses, le cofit de
chaque arc. Les arcs tracés en gras représentent une arborescence de projection
optimale.

Figure 10

a=0,2. La figure 11 donne le graphe porteur d’au moins une arborescence
de projection optimale sur laquelle on peut lire, entre parenthéses, le colit de
chaque arc dans ’hypothése ou les fréquences d’accés aux différents attributs
sont : f;=0,2, £=0,1, f,=04, f.=

Sl(x,

(296}

7

(238) (%3‘)

(324
{1,9%) N Y
19

Figure 11
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Les arcs tracés en gras correspondent & une arborescence de projection
optimale.

Perspective : Nous avons, a la suite de ce travail, entrepris I'étude de

I'implantation optimale de I'’ensemble d’un schéma relationnel par un systéme
de projecteurs.
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