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DEUX PROBLEMES D'AFFECTATION
NON LINEAIRES (%)

par M. BEGHIN-PICAVET (}) et P. HANSEN (%)

Résumé : Le probléme de Paffectation de locaux d des services de fagon a minimiser la somme des
longueurs des trajets entre services des usagers se pose dans de nombreux organismes publics et privés,
notamment les hépitaux. Cet article est consacré a Igffectation optimale de locaux situés d’un cdté ou
des deux c6tés d’un couloir. Ces problémes sont exprimés sous la forme de problémes daffectation
cubique et quadratique d structure particuliére, et sont-NP-complets. On propose des algorithmes de
programmation dynamique pour les résoudre et on présente des résultats de calcul sur ordinateur.

Mots clés : Algorithme; problémes d’affectation non linéaire; programmation dynamique;
solution optimale.. ‘

Abstract : The problem of assigning rooms to departments in order to minimize the total disiance
between deparitments covered by the users arises in many contexts, notably hospitals. The optimal
assignment of rooms on one or on both sides of a corridor is studied. This gives rise to a cubical and to a
quadratic assignment problem, with special structure, respectively. These problems are shown to be
NP-complete and are solved by dynamic programming. Computational experience is reported.

Keywords: Algorithm; programming non linear; Programming assignment; programming
dynamic; optimal solution.

1. INTRODUCTION

Le probiéme de I’affectation de locaux & des services se pose dans presque tous
les organismes publics et privés. Un critére pour réaliser une telle affectation est
la minimisation de la somme des longueurs des trajets entre services des usagers.
Ce critére est adéquat dans les cas ot les trajets entre services sont nombreux, par
exemple dans les hopitaux.

L’objet de cet article est I’étude de I’affectation a des services de locaux situés
d’un c6té ou des deux cotés d’un couloir. Tous les locaux seront supposés étre de
méme taille, ce qui correspond au cas fréquent de construction modulaire; dans
le premier cas, on supposera en outre que chaque service doit occuper un nombre
-donné de locaux contigus. Le probléme est alors identique & un probléme étudié
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264 M. BEGHIN-PICAVET, P. HANSEN

par D. Simmons [8] : ranger des piéces de longueurs données le long d’un couloir
de fagon a minimiser la somme des déplacements entre pieces des gens qui s’y
rendent.

Dans la section suivante, les deux problémes cités sont formulés
respectivement comme des problémes d’affectation cubique et quadratique, a
structure particuliére. On montre dans la section 3 qu’ils sont N P-complets [5].
On présente a la section 4 des algorithmes de programmation dynamique
permettant de les résoudre, illustrés d’exemples. La section 5 est consacrée a des
résultats de calcul sur ordinateur, et de bréves conclusions coniplétent I’article.
Les données et les solutions des problémes de plus grande taille sont reproduites
en annexe.

2. FORMULATION

Les hypothéses du probléme 1 sont les suivantes :

H1. Unnombre donné n de services, indicés par i, sont & localiser le long d’un
couloir bordé de locaux de taiiie identique, d’un seul coté. Le service { occupera
un nombre donné d; de locaux contigus.

H2. Le nombre de trajets entre les services 7 et j est donné par I’élément c;;
d’'une matrice C=(c;;) symétrique et de diagonale nulle. Ce nombre est
indépendant des localisations de ces services. '

H3. Lalongueur d’un trajet entre les services ietjest égalea(d; +d;)/2, plusla
somme des longueurs d, des services localisés entre i et j (on suppose donc que les
portes sont situées au milieu des ensembles de locaux affectés a chaque service, et
que les longueurs parcourues perpendiculairement au couloir sont constantes).

H4. L’objectif est la minimisation de la somme des longueurs des trajets entre
SEervices.

Le probléme 1 consiste & déterminer une permutation o rendant minimale :

> Zcij[di;dj + X dk]=z > Cij< > dk)+constante, 1)

i jel; kekK,, i jed; keK;
ou:
Ji={j/c(j)>c ()}
et:

K= {k/o()>ck)>c()} ().

(3) Cette formulation concise est due au rapporteur, que nous remmercions.
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DEUX PROBLEMES D’AFFECTATION NON LINEAIRES 265

Il s’agit 1a d’un probléme d’affectation cubique; lorsque d, =1 pourk=1,2, .. .,
n, (1) devient :

Zi: I;‘ i Kiji +constante=; szJ:, ¢;j[o(j)— o (i)— 1]+ constante )
et on obtient un probléme d’affectation quadratique.

Dans le probléme 2, les hypothéses H1 et H3 seront remplacées par les
suivantes :

H1’. Un nombre pair donné n de services sont & localiser le long d’un couloir
bordé de locaux de taille identique, des deux cdtés. Chaque service occupera un
local.

H3'. Lalongueur du trajet entre les services (ou locaux) ietjest égale a Osiles
services sont face a face, et sinon a 1 plus le nombre de locaux situés entre i et j
d’un c6té du couloir.

Le probléme 2 s’écrit de la méme maniére que le probleme 1, o étant ici une
fonction prenant deux fois chaque valeur entre 1 et #/2. Les d,, sont égaux a 1
pour k=1, 2, ..., n Il s’agit d’un probléme d’affectation quadratique.

3. COMPLEXITE

Examinons maintenant la complexité des problémes 1 et 2.

Nous allons montrer que les problémes de décision associés (existe-t-il une
solution de valeur inférieure a ' ?) aux problémes 1 et 2 sont NP-complets.

THEOREME : Les problémes 1 et 2 sont NP-complets lorsque d;=1 pour i=1,
2, ..., n

Démonstration : Considérons le probléme du rangement des sommets d’un
graphe : étant donné un graphe G =(X, E) et un entier r, déterminer s’il existe une

permutation (¢, t,, ..., t,) les indices des sommets x, x,, ..., x, telle que :
Z |2;—t;| =7 (3)
{x.x,}€E

Ce probléme est NP-complet [6].
En posant d;=1 pour i=1,2, ..., n,

c;;i=1 si {x,x;}eE et ¢;=0  sinon,

pouri, j=1, 2, ..., n,onletransforme en un cas particulier du probléme 1 (qui
peut étre exprimé sous la forme : existe-t-il une solution de valeur <r 7).

vol. 16, n°® 3, aout 1982



266 M. BEGHIN-PICAVET, P. HANSEN

Considérons maintenant le probléme 2, avec 2 n locaux.
En posant :

Cij=Cntiyn+j=Ci,n+j=Cnsii =1 si (x;, x;)€E;

- — 943 - ;
Cinti=Cnri i=2H et ¢;=0 sinon,

le probléme du rangement est ramené a la recherche d’une solution du
probléme 2 de valeur inférieure a 4 r.

D’autre part, le fait qu'une solution donnée ait une valeur =<4r peut étre
vérifié en calculant cette valeur en O(xn®) et en O(n®) opérations pour les
problémes 1 et 2 respectivement.

Les problémes 1 et 2 sont N P-difficiles.

4. METHODES DE RESOLUTION

4.1. Algorithme 1

D. Simmons [8] a proposé une procédure de séparation pour résoudre le
probléme 1. Dans une bréve note [9] cet auteur signale aussi que le cas particulier
ou tous les d;=1, i=1, 2, ..., n peut étre résolu par un algorithme de
programmation dynamique de M. Held et R. Karp [7]. Ce méme cas a été étudié
par D. Adolphson et T. C. Hu [1] qui ont obtenu une borne inférieure sur la
valeur dela fonction économique et un algorithme o (2 log n) dans le pire des cas,
en temps utilisable lorsque les ¢;;# 0 forment une arborescence.

P’interprétation du probléme de ces auteurs est en termes de cablage de
circuits électroniques : on désire placer dans #» emplacements situés le long d’une
ligne, & égale distance, n circuits intégrés de fagon a minimiser la somme des
longueurs des connexions.

Montrons que la programmation dynamique permet de résoudre également le
probléme 1 dans le cas général.

Supposons que des services dont ’ensemble d’indices est S aient été affectés
aux | S| premiéres positions; les décisions restantes sont les choix des positions
des services dont les indices appartiennenta N\ S(ou N= {1,2,...,n})parmi
les | N\ S| derniéres positions. Considérons la situation en un point situé & une

distance égale & ) d; de I’extrémité du couloir. Les longueurs pondérées des
ie§

trajets pour i, je § sont connues ainsi que les longueurs pondérées des trajets

pour i€ S jusqu’en ce point.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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La somme de ces longueurs pondérées ne dépend pas des décisions ultérieures.
On peut donc appliquer le principe d’optimalité de Bellman [3]. Les équations de
récurrence s’écrivent :

fs=0 si |S|=1,
fs= Mln(fs {J}‘l‘d Z Z Cir)-

eS—{s} keN\S

4)

Notons qu’il faudra ajouter a fy la constante :
di+d,;
5 3(%5%)e,
i J>1

Exemple 1 : Considérons un probléme avec 4 services de longueurs d, =1,
dy=2,dy=3, d, =4, et des ¢;; donnés par la matrice suivante :

0 3 4 6

30 2 2
C=

4 2 0 5§

6 2 5 0

La résolution est présentée dans le tableau I ci-aprés. La seconde colonne
caractérise S par un codage binaire.

TABLEAU |
J Bin (J) S | S| Js Ordre
1 0001 1 1 0 1..
2 0010 2 1 0 2..
3 0011 {1,2} 2 4 2, 1.
4 0100 {3} 1 0 3...
5 0101 1,3 2 7 3,1..
6 0110 2,3 2 15 2,3...
7 0111 {1,2,3} 3 22 2,3, 1..
8 1000 {4} 1 0 4...
9 1001 1,4 2 7 4,1...
10 1010 {2, 4; 2 20 2,4...
11 1011 {1, 2,4} 3 25 4,1,2...
12 1100 {3,4} 2 24 3,4...;0ud4,3...
13 1101 1, 3,4 3 22 4,1,3...
14 1110 2,3,4 3 43 2,3,4...
15 1111 {1,2,3,4} 4 22 2314ou4132

Lasolution optimale est de ranger les piéces dans’ordre 2,3, 1,4 (ou4,1, 3, 2).

S Ve <d+d)=56 donc z=78,

i=1 s>

vol. 16, n° 3, aout 1982



268 M. BEGHIN-PICAVET, P. HANSEN

4.2. Algorithme 2

Un raisonnement semblable a celui fait plus haut conduit aux équations de
récurrence du probléme 2 :

c l+ckl
fun= % 2o
il enSy 2
: ciite
fs=M1n<fs_{,,k}+ —“12 lk (5)
1. keS 1€S—{k}
cy+tc
CatCu , ¥ c,.,>.
1eN\S 2 1€S~{), k} IeN\S

Exemple 2 : Considérons un probléme avec 4 services et la matrice des ¢;;
suivante :

A WO
e =
w. © N H
S Vv = O

\6

La résolution est présentée dans le tableau II. L’interprétation des quatre
premi€res colonnes sera discutée a la section suivante :

TABLEAU 11

J 2xJ Bin 2 xJ) Bin (J*) N fs Ordre
1 2 0010 0011 1,2 9 112

2 4 0100 0101 1,3 10,5 113

3 6 0110 0110 2,3 6,5 213

4 8 1000 1001 1,4 6,5 114

5 10 1010 1010 2,4 10,5 214

6 12 1100 1100 3,4 9 314

7 14 1110 1111 {1, 2, 3,4} 13 2,311, 4

La solution optimale, de valeur z% = 13, consiste & ranger d’un coté les services
1 et 2, et de 'autre les services 4 et 3, dans cet ordre (ou a ranger ces mémes
ensembles de services dans ’ordre opposé).

5. CALCULS SUR ORDINATEUR

Comme c’est fréquemment le cas en programmation dynamique, la place
occupée en mémoire est le facteur limitatif. La programmation de la formule (4)
se fait de maniére a ne nécessiter qu'un vecteur de taille 2" — 1, pour conserver les

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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valeurs de f;. Ces valeurs sont calculées, suivant une méthode due a K. Baker [2]:
on adopte pour les ensembles S successifs 'ordre du codage binaire
correspondant aux entiers naturels (seconde colonne du tableau I). De la sorte,
la valeur de f; pour tout sous-ensemble S’ de S est calculée avant celle de S. Le
calcul d’une valeur de f; correspondant & un J donné consiste & déterminer les
valeurs 1 dans le codage binaire de J, a en, déduire les valeurs J' obtenues en
remplagant un de ces 1 par 0 a la fois, & rechercher les valeurs de /g pour S’
correspondant & J' et & appliquer la formule (4).

TABLEAU T

Probléme 1 Probléme 2
: Temps algo
Temps algo Temps Temps
d:] :::‘228 Simmons algol | algo2 Blggli?r;i-
(mn) (mn) (mn) (mng)
4 0,003 0,003 0,004
0,003 0,004
5 0,003 0,004
0,003 0,004
6 0,003 0,005 0,004 0,010
0,005 0,004 0,012
0,007 0,005 0,004
7 0,007
0,01
0,017
8 0,031 0,016 0,242
0,057 0,015 0,015 0,226
0.1 0,013 0,092 (1)
9 0,077
0,391 0,029
1 0,031
10 0,5 0,090 0,739
1,067 0,076 0,090 0,939
11 2,33 0,164
8
12 0,407 0,704 >60
: 0,634 9,303
14 2,881 4,883 >60

(') Exemple pris par R. Burkard et U. Derigs.
vol. 16, n° 3, aohit 1982



270 M. BEGHIN-PICAVET, P. HANSEN

Pour le probléme 2, on n’utiliserait qu’une position sur deux en appliquant la
méthode précédente car seuls les nombres pairs de pi¢ces doivent étre considérés.
Pour éviter cette perte de place, on multiplie J par 2, on en cherche I’équivalent
binaire Bin (2 x J), et si le nombre de valeurs 1 est impair, on remplace la derniére
valeur, nulle car 2 xJ est pair, par 1. (Bin J*, dans la quatriéme colonne du
tableau II). Il est aisé de voir qu’on obtient ainsi une bijection entre les entiers
naturels et les sous-ensembles S de N avec | S| pair. Le calcul de fs se fait alors
avec des étapes semblables & celles de ce calcul pour le probléme 1.

Une série de problémes de tailles croissantes ont été résolus sur un ordinateur
IRIS 80 C.I.1.-H.B. Les temps de calculs, en minutes, figurent au tableau III. Les
temps obtenus par D. Simmons [8] sur I.B.M. 360-20/65, sont présentés
également, ainsi que les temps de calculs obtenus sur IRIS 80 avec le code de
R. Burkard et U. Derigs [4] pour le probléme d’affectation quadratique.

Les temps obtenus par D. Simmons varient avec la difficulté du probléme pour
un nombre » de services donné; ils sont inférieurs & ceux de ’algorithme 1 pour
les plus petits problémes, mais deviennent plus élevés pour les plus grands; un
probléme difficile avec n= 10 n’a pu étre résolu par I’algorithme de Simmons, la
capacité de la mémoire étant dépassée. La croissance du temps de calcul de
l’algorithme 2, pour le probléme du rangement des services des deux couloirs, est
légérement plus élevée que celle de ’algorithme 1. Les temps obtenus avec le code
de R. Burkard et U. Derigs, qui n’exploite pas la structure particuliere du
probléme 2, sont beaucoup plus élevés.

6. CONCLUSION

Les deux problémes d’affectation de locaux a des services étudiés sont
NP-complets et proches de problémes connus pour leur difficulté pratique
de résolution comme le probléme d’affectation quadratique. Les algorithmes
proposés permettent de résoudre des problémes avec un nombre de services a
localiser » modéré, mais comparable au nombre maximal d’unités qu1 peuvent
étre localisées de maniére optimale en un temps raisonnable par les algorithmes
actuellement disponibles pour le probléme d’affectation quadratique. Pour de
plus grands problémes, les algorithmes pourraient étre appliqués a des sous-
ensembles de I’ensemble des services 4 ranger dans une méthode d’approxi-
mations successives. Notons enfin que les modeles et les algorithmes peuvent
aisément étre modifiés pour prendre en compte les usagers arrivant de’une ou de
l’autre extrémité du couloir.

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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ANNEXE 1

DONNEES ET RESULTATS DES PROBLEMES DE GRANDE TAILLE RESOLUS PAR
L’ALGORITHME 1

Ce sont, jusque N =11, ceux qui sont proposés par Simmons [8].

[

Solution optimale : 9-3-1-7-5-10-4-2-6-8.
z¥=2781,50.

~ o (o] s} [+)} N S O w [=)) [

[

wn =)} O (0] ~ w ~ w (o] w [N

Solution optimale : 11-8-5-6-3-4-10-1-2-7-9.
z¥=6933,50.

-
o
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ANNEXE 2

DONNEES ET RESULTATS DES PROBLEMES DE GRANDE TAILLE RESOLUS PAR
L’ALGORITHME 2, ET PAR LA METHODE DE BURKARD ET DERIGS

N=10.
Solution optimale :

2 4 5 3 1

8 6 10 7 9

N=10.
Solution optimale :

4 | 2 |5 |3

6 8 10 7

vol. 16, n° 3, ao(it 1982
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