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REDUCTIONS ET CONDITIONS D'OPTIMALITE
DANS LE PROBLEME DE L'ENSEMBLE STABLE
DE POIDS MAXIMAL ()

par Alain BiLLionNET (1)

Résumé. — Cet article présente, dans une premiére partie, une condition suffisante pour qu’un
ensemble stable soit un ensemble stable de poids maximal. Cette condition repose sur la considération
d’un flot dans un graphe biparti construit simplement. Lorsqu’elle ne permet pas de démontrer qu'un
ensemble stable S est optimal, elle permet de déduire une propriété importante que doit vérifier tout
ensemble stable de poids supérieur a celui de S.

Nous présentons, dans une deuxiéme partie, quelques propriétés du probléme de I’ensemble stable de
poids maximal qui permettent de mener sa recherche dans un graphe réduit. Ces réductions sont simples
a mettre en @uvre et, souvent, trés efficaces.

Mots clés : Graphe-ensemble stable-optimisation-réductions-flot.

Abstract. — This paper introduces in its first part a sufficient condition for a stable set to be a
maximum weighted stable set. This condition relies upon the consideration of a flow in a bipartite graph
that can be easily constructed. In case it is not sufficient to prove that a stable set S is optimal it provides
an important property that must be verified by all the stable sets of weight greater than the weight of S.

We introduce, in a second part, some properties of the problem of the maximum weighted stable set
that enable its search in a reduced graph. These reductions are very simple to operate and, often very
efficient.

Key-words: Graph-stable set-optimization-reductions-flow.
1. INTRODUCTION

1. 1. Définitions

Considérons un graphe non orienté sans boucle ni aréte multiple, G=(X, V).
Un ensemble S inclus dans X est stable si et seulement si deux sommets distincts
et quelconques de S ne sont pas adjacents; autrement ditsi[';(S) N S=@ (*). Un
ensemble stable de G est maximal si et seulement si il n’est strictement contenu
dans aucun autre ensemble stable de G. Désignons par & la famille des
ensembles stables (e.s.) du graphe G; le nombre de stabilité de G est :

o (G)= max|S|. Le probléme de I’ensemble stable de cardinal maximal consiste
SeSLg

(*) Regu mai 1980.
(*) Institut d’Informatique d’Entreprise-C.N.A.M., 292, rue Saint-Martin, 75141 Paris Cedex 03.
(*) I (x) désigne I’ensemble des sommets adjacents au sommet x dans le graphe G et pour un

sous-ensemble 4 de sommets I'g(A)= U I'g(a).
aeA
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214 A. BILLIONNET

a déterminer, dans G, un ensemble stable de cardinal «(G). Si I’on associe a
chaque sommet x de X un poids positif ou nul noté p(x)on définira le poids d’un
ensemble de sommets A par P(4)= Y p(x). Le probléme de ’ensemble stable

x€A
de poids maximal (e. s. p. m.) consiste a déterminer dans G un ensemble stable S,

tel que : P(S,)= max P(S).

Se&;

Nous nous intéressons ici au probléme de la détermination d’un ensemble
stable de poids maximal. Remarquons qu’un ensemble stable de cardinal
maximal est aussi un ensemble stable de poids maximal dans le cas ou tous les
sommets du graphe sont de méme poids.

1.2. Complexité des problémes de stabilité

Dans les études de complexité (au sens de R. M. Karp) les problémes sont
exprimés sous forme de questions dont la réponse est oui ou non. Ainsi le
probléme de I’ensemble stable de cardinal maximal s’énoncera : étant donné un

aranhe (2 —_(V T\ ot 13n ont I ann gamhla ctahla Ao
& TS« ) CU U L) wac:ie GO

avicta t 11 Aan 3 o
rapac 15 un ensemose S

iar I ane
n Snulr K, CSXisie-v-ii 4ans

cardinal supérieur ou égal a k?

TutoreME 1 (R. M. Karp [14]) : Le probléme de I’ensemble stable de cardinal
maximal est NP-complet.

REMARQUE : On peut imposer diverses restrictions a G qui ne modifient pas la
complexité du probléme de l’ensemble stable de cardinal maximal. En
particulier, si G est planaire et cubique (*)le probléme demeure NP-complet [9].
En revanche le probléme peut étre résolu par un algorithme en temps polynomial
dans les cas suivants : G est biparti, G est un graphe cordé (*) ou G est un graphe
de comparabilité (*) [8]. Récemment G. Minty [15] et N. Sbihi [18] ont proposé
des algorithmes en temps polynomial pour la détermination d’un ensemble
stable de cardinal maximal dans un graphe sans étoile (°). Enfin, a partir de
lalgorithme de Khachian, M. Grotschel, L. Lovasz et A. Schrijver [10] ont
proposé un algorithme en temps polynomial pour déterminer un ensemble stable
de cardinal maximal dans un graphe parfait (7).

D’aprés le théoréme 1, le probléme de I’ensemble stable de poids maximal,
contenant celui de I'ensemble stable de cardinal maximal, est NP-complet.

(®) Graphe dont tous les sommets sont de degré 3.

(*) Graphe dont tout cycle de plus de trois sommets contient une corde.

(°) Graphe G= (X, V) dont il est possible, en orientant les arétes, d’en faire le graphe G=(X, U)
d’une relation d’ordre.

(®) Graphe dont aucun sommet n’est adjacent & trois sommets formant un stable; on dit aussi sans
griffe.

(’) Graphe G=(X, V) vérifiant : ¥ A< X, le nombre de stabilité du sous-graphe de G engendré
par A est égal au nombre minimal de cliques de ce sous-graphe qui partitionnent A.

R.AILR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ENSEMBLE STABLE DE POIDS MAXIMAL 215

Ces deux problémes sont difficiles et les algorithmes publiés & ce jour
permettent rarement de traiter des graphes de plus de 50 sommets saufsi ceux-ci
ont une densité trés faible (3). On peut essayer, pour ces problémes NP-
complets, de construire des algorithmes approchés. Cependant le théoréme
suivant montre leurs limites.

TuEOREME 2 (M. Garey et D. S. Johnson [8]) : Si P est différent de NP, aucun
algorithme polynomial approché ne peut garantir, pour toute constante k fixée :

qu(G)—(X(G) I éka
ot o, (G) désigne le cardinal de I’ensemble stable obtenu par I’algorithme approché.
On trouvera d’autres résultats intéressants concernant les garanties de

performance pour les algorithmes approchés visant a déterminer un « bon
ensemble stable » dans [8].

1.3. Problémes équivalents

Le probléme de I’es.p.m. est directement équivalent & plusieurs autres.
Donnons tout d’abord les définitions suivantes :
une clique de G=(X, V) est un ensemble de sommets C< X, deux a deux
adjacents. Le graphe complémentaire de G =(X, V) estle graphe G= X, 17) dont
I’ensemble des sommets est identique & celui de G et dont I’ensemble des arétes
vérifie :
Vx;, x;€X, [x,, xJeV <« [x;, x]¢V.

Un support de G est un ensemble de sommets T€ X contenant au moins une
extrémité de chaque aréte de G.

Une.s.p.m. de G est une clique de poids maximal du graphe complémentaire
et T est un support de poids minimal si et seulement si X —T est un e.s.p.m.

1.4. Programmes mathématiques associés a ces problémes

Le probléme de P’e.s. p. m. dans un graphe G=(X, V) de n sommets peut se
formuler par le programme linéaire en variables bivalentes suivant :
maximiser Y. v;.p(x;),
j=1

sous les contraintes :
v(i3j)l[xi: xj]€V7 vi+vj§17
Vie{l, ...,n}, v;=0 ou 1,

(PLS)

(®) La densité d’un graphe de n sommets et m arétes est égal au rapport du nombre d’arétes de ce
graphe sur le nombre d’arétes du graphe complet de n sommets : 2 m/n (n—1).

vol. 15, n°3, aolit 1981



216 A. BILLIONNET

{vjl j=1, ..., n} est un ensemble de variables bivalentes biunivoquement
associé a X.

Le programme associé a la recherche d’un support de poids minimal est :

n
minimiser ). v;.p(x;),
j=1

(PLT) sous les contraintes :
V0 DIx;, x)eV, vitv;21,
vje{l,...,n}, v;=0 ou 1.

On peut remarquer que (PLT) est un probléme de recouvrement particulier.

Nous serons amenés a considérer la relaxation continue (obtenue en imposant
v;€R™ au lieu de v;=0 ou 1) du programme linéaire en variables bivalentes
(PLS) que nous appellerons (PLSC).

1.5. Plan de Particle

Dans la section 2 nous proposons une condition suffisante pour qu'un e. s. soit
un e.s.p.m. Nous montrons les liens entre cette condition et le programme
(PLSC). Nous donnons ensuite un prolongement ce cette condition suffisante
qui peut permettre de prouver ’optimalité d’un e.s. quand la condition initiale
ne le permet pas. Dans la section 3 on démontre certaines propriétés que doit
vérifier tout e.s. de poids supérieur 4 celuid’un e.s. S déja trouvé, dans le cas ou
les conditions de la section 2 n’ont pas permis de prouver ’optimalité de S. Dans
la section 4 nous proposons quelques propriétés qui permettent d’affirmer, pour
certains sommets de G=(X, V), qu’il existe un e.s. p. m. de G les contenant ou,
au contraire, qu’il existe un e.s. p. m. de G ne les contenant pas. Ces propriétés
permettent ainsi de réduire le graphe danslequel on recherche une. s. p. m. Enfin,
dans la section 5 nous montrons comment ce graphe peut étre modifié par
adjonction d’arétes, ce qui permet dans certains cas de relancer la réduction du
graphe en appliquant les propriétés des sections 3 et 4.

2. CONDITIONS POUR QU’UN ENSEMBLE STABLE SOIT DE POIDS MAXIMAL

2.1. Une condition nécessaire et suffisante

Voyons, tout d’abord, une condition nécessaire et suffisante pour qu’un e.s.
soit de poids maximal :

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ENSEMBLE STABLE DE POIDS MAXIMAL 217

ProrosiTioN 1 (G. L. Nemhauser et L. E. Trotter [16]) : Une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un e.s. Sy de G=(X, V) soit de poids maximal est
que tout e.s. A du sous-graphe de G engendré par X — S, soit de poids inférieur ou
égal au poids de I’ensemble de sommets T';(A) N S,.

Cette condition n’est guére pratique a utiliser. Elle conduirait a énumérer, au
moins de maniére implicite, tous les e.s. du sous-graphe de G engendré
par X —S,. (On notera que cela est déja plus intéressant que d’énumérer tous
les e.s. de G.) Nous proposons dans le paragraphe suivant une condition
suffisante d’optimalité qui, en revanche, peut étre introduite aisément dans un
algorithme de recherche d’un e.s.p.m. [5].

2.2. Une condition suffisante pour qu’un ensemble stable soit de poids maximal

Soit Sune.s.de G=(X, V). Associons au couple (G, S) un graphe biparti, G,
dont le premier ensemble de sommets est X —S, dont le second est S et dont
I’ensemble des arétes est o, (S), cocycle de S dans G :

Gy=(X -8, S, 0,(S)).

Orientons ces arétes de X — S vers S puis transformons ce graphe biparti en un
réseau de transport, R (G), en ajoutant une entrée &, une sortie &, un arc de &
vers chaque sommet du premier ensemble et un arc de chaque sommet du second
ensemble vers &. La capacité des arcs (&, x) est prise égale & p(x), celle des arcs
(y, &) a p(y). La capacité de tous les autres arcs est infinie. Enfin, le flux de tous
les arcs doit étre positif ou nul (cf. fig. 1 et 2).

TueoreME 3 : Une condition suffisante pour qu’un ensemble stable S de
G=(X, V) soit de poids maximal est que le réseau R(Gg)admetteunflotde & a &
qui sature tous les arcs incidents extérieurement a &.

Démonstration : S’il existe, dans R(Gg), un flot ¢ qui sature tous les arcs

incidents extérieurement a &, cela entraine que tout sous-ensemble de sommets,
A, de X — S vérifie : P(A)__<:P[FGS(A)].

En effet :
P(A)=3% (&, x)=3 Y o)
x€A x€A yeI'GS(A)

=)y Y ey

xeX-S yeI‘GS(A)

= ¥ 00 A= ¥ p0)=Pl4A)l

yEl"GS(A) yeFGS(A)
[ (x, y) désigne le flux de I'arc (x, y) dans le flot ¢].

vol. 15, n°3, aoit 1981



218 A. BILLIONNET

Tout e.s., A, du sous-graphe de G engendré par X —S est donc de poids
inférieur ou égal & P[I'g (4)]=P[;(4)nS]. On en déduit, d’apres la
proposition 1, que Sest une.s.p.m.de G. MW

Pour que cette condition suffisante soit vérifiée il faut que tout sous-
ensemble 4 de X — S soit de poids inférieur ou égal au poids de ’ensemble
I';(4) ~ S. En fait, pour prouver que S est de poids maximal, il suffit que les
sous-ensembles stables de X — S vérifient cette propriété. Le théoréme 3 n’est
donc pas une condition nécessaire. On peut dire qu’il ne tient pas compte des
arétes ayant leurs deux extrémités dans X —S. L’intérét de ce théoréme vient du
fait qu’il existe des algorithmes efficaces pour le probléme du flot maximal.

2.3. Relation entre la condition du théoréme 3 et le programme linéaire associé au
probléme de Pe.s.p. m.

Etant donné une.s., §, de G=(X, V) on peut essayer de démontrer que S est
optimal par les deux méthodes suivantes :

(a) essayer de construire un flot ¢ de R(Gs) qui sature tous les arcs incidents
extérieuremeit a é;

(b) résoudre le programme (PLSC) et vérifier que la valeur de la solution
optimale est égale a P(S).

Nous allons démontrer que ces deux conditions suffisantes pour qu’une. s. soit
de poids maximal sont équivalentes.

Appelons v° le vecteur (3, . . ., v3) associé 4 ’ensemble stable S de G ouvi=1
si et seulement si x;€S.

THEOREME 4 : Etant donné un ensemble stable S de G=(X, V'), une condition
nécessaire et suffisante pour que v° soit un programme optimal de (PLSC) est que
R (Gy) admette un flot saturant tous les arcs incidents extérieurement a & .

Démonstration: C.S. Supposons que R (G) admette un flot ¢ saturant tous les
arcs incidents extérieurement a &. Nous pouvons alors réduire la fonction
économique de la fagon suivante :

v;px;)= Y vip(x)+ Y v.p(x;)

1

ji=1 jlx;es jlx;eX-§
= 3 Y ox;, x;).(v;+v;) + Y CR,(x;, &).v;
i|x,eX-S jix;eS jlx;eS

[CR,(x, &) désigne la capacité résiduelle de I'arc (x, &) relativement a o]

Mais, puisque V (i, j)|[x;, x]e V :v;+v;£1,

i v;.p(x)= Y 2 (x5 x;) + Y, CR,(x; &),

i[x;eX—S j|x;eS Jjix;es

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ENSEMBLE STABLE DE POIDS MAXIMAL 219

ce qui entraine :

Y 0,p(x) SP(X—5)+[P(S)=P(X—5)],

ce qui s’écrit :

n

Y. 0;.p(x)SP(S). (1)
j=1

Or le vecteur v5 est un programme de (PLSC) qui donne a la fonction
économique la valeur P(S). On peut donc conclure d’apres (1) que o° est un
programme optimal de (PLSC).

C.N. En appliquant le corollaire du théoréme de Gale cité par C. Berge
dans [1] et en inversant l'orientation des arcs du réseau R(G;) on démontre
immédiatement que si R (G5) n’admet pas un flot saturant tous les arcs incidents
extérieurement a &, alors, il existe un sous-ensemble A de X —S tel que
P(A)>P[I“GS(A)].

Définissons, & partir de v°, un nouveau programme de (PLSC) v' :

V=

, )12 si x;e AUl (4),
v} sinon

et calculons :
n n
A=Y vi.p(x))— Y vj.plx)),
j=1 i=1

A=Y G-v)pte)= T @G-u)plx)
i=1

jlijAuFGS(A)

=¥ G-+ Y 65-0).px)

Jlx;ed jlxleI‘GS(A)
==1/2 % plx)+1/2 Y plx))
x;€A4 xjsl"Gs(A)

=—1/2P(A)+1/2P[T'; (4)].
Cette derniére quantité est négative et v* n’est donc pas un programme

optimal. W

2.4. Prolongement de la condition du théoréme 3

Nous allons améliorer la condition suffisante d’optimalité du théoréme 3 en
tenant compte, dans une certaine mesure, des arétes ayant leurs deux extrémités

vol. 15, n°3, aoit 1981



220 A. BILLIONNET

dans X —S. On obtiendra ainsi des cas o, bien qu’il n’existe pas de flot de R (Gg)
saturant tous les arcs incidents extérieurement a & (c’est-a-dire qu’il existe au
moins un sous-ensemble A4 de X — S tel que P (4)> P [I'g, (4)]) il sera possible de
prouver par le théoréme 5, énoncé plus loin, que tout ensemble stable I de X — S
verifie P(I)<P (T ()] et donc que S est un e.s.p.m. en vertu de la
proposition 1.

Dans le cas ou un flot maximal ¢ déterminé sur R (Gg) ne sature pas tous les
arcs incidents extérieurement a &, on construit un nouveau graphe biparti G,
associé a ¢, dont le premier ensemble de sommets est le sous-ensemble des
sommets de X — S dont l’arc incident intérieurement n’est pas saturé par o; le
deuxiéme ensemble de sommets est constitué comme suit : a chaque arc de G de
flux positif est associé un sommet. Soit x un sommet du premier ensemble et ¢ un
sommet du second, (x, t) sera un arc de G, si et seulement si les deux extrémités
de I'arc de Gy, associé au sommet ¢, sont adjacentes a x (dans le graphe G).
Transformons ensuite le graphe G en un réseau de transport R(G,) en
supprimant les sommets isolés puis en ajoutant une entrée §* et une sortie &'; la
capaciié¢ des aics (¢, x) est égaie a la capacité résiducllc des arcs (&, x)
relativement & ¢. La capacité des arcs (¢, &') est égale au flux, dans R (G;) de I’arc
associé a t. La capacité des autres arcs est infinie (cf. fig. 1, 2 et 3).

Présentons d’abord le lemme 1 qui nous servira dans la démonstration du
théoréme 5.

NotaTioN : Soient trois systémes de poids =, &, et T, associés a un graphe
G=(X, V). Appelons p,(x), p,(x) et p;(x) le poids du sommet x dans les
systémes 7, , 7, et 5. Notons P, (S), P, (S)et P;(S)le poidsd’une.s. Set P§, P},
P% le poids d’un e.s.p.m. de G dans les systemes w,, T, et w3.

LemME 1. — Sin,, n, et ny sont trois systémes de poids positifs ou nuls, associés
a un graphe G=(X, V), tels que :

VxeX, p;(x)=p;(x)+p;(x),
alors, Pt < P%+ P%.

Démonstration : Supposons que S¥, S% et S% soient des e.s. p.m. de G dans les
systémes respectifs n,, , et 7 tels que P, (S¥)> P, (S¥)+ P5 (S%). Par définition
des trois systémes de poids, P, (ST)=P,(ST)+ P5(ST), ce qui entraine, puisque
P} > P3+P%,P,(ST)+P;(ST) > P, (S3)+P5(S%), mais P, (ST) = P5(S%)
puisque S%¥ est un es.p.m. de G dans le systtmem,. Donc
P,(S¥)> P, (S¥)=P% ce qui contredit I’hypotheése : S% estune.s.p.m. de G
dans le systéme n,. W

R.A.L.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



ENSEMBLE STABLE DE POIDS MAXIMAL 221

THEOREME 5 (%) : Une condition suffisante pour qu’un e.s. S soit un e.s.p.m.de G
est que R(G,) admette un flot ', de &' a &', saturant tous les arcs incidents
extérieurement a &’'.

Démonstration : Soit ¢ un flot de R(G,) saturant tous les arcs incidents
extérieurement & &’. A tout arc u=(x, t) de G, on peut associer trois sommets
de G : x et les deux sommets y, et z, extrémités de I’arc de G associé a t; ces trois
sommets, par construction, forment une clique de G (x et y, sont des sommets de
X -8, z, est un sommet de S).

Construisons, a partir du systéme de poids initial n, et du flot ¢ sur R(Gg), un
nouveau systéme de poids =, et un nouveau flot @ [sur R(G,)] admissible dans le
systeme de poids =, :
début
pour tout x€ X faire : p,(x)=p, (x).
pour tout arc u de R(Gs) faire : @ (u)=¢ (1).
pour tout arc (x, t) de G, tel que ¢'(x, t)>0 faire :
début p, (x)=p,(x)— @' (x, t); p2 (0,) =P ) — 9" (x, t);

P2(2)=p2(2) =" (x, 1); 0(6, y)=9(8, y)—0"(x, 1);
]((l?(J’n zz)zq’(yu Zt)—q)l(x: t); (P(Zn y)__‘(p(zn 5/)—(9'(’5, t) ﬁfl
n

Dans le systéme 7, le flot ¢ sature tous les arcs incidents extérieurement a &.
En effet, la somme des valeurs soustraites au poids initial des sommets de
I'ensemble { x| ¢ (&, x)<p,(x)} est au moins égale & la capacité résiduelle de
(&€, x) relativement a ¢ puisque ¢’ sature tous les arcs (6”, x). S est donc un
e.s.p.m. de G dans le systéme 7,.

Soit 7, un systéme de poids tel que : Vx e X, p, (x)=p,(x}+p; (x). D’apres le
lemme 1, P} < P%+ P%. Dansle systéme de poids 7, les seuls sommets de G dont
le poids est différent de O sont les sommets des cliques { x, y,, z, } associées & un
arc (x, t) de G, tel que ¢’(x, t)>0, ce qui entraine : P¥< Y ¢'(u). Donc :

ueG,

PYSPI+ Y @' W)=P(S)+ Y ¢')=P.(S)

ueG, ueG,

Puisque P, (S) ne saurait étre strictement supérieur a P¥,ona : P¥f=P,(S)et S
estdoncune.s.pm.de G. H

Cette condition suffisante d’optimalité permet trés souvent de démontrer
gu’un e.s. est un e.s. p.m. dans le cas ol le poids de cet e.s. p. m. n’est pas trés
éloigné du poids d’un support de poids minimal.

(°) Ce théoréme n’a d’intérét que si la condition du théoréme 3 n’est pas vérifice pour le
couple (G, §).
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222 A. BILLIONNET

Exemple : Considérons le graphe G de la figure 1 et 1" e.s. S={x,, x4, X5 }.

X9 2]
/ s
e / S
6] Xy — Xe
o] [6]

Figure 1. — G (les poids des sommets sont indiqués entre crochets).

La figure 2 représente le réseau R (G) et un flot maximal @ sur ce réseau qui ne
sature pas les arcs incidents extérieurement a &. La figure 3 représente le réseau
R(G,) sur lequel est déterminé un flot saturant tous les arcs incidents
extérieurement a &’. L’ensemble S={x4, X+, Xg }, de poids 21, est donc un
e.s.p.m. de G.

Xq

(6]
(6)

(9] © _<
x /
(6)
6]
Xg

Figure 2. — R(G;s) (les capacités sont indiquées entre crochets
et les flux entre parenthéses).

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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[3] (3) Xy ) f(xz,xs) [5](4)

2y
]()

[4/7

3 >(Xm X4)

Figure 3. — R(G,).

3. PROPRIETES D’UN ENSEMBLE STABLE DE POIDS SUPERIEUR A CELUI D’UN
ENSEMBLE STABLE DONNE

Pour les cas ou le théoréme 5 ne permet pas de conclure quun e. s. S donné est
un e.s.p.m., nous énongons le théoréme 6 ci-dessous qui donne une propriété
que doit vérifier tout e.s. de poids supérieur a celui de S.

THEOREME 6. — Soit Sune.s.de G=(X, V), o unflot dans le réseau R(Gg) et ¢’
un flot dans le réseau R(G,). Soit A I'ensemble des sommets du premier niveau
de G, non saturés par ¢'. Tout e.s. de poids supérieur a celui de S comporte au
moins un sommet de A et tous les sommets x de S vérifiant la propriété P :

(#): CR,(x, %)z Y. CR,(&', a).

aeA

Démonstration : Considérons le systéme de poids déduit du systéme initial 7,
en remplagant, pour chaque sommet de 4, p(a) par pfa)— CR,. (&', a). D’apres
le théoréme 5, S est un e.s. p.m. de G dans ce nouveau systéme de poids et il ne
peut donc exister d’e. s. de poids supérieur a celui de S (dans le systéme de poids
initial) et ne contenant aucun sommet de A.

Soit x un sommet de S vérifiant 2. Soit 7, le systéme de poids obtenu a partir
de m, en donnant & x un poids égal & @ (x, &) et & tous les sommets a de 4 un
poids égal & p; (a)— CR,, (6", a); le poids des autres sommets restent inchanges.
Draprés le théoréme 5, S est un e.s.p.m. de G dans ©,. Considérons un
troisiéme systéme de poids 7, identique a m; excepté pour le sommet x qui
conserve un poids égal a ¢ (x, ).

D’apres le lemme 1 :

PY¥<P,(S)+ Y CR,(é',a)=P,(S)—CR,(x, ¥)+ ) CR, (¢, a),
acA aeA
ce qui entraine, d’aprés 2, P < P, (S). Tout e. s. de poids supérieur a celui de S
contient donc le sommet x. W

REMARQUE : On peut améliorer le théoréme 6 en remplagant, dans la
propriéte 2, ' CR, (&', a) par une borne supérieure B du poids de I’e.s. p. m.

acA
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dans le sous-graphe de G engendré par 4 et dont le poids de chaque sommet a
est CR,.(&', a).
En effet, d’aprés le lemme 1 :

PISP,(S)+B=P,(S)—CR,(x, #)+B,
ce qui entraine, d’aprés 22, P <P, (S).
4. SOMMETS APPARTENANT OU N’APPARTENANT PAS A UN ES.P.M.

Nous présentons, dans cette section, quelques propriétés qui permettent
d’affirmer, pour certains sommets de G=(X, V),qu’ilexisteune.s. p.m.de Gles
contenant ou, au contraire, qu’il existe un e.s. p.m. de G ne les contenant pas.
Ces propriétés permettent donc de réduire de maniére itérative le graphe dans
lequel on cherche un e.s.p.m. (ces réductions pouvant conduire & un graphe
vide, c’est-a-dire a 1a détermination directe d’un e. s. p. m.). En effet, s’il existe un
e.s.p.m. de G contenant x et si §; est un e.s.p.m. du sous-graphe de G
engendré par X —{x} —T;(x) alors, S; U {x} est un e.s.p.m. de G. De méme
s’ii existe un e.s. p.m. de G ne contenant pas x et s13, est un e.s. p. m. du sous-
graphe de G engendré par X —{x}, alors, S, est un ¢.s.p.m. de G.

4.1. Propriétés de persistance
Enongons tout d’abord le lemme suivant :

LemMmE 2 (G. L. Nemhauser et L. E. Trotter [16]): Si S est une.s. p.m. dans le
sous-graphe de G engendré par SuL T (S), alors, S est inclus dans un e.’s. p.m.
de G.

TrEoREME 7 (G. L. Nemhauser et L. E. Trotter [16]) : Etant donné un graphe
G=(X, V),siv* est un programme optimal de (PLSC) et si P={ x,;| v¥ =1}, alors,
il existe un e.s.p.m. de G qui contient P.

Pour démontrer ce dernier théoréme G. L. Nemhauser et L. E. Trotter
montrent que P est un e.s.p.m. dans le sous-graphe de G engendré par
P LT (P),cequipermet de conclure d’aprés le lemme 2 que P estinclus dans un
e.s.p.m. de G.

Le probléme qui se pose vis-a-vis de ce théoréme est de pouvoir déterminer un
programme optimal de (PLSC) qui comporte le plus grand nombre possible de
variables entiéres (égales & 0 ou 1). J.C. Picard et M. Queyranne démontrent,
dans {17], qu’il existe un seul ensemble maximal de variables qui prennent
simultanément des valeurs entiéres dans au moins un programme optimal de
(PLSC). IIs proposent plusieurs méthodes pour déterminer cet ensemble de
maniére efficace.
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Cette intéressante propriété de persistance voit son efficacité limitée par le
théoréme suivant :

TueorEME 8 (G. L. Nemhauser et L. E. Trotter [16]) : Le programme v tel que
v;=1/2 pour tout j est le programme optimal unique de (PLSC) si et seulement si
P(S)<P[T';(S)] pour tout e.s. S de G.

4.2. Sommets appartenant a un e. s. p. m.

Nous proposons dans ce paragraphe quelques propriétés qui peuvent
permettre de déterminer des sommets appartenant a un e. s. p. m. en particulier
lorsque la propriété de persistance du théoréme 7 ne le permet pas. En effet, si un
e.s.S estune. s. p. m. dansle sous-graphe de G engendré par S U I';(S), on sait
d’apres le lemme 2 qu’il existe un e. s. p. m. de G qui contient S. Mais, dans ce
cas, il n’existe pas nécessairement de programme optimal de (PLSC) avec v;=1
pour x;eS. C’est cette propriété du lemme 2 que nous allons mettre en évidence
dans certains cas. En effet, dans le cas général, il est difficile d’identifier dese. s. S
de poids maximal dans le sous-graphe de G engendré par S U I';(S).

NortaTtioN : Nous noterons %;(A) une évaluation par excés du poids d’un
e. s. p. m. du sous-graphe de G engendré par I’ensemble de sommets 4. Cette
évaluation pourra se calculer de nombreuses fagons, par exemple par la
procédure proposée par G. Démoucron dans [6] ou par une généralisation de la
borne supérieure du nombre de stabilité proposée par P. Hansen dans [12] ou
encore par la procédure simple suivante :

début
poser %B;(A4)=0.
tant que A est non vide faire :
début
— déterminer un sommet de 4 de poids maximal : x;
— déterminer, parmi les sommets de A un sommet adjacent a x de poids maximal : y (si x est un
sommet isol¢, poser {y}={@});
— B (A)=RBs (A)+p (x);
— A=A-{x}-{y}.
fin

fin

En effet, 1a contribution maximale de deux sommets adjacents x et y de 4 au
poids de tout e. s. de A est égale a p(x) si p(x)=p(y).

ProprIETE 1 : Si x est un sommet de G=(X, V') tel que : B¢ [T (x)]I=p(x),
alors, il existe un €. s. p. m. de G qui contient x.

Démonstration : Soit x un sommet de G tel que %, [T;(x)]<p(x) et S, un
e. s. p. m. ne contenant pas x. Certains sommets de I';(x) appartiennent a S,
(sinon S, ne serait pas maximal puisque S,u{x} serait un e.s.). Soit
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0=So—[Tg(x)n SgJu{x}; il est obtenu en supprimant dans l'e. s. S, les

sommets de I'; (x) (tout sous-ensemble d’un ensemble stable est stable) puis en
ajoutant le sommet x quin’est adjacent d aucun sommet de S, —[I'5(x) N So]- Le
résultat S; est donc un e. s. Son poids est supérieur ou égal a celui de S, ce qui
contredit ’hypothése. Notons que si &, [T (x)] <p(x), alors, tout e. s. p. m. de
G contient x. H

Cette propriété correspond bien a un cas particulier d’un e. s. S optimal dans
le sous-graphe de G engendré par S U I'; (S). Eneffet, on vérifie aisément que { x }
est un e. s. optimal dans le sous-graphe de G engendré par {x } U T4(x).

Voyons maintenant une extension de cette propriété portant non plus sur un
sommet, mais sur un groupe de sommets.

ProprifTE 2 : Si, dans un graphe G=(X, V), il existe k sommets x,, ..., X,
tels que :
(@) Tg(xy)=...=Tg(x);

k
(%) BeTg(x))= Z p(x,),
1=1
alors, il existe un e. s. p. m. de G qui contient x, ..., X;.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que (a) entraine que deux sommets
quelconques de {x,, ..., x, } ne sont pas adjacents.

Soit S, un e. s. p. m. de G. Deux cas sont possibles : S, contient tous les
sommets x,, ..., X, ou S, ne contient aucun de ces sommets. En effet S, ne peut
comporter seulement une partie (non vide)de { x,, ..., x, } car, alors, il ne serait
pas maximal. Considérons donc le cas ou S, ne contient aucun sommet de

ET

Soit S6=80—[Tg (x;)NSelu{xy, ..., x; }; comme ci-dessus (propriété 1)
c’est un e. s. Son poids P(S;) vaut :

k
P(S5)=P(Se)— Y p(x)+ ) p(x),
xelG(x,)nS, i=1
mais :

Z p(x) = B[ (x,)),

xelg(x;) NS,

car I'z(x;)n S, est un e.s. inclus dans I';(x,); d’autre part, par hypothése :
k
B [FG(XI)]_S. Z p(x,).
i=1

Donc P(S5)= P(S,) ce qui contredit I’hypothése.
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k
Remarquons que si %; [I; (x,)}< Z x;), alors, tout e.s. p.m. de G

contient x;, ..., x,. W

REMARQUE : Avec la propriété 2 on se trouve toujours dans le cas d’une. s. I
pour lequel on peut affirmer qu’il existe un e. s. p. m. de G le contenant parce
qu’il est de poids maximal dans le sous-graphe de G engendré par I v I';(I).

4.3. Sommets n’appartenant pas i un e. . p. m.

Nous allons proposer dans ce paragraphe des propriétés locales d’un sommet
qui permettent d’affirmer, dans certains cas, qu’il existe au moins un €. s. p. m.
de G nele contenant pas. Nous ne considérerons pas, ici, les sommets adjacents &
un sommet dont on sait, grice aux propriétés des paragraphes 4.1 ¢t 4.2, qu’il
existe un e. s. p. m. S le contenant, puisqu’il est trivial qu’ils n’appartiennent
pas a S.

THEOREME 9 : Une condition suffisante pour qu’il existe un e.s. p. m. S de
G=(X, V') ne contenant pas tous les sommets d'un e. s. I donné est qu’il existe,
dans le sous-graphe de G engendré par I'g(I), un e. s. A tel que :

P(A) =BT (A)nTeDIZPInTg(4)],
ou I'g(I) désigne I'ensemble des sommets adjacents aux sommets de Y'¢(I) et
n’appartenant ni a I ni a T'z(I).

Démonstration : Soit S, une.s.de G=(X, V)telque : ISS, et Aune. s.du
sous-graphe de G engendré par I';(I) vérifiant la condition du théoréme 9 :

$,=8,UA=[I N T;(A)]~[T6(A) N TN S,]
est un e. s. de G ne contenant pas tous les sommets de I et de poids :

P(S;)=P($,)+P(A)—P[I n T (A)-P [T (4) nTg )N Sy,

car I, I'; (I) et I'g (I) sont disjoints deux & deux par définition. Mais d’aprés
I’hypothese, et vu que I'; (A) n T (I) N S, est stable :
P (4)-P [ (4) n T (I) N S]

2P (4)~%; [T (4) n T (DIZP [ 0 T (A)],
d’ou P(S,)=P(S,). Uexiste donc un e. s. S, ne contenant pas tous les sommets
de I et de poids supérieur ou égal a celui de §;. Remarquons que si :

P(A)=%; [T (A) n T (D]>P I n T (A)],

alors, aucun e. s. p. m. de G ne contient tous les sommets de /. W
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Dans le cas général le théoréme 9 ne permet pas d’éliminer *directement de
sommets lors de la recherche d’un e. s. p. m. mais lorsque I est réduit & un seul
sommet le théoréme 9 permet d’éliminer ce sommet :

CoroLLAIRE 1 : Une condition suffisante pour qu’il existe un e.s. p. m. de
G=(X, V) ne contenant pas x est qu’il existe, dans le sous-graphe de G engendré
par I'; (x), un ensemble stable A tel que :

P(A)= AT (A)NTe(x)2p(x),
ou T';(x) désigne I’ensemble des sommets adjacents aux sommets de I'g(x),
différents de x et wappartenant pas d Tz(x).
La démonstration est immédiate d’aprés le théoréme 9 en remplagant I
par{x}. W
D’un point de vue algorithmique, le théoréme 9 et son corollaire 1 ne sont pas

trés pratiques a utiliser. Nous allons présenter trois autres corollaires faciles a
intégrer dans un algorithme de recherche d’un e. s. p. m. [5].

Canarrammr D« Caitlv aimn anlséa da b7 Ci Vasicnmnndhlda doa anmmsennto mdicnnmt
NURVLLALIREG &« - DUl A, JlUuic Gici€ e U. Ot 1 CIdCrivi€ S SUMTUTIC LS Gajhlciic

y, excepté x, est inclus dans ensemble des sommets adjacents a x et si
p(X)=p(y), alors, il existe un e. s. p. m. de G qui ne contient pas X.

Démonstration : Elle est immédiate a partir du corollaire 1 en prenant comme
es. A4 le sommet y puisqu’alors, I';(4) nI'g(x) est vide et I'on peut prendre
B[Ts(A)NT;(x)]=0. W

COROLLAIRE 3 : Soit [x, y] une aréte de G. Si
p(NZp(x)+ B[ (y)—[Ts(x) o {x},
alors, il existe un e.s.p.m. de G qui ne contient pas x.

Démonstration : Elle est immédiate a partir du corollaire 1 en prenant comme
e. s. A le sommet y. En effet :

. P2 p(x)+ B [Te(y)—[Tg(x)u{x},
entraine :

PX)=p(M—B: T () nT(x)]. W
CoRrOLLAIRE 4 : S’il existe dans G=(X, V') trois sommets distincts x, y et z tels
que :
(@) [x,yleV,[x, z]eVet [y, 2] ¢V;
(b) p () +p (2)Zp (x)+B; (B) oa B=T (y) v I (z)~T (x)—{ x },
désigne ’ensemble des sommets adjacents a y ou z mais pas d x et différents de x,
alors, il existe un e.s.p.m. de G qui ne contient pas x.
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Démonstration : Elle est immédiate a partir du corollaire 1 en prenant comme
e. s. A les deux sommets y et z puisque B=T; (4) n I;(x). W

5. MODIFICATION DU GRAPHE PAR AJOUT D’ARETES

Quand les différentes propriétés des sections précédentes ne permettent plus
de réduire le graphe dans lequel on cherche a déterminer un €. s. p. m. on peut
encore essayer d’ajouter des arétes dans le but de pouvoir utiliser & nouveau ces
propriétés (cette idée est développée dans [3] pour la recherche d’un e. s. de
cardinal maximal).

5.1. Ajout d’arétes sans connaissance préalable d’un ensemble stable.

Considérons le théoréme 9 du paragraphe 4.3 et énongons le dans le cas
particulier ot I’ensemble stable I est formé de deux sommets :

TueorEME 10 : Etant donnés deux sommets non adjacents x et y du graphe
G=(X,V), wune condition suffisante pour gu'un e.s.p.m. de
Gy =X, VU {I[x, y1}) soit un e.s. p. m. de G est qu'il existe dans le sous-
graphe de G engendré par T ({x, y}) un ensemble stable A tel que :

P(A)=B5[Lo(A)nTe({x, y}IZP[{x, y} nT(4)].
La démonstration est immédiate a partir du théoréme 9 en prenant I={x,y}. W

COROLLAIRE : Etant donnés deux sommets non adjacents x et y du graphe
G=(X, V), une condition suffisante pour qu'un e.s.p.m. de

Gpe, =X, VU {Ix, yI})
soit un e.s.p.m. de G est gu’il existe un sommet z tel que:

(a) z est adjacénr d au moins un des sommets x, y;

(b) p (2)—B; [T (2) T4 (x)-Te ) —{ x, y NZP[{ x, ¥ } n T ).

La démonstration est immédiate & partir du théoréme 10 en prenant
A= { z } [ |

J

5.2. Ajout d’arétes lorsqu’on connait déja un ensemble stable

On considéere ici un e. s. S, le réseau R (G;) dans lequel un flot maximal ¢ ne
sature pas tous les arcs incidents extérieurement a &, puis le réseau R(G,,) dans
lequel un flot maximal ¢’ ne sature pas tous. les arcs incidents
extérieurement a &".
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THEOREME 11°: Soit Sune. s. maximalde G=(X, V')etIune. s. quelconque de
ce graphe. Une condition suffisante pour qu’un e. s. de poids supérieur d celui de S
ne contienne pas tous les sommets de I est que :

{x|o" (&', x)<CR, (&, x)} =T ().

Démonstration : Soit S, un e. s. tel que 1SS, avec {x|(p' (€', x)<CR, (&,
x)}=T; ().

D’aprés le théoréme 6 tout . s. de poids supérieur a celui de S doit contenir au
moins un sommet de I’ensemble { x| ¢’ (€', x)<CR, (&, x)}.

L’ensemble stable S, qui, contenant I, ne contient aucun sommet de I'; (/) ne
peut étre de poids supérieur a celuide S. B

Si dans ce dernier théoréme, I’ensemble stable I considéré est formé de deux
sommets x et y alors, on peut effectuer la recherche d’un e. s. de G, de poids
supérieur & celui de S, dans le graphe G, ,=(X, VU {[x, y]}).
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