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POTENTIELS SUR UN GRAPHE NON CONJONCTIF
ET ANALYSE D'UN PROBLEME D’ORDONNANCEMENT
A MOYENS LIMITES (%)

par J. ErscHLER, G. FonTaN et F. RouBeLLAaT (1)

Résumé. — Cet article traite du probléme d’ordonnancement de projets en présence de limitations de
moyens et de durées allouées. La modélisation du probléme s’effectue @ I'aide d’un graphe potentiels-
taches non conjonctif. Les conflits pour Uutilisation des moyens introduisent un aspect combinatoire (ou
séquentiel) dans le probléme, cet aspect apparaissant dans les groupes d’arcs non conjonctifs du graphe.
Une méthode d’analyse s’appuyant sur la transformation du graphe est proposée. Elle permet de
caractériser sur le plan temporel (marges) et séquentiel (contraintes de séquence portant sur des taches
en conflit) Pensemble des ordonnancements admissibles. Ces informations, comparables d celles qui sont
obtenues par les méthodes d chemin critique en I’absence de limitation sur les moyens, sont destinées d
Jjouer un réle d’aide a la décision pour la conception et la conduite de I'ordonnancement.

Abstract. — This paper deals with the multiprojects scheduling problem with limited resources and
duration. A non conjunctive potentials-activities graph is used as a model. Conflicts associated with
activities using the same resource give the problem its combinatorial (or sequential) aspect, which is
modelled by using non conjunctive groups of arcs in the graph. An analysis method, based on a
transformation of this graph, is proposed. It makes possible to characterise the set of admissible
schedules in a time aspect (margins) as well as in a sequential aspect (sequencing relations between
conflicting activities). This information, comparable with the one which is obtained when using the
critical path methods for problems without resource limitation, can be viewed as a decision aid tool for
the design and control of the activities scheduling.

1. INTRODUCTION

Les meéthodes a chemin critique tiennent dans le domaine de ’ordonnance-
ment une place fondamentale, tant d’un point de vue théorique que pratique ({1,
6, 9]). Ceci semble di au fait que ces méthodes ne se limitent pas a la recherche
d’un ordonnancement qui minimise la durée totale d’exécution. En effet, elles
permettent également de caractériser, a travers les notions de dates limites et de
marges, I’ensemble des ordonnancements compatibles avec cette durée totale.

Ainsi ce n’est pas tant Poptimisation d’un critére (durée totale) que la
caractérisation de l’ensemble des solutions admissibles en présence d’un
ensemble de contraintes (parmi lesquelles une durée totale allouée, qui peut étre

(*) Regu en juillet 1978.
() Laboratoire d’automatique et d’analyse des systémes du Centre national de la Recherche
scientifique, Toulouse.

R.ALR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research, 0399-0842/1979/363,$ 4.00
© Bordas-Dunod )



364 J. ERSCHLER, G. FONTAN, F. ROUBELLAT

prise minimale ou non) qui constitue 'intérét principal de ces méthodes. Ceci
s’explique par le fait que les modéles utilisés dans ce domaine ne représentent que
certains aspects de la réalité (les plus objectifs et les plus faciles 3 modéliser); dans
ces conditions, il est assez irréaliste de proposer une solution qualifiée d’optimale
et qui, pour le probléme réel, peut s’avérer peu intéressante voire inapplicable.
Par contre, la prise en compte des objectifs a travers des contraintes et la
caractérisation de I’ensemble des solutions admissibles compte tenu de ces
contraintes, permet de mettre en évidence les degrés de liberté dans la fagon de
résoudre le probléme et de faire apparaitre éventuellement les points critiques.

Dans cette optique, les méthodes a chemin critique citées précédemment
apportent des éléments de réponse satisfaisants pour ’ordonnancement de
taches en I’absence de limitations sur la quantité de moyens disponibles. La
présence de telles limitations introduit un aspect combinatoire li¢ aux conflits
intervenant entre tiches utilisant un méme moyen. Les notions de marges et de
dates limites ne suffisent plus a caractériser I’'ensemble des ordonnancements
admissibles. Les méthodes proposées pour traiter ces problemes se limitent a la
recherche d’une solution soit optimale, soit présumée satisfaisante vis-a-vis d’un
ou plusieurs critéres ([2, 8]).

Nous nous intéressons dans cet article a la caractérisation de I’ensemble des
ordonnancements admissibles pour une certaine classe de problémes avec
limitations sur les moyens. Les caractéristiques ainsi obtenues sont destinées a
jouer un réle d’aide a la décision pour la résolution du probléme.

2. DEFINITION DU PROBLEME

Il s’agit de guider I’exécution de n projets; chaque projet i est constitué de g;
taches.
Une tache est notée (i, j ) ou i est le numéro du projet auquel elle appartient et j

son numéro au sein du projet. Elle ne peut étre interrompue et est caractérisée
par :

— sa durée p;j; _

— l’ensemble K;; des moyens nécessaires a son exécution;

— les quantités gf;(k € K;;) de moyens a mettre en ceuvre pour son exécution;

— sa date de début ¢;;.

Les caractéristiques p;;, g%, K;; sont supposées connues, p;; et q; supposées
constantes (>0); t;; est la seule caractéristique inconnue.

L’exécution des taches est soumise aux contraintes suivantes :

1° Contraintes internes de cohérence technologique. Ces contraintes expriment
les interactions entre les taches des projets. Elles sont supposées exprimables par

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



POTENTIELS SUR UN GRAPHE NON CONJONCTIF 365

une conjonction d'inégalités de potentiels [9] portant sur les dates de début de ces
taches, soit :
tow— L2 i},
ou ajf’=Cte.
On suppose, par ailleurs, que chaque projet posséde une tache initiale (i, 1) et
une tache finale (i, g;), réelles ou fictives, et telles que

L2t ..
=it }Vz,]_.
tigi+pigigtij+pij

2° Contraintes externes de dates limites. Ces contraintes imposent a chaque
projet i une date de début au plus tét r; et une date de fin au plus tard d;.
L’introduction d’une tache fictive (0, 0) dont la date de début est prise pour
origine des temps permet d’exprimer ces contraintes par une conjonction
d’inégalités de potentiels de la forme
tiy —loo 2 7i,
tOO - tigi gpig,- —di'

3° Contraintes externes de limitation de cumul des moyens. Chaque moyen k
est supposé disponible en quantité limitée ¢* constante dans le temps.
Une solution a ce probléme est appelée ordonnancement et est entiérement
définie par ’ensemble 7 tel que
T= {tU/i=1’ e .oy Vl;j=1, ey gi}'

Un ordonnancement est dit admissible lorsqu’il satisfait & I’ensemble des
contraintes ci-dessus.

3. MODELISATION DES CONTRAINTES DE LIMITATION DU CUMUL DES MOYENS

Soit I un ensemble de taches dont la réalisation nécessite 1’utilisation d’un

moyen k, et tel que
Z q;‘j >q~.
G.j)el

Les taches constituant ’ensemble I ne peuvent &tre exécutées simultanément,
c’est-a-dire que deux taches au moins parmi celles-ci doivent étre exécutées sur
des intervalles de temps disjoints. Ceci peut s’exprimer en disant qu’une inégalité
de potentiels au moins parmi celles de I’ensemble H (I) suivant doit étre satisfaite

HID)={ty—tywZpou/(i. j), v, w)el }.

Pour exprimer ’ensemble de ces conditions sans redondance, on peut se limiter a
des ensembles I minimaux notés I, et appelés « ensembles critiques de taches »

vol. 13, n° 4, novembre 1979



366 J. ERSCHLER, G. FONTAN, F. ROUBELLAT

[7]; ces ensembles peuvent &tre définis ainsi : 3k tel que ) q’i‘j>q" et ﬂ k' et
@ ek
I'cl, tels que Y ¢;>g¢“. Le symbole c est retenu pour I'inclusion stricte,
@ jer

I’inclusion au sens large étant notée <.

Soit £, ’ensemble des ensembles critiques de tiches associés au probléme
défini en 2.

Les contraintes de limitation du cumul des moyens sont modélisées par un
ensemble d’ensembles d’inégalités de potentiels #°={H°(I,)/I.€.#.}, une

inégalité au moins devant étre satisfaite dans chaque ensemble H®([,).

4. GRAPHE POTENTIELS-TACHES NON CONJONCTIF ASSOCIE AU PROBLEME

Compte tenu de ce qui a été montré précédemment, le probléme défini en 2 est
modélisable par un graphe potentiels-tiches non conjonctif [9] G° (X, U, #°)
ou:

— X est I’ensemble des sommets

X={(0,0),3j)i=1,....mj=1,...,9}:

— U° est I’ensemble des arcs : un arc [(i, j), (v, w)] appartient & U° dés qu’il
existe, dans la définition du probléme présentée aux paragraphes 2 et 3, une
contrainte faisant intervenir 1’inégalité de potentiels t;;—¢,,=af/’;

— %9 est I'ensemble des groupes d’arcs non conjonctifs : un groupe d’arcs
non conjonctif F°(I.), associé a chaque ensemble H®(I,), est défini par : [(i, j),
(v, W€ F°(I,) si [t,,—t;j=pi)e H°(I,). Donc F°(I)c U°.

A chaque arc du graphe est associée une longueur égale a la valeur du second
membre de I'inégalité de potentiels qu’il représente.

A chaque sommet (i, j) de ce graphe, on associe un potentiel ¢;; qui représente
la date de début de la tache (i, j).

Soient :
USe= U F°,
Flez®
U(c) =U°%- UI(\)ICr
UY est la partie non conjonctive de U°, U2 est la partie conjonctive de U°.
Un ensemble de potentiels 7 sur le graphe non conjonctif ainsi défini est un
ensemble de valeurs

T={t,,/t00=0; l=1, P n;j=1, .. "gi}
telles que

VIG Jj), (v, w)]eU2 = t,,—t;2al’,
VF°eZ°, 3[(,j) (v, w)]eF°® tel que t,,—t;2p;;.

R.A.1.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



POTENTIELS SUR UN GRAPHE NON CONJONCTIF 367

Un ensemble de potentiels sur le graphe G° correspond a un ordonnancement
admissible pour le probléme défini en 2.

REMARQUES : 1. Le graphe G°, tel qu’il est défini, peut étre un multigraphe. En
effet, une contrainte de cohérence technologique peut faire intervenir une
inégalité telle que

Low— tijg a;ju

et par ailleurs (i, j) et (v, w) peuvent appartenir & un méme ensemble critique de
taches, ce qui fait intervenir 'inégalité de potentiels

lyw— tijépiﬁ

Si a}’ = p;;, le groupe non conjonctif associé & I’ensemble critique contenant
(i, j), (v, w) peut étre supprimé.

Par contre, si af/’ < p;;, les deux arcs de longueurs a}” et p;; reliant (Z, j) a (v, w)
doivent étre conservés et on est alors en présence d’un multigraphe, ou plus
précisément d’un 2-graphe (multigraphe tel qu’il y ait au plus deux arcs reliant
dans un sens deux sommets), tel que, lorsqu’il y a deux arcs dans un sens entre
deux sommets, I'un appartient a la partie conjonctive du graphe et I'autre & la
partie non conjonctive du graphe. Par la suite, nous parlerons simplement de
graphe, les développements restant valables dans le cas plus général d’un
2-graphe, la distinction entre deux arcs relatifs & un méme couple de sommets se
faisant alors a travers les aspects conjonctifs et non conjonctifs.

2. Par la suite, lorsque nous parlons de graphe sans préciser, il s’agit d’un
graphe non conjonctif défini par un triplet (X, U, &). Dans le cas particulier ou
F=0Q, il sera précisé qu’il s’agit d’un graphe conjonctif avec la notation
G.(X, U).

5. CARACTERISTIQUES TEMPORELLES. CARACTERISTIQUES SEQUENTIELLES

Un ordonnancement admissible est entiérement caractérisé par I’ensemble 7.
Cependant 1’admissibilité implique la résolution des conflits pour I'utilisation
des moyens. Une telle résolution s’effectue en satisfaisant au moins une inégalité
de potentiels dans chaque ensemble H°(I..). Ceci se traduit au niveau du graphe
par la prise en considération d’au moins un arc dans chaque groupe non
conjonctif FO(1,).

Ceci améne a définir, pour un graphe tel que G°(X, U°, #°), la notion de
systéme minimal représentatif R® [9] ou R° est un ensemble d’arcs tel que
VF°eF° FOARO+£Qet AR R tel que VF°e F°, FO N RY Q.
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368 J. ERSCHLER, G. FONTAN, F. ROUBELLAT

Donc un systéme représentatif R° est minimal si et seulement si pour tout arc u
de R, il existe F®e #° tel que F° N R°= {u}.

Un systéme minimal représentatif correspond, pour notre probléme, a une
résolution sans redondance de I’ensemble des conflits représentés par #°. Or
cette résolution s’effectue en ordonnant entre elles certaines taches. R® définit
ainsi une « séquence », ou constitue une caractéristique séquentielle pour le
probléme d’ordonnancement.

Supposons maintenant qu’il existe un ensemble de potentiels sur le graphe
conjonctif G2 (X, UQ) et, considérons le graphe conjonctif G2 (X, U2 L R?). S'il
existe un ensemble de potentiels sur ce graphe, le systéme minimal représentatif
R® est dit compatible et la séquence associée est dite admissible. L’ensemble
J (R® des ensembles de potentiels sur le graphe représente un ensemble
d’ordonnancements admissibles ayant méme caractéristique séquentielle. A ces
ordonnancements, on peut associer des caractéristiques temporelles correspon-
dant aux dates limites définies par les ensembles de potentiels minimum A (R%) et
maximum A’(R°) sur le graphe G2(X, U2 U R") tels que

A(R0)={7\.00=0, A.U/l=l, ey n;j=1, .H,gi},
AI(R0)={)N€)0:0, }\.,’J/l=1, ey n;j=1, ""gi}

et

VT:{to():O, tll/l=1' . .,}’I;j=l, ey g,}eﬂ-(RO) = }\.ljétl_]é)\.l

ijs

A;; représente la date de début au plus tot de la tiche (i, j) dans la séquence, Aj;
représente la date de début au plus tard de la tiche (i, j) dans la séquence.

6. CARACTERISATION DES SEQUENCES ADMISSIBLES

Pour les ordonnancements admissibles associés 4 une méme séquence
admissible, on peut aisément définir des caractéristiques temporelles
représentées par des dates limites qui correspondent aux ensembles de potentiels
minimum et maximum sur un graphe conjonctif. La caractérisation des
ordonnancements admissibles nécessite donc avant tout la caractérisation des
séquences admissibles. Or ces séquences admissibles ne sont pas explicitement
représentées dans le graphe G° (X, U°, #°). En effet, sur ce graphe, tout systéme
minimal représentatif n’est pas compatible. Les contraintes de dates limites en
particulier restreignent les possibilités de résolution des conflits. Il convient
donc, par un traitement approprié du graphe G°(X, U°, #°) d’expliciter les
possibilités réelles “de résolution des conflits, c’est-a-dire celles qui sont
compatibles avec I’ensemble des contraintes.

R.A.ILR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



POTENTIELS SUR UN GRAPHE NON CONJONCTIF 369
6.1. Systéme minimal représentatif compatible

Comme nous I’avons vu en 5, lorsqu’il existe un ensemble de potentiels sur
G2(X, UQ), un systéme minimal représentatif R° est compatible s’il existe un
ensemble de potentiels sur G2 (X, U2 U R%. Or il existe un ensemble de
potentiels sur un graphe conjonctif si et seulement s’il n’existe pas de circuit de
longueur positive dans ce graphe [9].

Ainsi, plus généralement, nous dirons qu’un systéme minimal représentatif R°
est compatible lorsqu’il n’existe pas, dans G2(X, U2 U R°), de circuit de
longueur positive contenant au moins un arc de R°. Ceci permet de définir un
systtme minimal représentatif compatible méme lorsqu’il n’existe pas
d’ensemble de potentiels sur G2 (X, U2).

6.2. Systéme incompatible minimal

Nous appelons systéme incompatible minimal r® un ensemble d’arcs tels que :

— 3 un systéme minimal représentatif tel que r° < R°, r®#Q;

— 3Jdansle graphe conjonctif G2 (X, U2 U r°) un circuit de longueur positive
contenant ro;

— 77°<r° tel que 3 dans G2(X, U2 U #°) un circuit de longueur positive
contenant r'°,

r® représente une résolution partielle et minimale des conflits pour I'utilisation
des moyens, qui entraine a elle seule I'incompatibilité.

6.3. Groupes non conjonctifs associés a un systéme incompatible minimal

Considérons un systéme incompatible minimal r® associé au graphe
G°(X, U° #°). Soit u un arc de r°, J(u) ’ensemble des indices des groupes
d’arcs non conjonctifs qui contiennent u et #° (1) ’ensemble des groupes d’arcs
non conjonctifs contenant u :

FOwy={F?w/ieJ(u)}.

L’interdiction de la conjonction des arcs de r° implique 1’obligation de prendre
aumoins un arc appartenant a la réunion F (r® des compléments des arcs u e r°
par rapport a un des groupes non conjonctifs auxquels ils appartiennent. On
peut écrire :

F (%= |J (F?(w)—u) avec i€c

uer®

Jj’

ol ¢; est la combinaison des indices i intervenant dans ch(;7°). Si % (r°) est
I’ensemble de ces combinaisons d’indices ¢; obtenues en prenant pour chaque
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370 J. ERSCHLER, G. FONTAN, F. ROUBELLAT
uer® un élément de J (1), on a

F (%)= {F, (r)/c;e € (r°)}.

6 .4. Transformation d’un graphe non conjonctif

Les différentes notions présentées dans les paragraphes précédents sont
définies sur le graphe G°(X, U°, #°). Ces notions restent valables pour tout
graphe non conjonctif G(X, U, &) et en particulier, dans ce qui suit, pour les
graphes G' (X, U’, ') obtenus par transformation du graphe G° (X, U°, #°).

Soit I' la transformation définie sur I’ensemble des graphes non conjonctifs
G(X, U, #) et qui associe a tout graphe G (X, U’, #*) un graphe

I“(GL(X, Ui, g;i))____Gi-kl(X’ Ui+1, g:i+1).

G'*! est obtenu, & partir de G :

— en introduisant, pour tout systéme incompatible minimal r* de G'
I’ensemble des groupes d’arcs non conjonctifs & (r) défini en 6.3;

—. en supprimant tout groupe non conjonctif qui inclut un autre groupe non
conjonctif ou un arc de la partie conjonctive.

Lorsqu’un groupe non conjonctif nouveau se réduit a un seul arc, il est
considéré comme appartenant a la partie conjonctive du graphe.

La transformation I' posséde les propriétés suivantes :

1° elle conserve l'ensemble des ensembles de potentiels. En effet,
Pintroduction de nouveaux groupes découle logiquement d’incompatibilités
existant dans le graphe initial et les simplifications par inclusion ne modifient pas
I’ensemble des systémes minimaux représentatifs;

2° pour tout graphe initial G°(X, U°, #9), il existe n fini tel que :

GO (x, U°, #9)=1"[G°(X, U°, #9).

L’ensemble U° étant fini, ’ensemble des parties de 1% 0 est également fini.
L’ensemble des groupes non conjonctifs qu’il est possible de générer est donc fini.
De plus, lorsqu’un groupe non conjonctif est supprimé par inclusion, il ne peut
réapparaitre dans une application ultérieure de la transformation. On peut donc
affirmer qu’aprés un nombre fini n d’applications de T, il n’est plus possible
d’introduire de nouveau groupe non conjonctif;

3° si GI(X, U, FHY=T[G'Y(X, U™}, #i7Y)), alors : UicU' ™1,

En effet, les groupes non conjonctifs qui sont générés sont constitués d’arcs
existant dans le graphe initial. Par ailleurs, certains arcs peuvent disparaitre a la
suite de simplifications par inclusion.

R.A.IR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



POTENTIELS SUR UN GRAPHE NON CONJONCTIF 371
6.5. Graphe résolu

THEOREME : A tout graphe G° (X, U°, #°) il est possible d’associer un graphe
G*(X, U*, F*) tel que :

— U*cU%

— DPensemble des ensembles de potentiels sur G* est identique a I’ensemble des
ensembles de potentiels sur G°;

— tout systéme minimal représentatif de G* est compatible. G* est appelé
« graphe résolu » associé a G°.

Démonstration : Considérons le graphe G"(X, U", #") déduit de G° par n
applications successives de la transformation I' définie en 6.4 et tel que :

riGghx, vt #n=6"(X, u", #n.

Montrons que G” est un graphe résolu associé a G°. D’apreés les propriétés de la
transformation I', on a :

- UreUY%

— P’ensemble des ensembles de potentiels sur G” est identique a I’ensemble des
ensembles de potentiels sur G°.

Pour que tout systéme minimal représentatif de G” soit compatible, il faut et il
suffit qu’il n’existe pas dans G" de systéme incompatible minimal. Montrons que
de tels systémes ne peuvent exister dans G".

Soit r" un systéme incompatible minimal, inclus dans un systéme minimal
représentatif R" de G”".

Yuer", il existe au moins un groupe non conjonctif F (1) contenant u et qui
n’est représenté dans R" que par u. Comme r" est incompatible et que
I’application de I' & G" ne permet pas d’introduire de nouveau groupe non
conjonctif, on peut affirmer qu’il existe dans #" un groupe non conjonctif F (")

tel que F (r") < U [F () —u]. Ce groupe devant étre représenté dans R", il existe
uer"

donc un groupe F (1) qui est représenté dans R” par un arc différent de u, ce qui est
en contradiction avec la définition de F (u). Il ne peut donc exister de systéme
incompatible minimal dans G". G" est donc un graphe résolu associé a G° :

G*=G".

CoROLLAIRE : Lorsqu’il n’existe pas d’ensemble de potentiels sur un graphe non
conjonctif G°(X, U°, £#°), il existe un circuit de longueur positive dans la partie
conjonctive du graphe résolu associé a G°.

Ceci est évident puisqu’il n’existe pas d’ensemble de potentiels ni de systéme
incompatible minimal dans le graphe résolu associé.
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372 J. ERSCHLER, G. FONTAN, F. ROUBELLAT
6.6. Application a la caractérisation des séquences admissibles

Le graphe résolu obtenu ci-dessus exprime les conditions de séquence entre
taches imposées par la résolution des conflits pour l'utilisation des moyens,
compte tenu de I’ensemble des contraintes du probléme. Il caractérise donc bien
I’ensemble des séquences admissibles. La recherche du graphe résolu peut se faire
par des transformations du graphe plus élémentaires que I', en considérant a
chaque pas un systéme incompatible minimal particulier. Dans cette optique, il
est intéressant de faire intervenir en priorité des systémes qui provoquent des
simplifications de la structure du graphe (suppression d’arcs, enrichissement de
la partie conjonctive). Ceci doit permettre d’alléeger la procédure de
détermination du graphe résolu. On peut noter que les conditions obtenues en
cours de procédure constituent des conditions nécessaires d’admissibilité des
séquences et qu’elles peuvent 2 ce titre présenter un intéreét.

Lorsqu’il n’existe pas d’ensemble de potentiels sur le graphe G° (X, U°, #9),
le graphe résolu est tel qu’il existe un circuit de longueur positive dans le graphe
conjonctif G¥ (X, U¥). Le probléme est alors infaisable. Cette infaisabilité peut
cependant apparaitre bien avant, pour un graphe intermédiaire G'(X, U’, ).

7. CARACTERISATION TEMPORELLE DES ORDONNANCEMENTS ADMISSIBLES.
RECHERCHE DES SYSTEMES INCOMPATIBLES MINIMAUX. PROCEDURE ITERA-
TIVE POUR LA CARACTERISATION DES ORDONNANCEMENTS ADMISSIBLES

11 n’est pas possible sur un graphe non conjonctif G (X, U, &) de définir des
ensembles de potentiels minimum et maximum. On peut tout au plus définir des
ensembles de valeurs extrémes prises par les potentiels pour I'ensemble des
séquences admissibles. Ces valeurs ne sont pas simples a déterminer tant que les
séquences admissibles sont inconnues. Il est assez facile, cependant, de
déterminer un ensemble A de minorants de potentiels et un ensemble A" de
majorants de potentiels tels que :

A= {800, Sij/800=0’ Sijé minti,-; i=1, ey n;j=1, ey, gi}r

TeT
A'= {850, 8/;/860=0, 8;=maxt; i=1, ..., n;j=1,..., 9;},
TeT
ou J est I’ensemble des ensembles de potentiels sur le graphe G(X, U, ).
Les ensembles de potentiels minimum et maximum sur le graphe conjonctif
G (X, U, constituent des ensembles de minorants et de majorants de potentiels
pour le graphe G(X, U, #). Cette caractérisation temporelle approchée des
ordonnancements admissibles peut étre utilisée pour la recherche de systémes
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incompatibles. En effet, considérons dans le graphe G (X, U, %) un chemin €%}
reliant le sommet (i, j) au sommet (v, w). Soient : L{”, la longueur du chemin
%%"; 6;;, un minorant du potentiel ¢;;; d;,, un majorant du potentiel t,,,.

Alors, si 8;,—98;;<L{", les arcs de %}/ qui appartiennent 4 la partie non
conjonctive de U constituent un systéme incompatible. Le systéme incompatible
ainsi obtenu entraine une transformation du graphe en introduisant des
contraintes supplémentaires pour la résolution des conflits. Ces contraintes
supplémentaires peuvent dans certains cas permettre d’affiner les valeurs des
majorants et des minorants de potentiels (par exemple lorsqu’il y a
enrichissement de la partie conjonctive du graphe). On peut ainsi concevoir une
procédure itérative qui travaille par affinements successifs des caractéristiques
temporelles et séquentielles des ordonnancements admissibles. L’affinement
d’un type de caractéristique se répercute sur ’autre et vice versa, ce qui permet
d’accélérer la procédure de recherche du graphe résolu, et plus concrétement des
caractéristiques des ordonnancements admissibles.

8. ENSEMBLES CRITIQUES DE TACHES EN CONFLIT

Les taches intervenant dans un méme ensemble critique peuvent, compte tenu
de leur localisation temporelle, ne jamais se trouver simultanément en cours
d’exécution. Ainsi, ces tdches ne sont pas vraiment en conflit et il n’est pas utile,
pour I’analyse du probléme, de prendre en compte I’ensemble critique de taches
correspondant. Il peut alors en résulter une simplification importante dans
I’analyse du probléme.

8.1. Taches relativement ordonnées

Dermnition : Deux taches (i, j) (v, w) sont dites relativement ordonnées s’il
existe dans le sous-graphe partiel conjonctif G ({ X —(0, 0)}, U, soit un chemin
reliant le sommet (i, j) au sommet (v, w) et de longueur L{}* = p;;, soit un chemin
reliant le sommet (v, w) au sommet (i, j) et de longueur LY, 2 p, ...

Deux taches relativement ordonnées ne peuvent se trouver en conflit. Cette

notion est indépendante des dates limites r; et d,.

8.2. Téches absolument ordonnées

DermNiTION : Deux taches (i, j) (v, w) sont dites absolument ordonnées s’il est
possible de déterminer, sur le graphe G*(X, U, %), des minorants de potentiels
d;;, 8,, et des majorants de potentiels &;;, 5,,, tels que

ijr

0:;20wtPow  OU  8,,20;+pi;

Deux taches absolument ordonnées ne peuvent se trouver en conflit. Cette
notion fait intervenir les dates limites 7; et d;.
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8.3. Ensemble critique de tiches en conflit

DeringTION : On appelle « ensemble critique de taches en conflit » un ensemble
critique de taches tel qu’il n’existe pas deux taches de cet ensemble qui soient
relativement ou absolument ordonnées. L’analyse du probléme peut s’effectuer a
partir d’un graphe ou seuls les groupes d’arcs non conjonctifs associés a des
ensembles critiques de taches en conflit sont considérés. Lorsque, par
transformation, le graphe évolue, certaines tiches peuvent se trouver ordonnées
entralnant ainsi la suppression de certains groupes d’arcs non conjonctifs.

9. EXEMPLE ILLUSTRATIF

On considére deux projets comportant chacun 4 taches. Les contraintes de
cohérence technologique sont représentées par les graphes potentiels-tiches
suivants :

(12

(LY
(18

2.2)

@
24

Les longueurs des arcs sont égales aux durées des tdches associées aux
sommets initiaux (contraintes de succession stricte).

Les taches nécessitent l'utilisation de 2 types de moyens k,, k,.

Les durées des taches ainsi que les quantités de moyens nécessaires a leur
réalisation sont indiquées dans le tableau de la figure 1.

Les moyens k, et k, sont disponibles en quantité limitée ¢ =8 et g =9.
Les dates limites de réalisation des projets sont :
ri=2, d; =13,
r, =0, d,=12.
(@) Définition de G°(X, U°, #°).
Il convient de déterminer les ensembles critiques de taches en conflit. Pour
cela, on calcule un premier ensemble de minorants et de majorants de potentiels,
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@i, j) Py g% o
LY. ...... 2 2 1
1,2........ 4 2 1
@3 ... 4 3 4
1,4 . ...... 3 2 2
@2, 1........ 1 2 1
2,2........ 5 4 2
2,3)........ 3 1 4
2,4........ 2 1 7

" Figure 1

en déterminant les ensembles de potentiels minimum et maximum sur le graphe
conjonctif G2 (X, U?) représenté sur la figure 2.
(1,2)

Figure 2

Les valeurs A ;; et A}; de ces potentiels minimum et maximum sont données par
le tableau de la figure 3.

On trouve ainsi 3 ensembles de tdches critiques en conflit
L={1201,3)Q22}, L={(132223}, L={@2 41 3)}
La partie non conjonctive du graphe G° comprend donc 3 groupes d’arcs non
conjonctifs F9, F9, F$ représentés sur la figure 4.
(b) Recherche du graphe résolu.
Les minorants et majorants de potentiels obtenus en (a) permettent de trouver
6 systémes incompatibles minimaux qui se réduisent i un seul arc, soit :
H=01,2)(1,3), =131 2] B$=(12 2
re=01.3) @22, r=0(13)@23 =02 4913)
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(. j) A A
(U 2 4
U N 4 6
@3 4 6
A dy. .. 8 10
@D . 0 4
@2, 1 5
@ 3 1 7
Q4 6 10

Figure 4

Ces systémes incompatibles permettent de simplifier le graphe G° par
suppression des arcs correspondants (ou introduction de groupes d’arcs non
conjonctifs strictement inclus dans les précédents, ce qui est équivalent aprés
simplification).

On obtient ainsi un nouveau graphe G* (X, U*, # ) dont la partie conjonctive
s’est enrichie de I'arc [(1, 3) (2, 4)] et dont la partie non conjonctive, qui
comprend deux groupes F} et F}, est représentée sur la figure 5.

(1.2) (1,3)

Figure 5
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Il est alors possible d’affiner les valeurs des minorants et majorants de
potentiels en prenant en compte l'arc [(1, 3)(2,4)] et le groupe non
conjonctif Fi. Les nouvelles valeurs A}, A{] sont données dans le tableau de la
figure 6.

G.J) T
@D 2 4
02, 4 6
@3 4 6
Qdy 8 10

Q.. 0 0
Q. 1 1
@3 ... 1 7
@) 8 10

Figure 6

Ce nouvel ensemble de minorants et de majorants de potentiels permet de
trouver un nouveau systéme-incompatible minimal se réduisant & un arc :

r1=[2, 3) (2, 2)].

On obtient un nouveau graphe G2 (X, U2, #?) dont la partie conjonctive est
inchangée et dont la partie non conjonctive est représentée sur la figure 7.

Il n’est alors plus possible de modifier les valeurs des minorants et des
majorants de potentiels, ni de trouver d’autre systéme incompatible. On peut
donc écrire :

G*(X, U?, FH=G*(X, U*, F*).

Les minorants et majorants de potentiels obtenus sont les valeurs limites des
potentiels sur I’ensemble des séquences admissibles.

(1.2) (L, 3)

2.2 ~ 7 @23
Figure 7
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11 y a 3 séquences admissibles S,, S,, S; définies par :

§1=[2,2), (1. 3)],
S=[2, 2)(1, 2}, [(2, 2)(2, 3)],
S3=[2, (1, 2], [2, 3)(1, 3)]

10. CONCLUSION

Les résultats présentés dans cet article permettent d’analyser le probléme
d’ordonnancement de projets avec limitation de ressources et de temps alloué.
La caractérisation des ordonnancements admissibles met en évidence les degrés
de liberté disponibles pour ’ordonnancement des tiches, compte tenu de ces
limitations. Ces informations sont destinées & jouer un réle d’aide a la décision
pour la conception et la conduite de I’ordonnancement ([3, 4]).

Ces résultats, de caractére assez général, peuvent conduire & la définition de
procédures d’analyse plus structurées pour des problémes particuliers comme le
probléme d’ordonnancement d’atelier dans lequel les contraintes de moyens
sont telles que tout ensemble critique de tiches est constitué de deux taches
(contraintes disjonctives) ([3, 5]).
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