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Breves Communications

COUTS MOYENS
DE CIRCUITS HAMILTONIENS DE K, (*)

par Abdelkader Lanrich (})

Résumé. — En transposant la notion de graphe réduit introduite par Lemaire [3], a un graphe
complet valué orienté, on donne simplement les coiits moyens des circuits hamiltoniens empruntant
un ensemble d'arcs A et évitant un ensemble d'arcs B.

Abstract. — In transposing the notion of “‘reduced graph” introduced by Lemaire [3], to a directed
weighted and complete graph, we give easily the average costs of hamiltonien circuits passmg by aset of
arcs A and avoiding a set of arc B.

Pour résoudre le probléme du voyageur de commerce dans un graphe complet
K, valué et symétrique, Vo-Khac-Khoan [5] introduit la notion de colit moyen
(colt régularisé) des cycles hamiltoniens. Dans [3], Lemaire calcule les cofits
moyens des cycles hamiltoniens de K,, empruntant une, deux, ou trois arétes
données et évitant une aréte fixée.

Pour démontrer leurs résultats, ces auteurs utilisent des dénombrements
combinatoires. En transposant la notion de graphe réduit, introduite par
Lemaire [3], 4 un graphe complet valué orienté, on donne simplement les colits
moyens des circuits hamiltoniens empruntant un ensemble d’arcs A et évitant
un ensemble d’arcs B.

I. COUT MOYEN DES CIRCUITS HAMILTONIENS (c. h.) DE X,

Soit K, un graphe complet de n sommets, orienté, valué dans R. Le cofit de
Yarc (i, j) sera noté C;;, avec C;=0 par convention.
On pose : I'=) C;; (notation de Vo-Khac [5]).
L7
Le nombre d’arcs de K, a 'exclusion des boucles, est égal & n (n—1); on peut
alors définir le colit moyen (x > d’un arc : {x >=1I"/n (n—1). Un c. h. emprunte
n arcs de K,,. Les arcs jouent des roles symétriques. Donc, on peut déduire que
le colit moyen { C ) des ¢. h. de K, (espérance mathématique de la valeur d’un
c. h. tiré au hasard) est égal a

(*) Re¢u mai 1977.
(') Institut de programmation, Université de Paris-VI,
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200 A. LAHRICHI
d’ou
LemMe 1 : {C>=T/(n-1).

Par un calcul combinatoire dont l'extension a notre cas est immédiate,
Lemaire [4] trouve le méme résuitat dans un graphe complet non orienté.

II. GRAPHE REDUIT DE K, PAR RAPPORT A 4

Soit A un ensemble de h arcs, formant k chemins élémentaires : ces chemins
n’ayant aucun sommet en commun ( fig. 1).

Figure 1

Notons :

E={E,;} =ensemble des « entrées » des chemins de A4; card E=k.
S={S,} =ensemble des « sorties » des chemins de 4; card S=k.

M= {1,} =ensemble des sommets « intermédiaires » des chemins de A.
On montre aisément que : card M=h—k.

Contractons chacun des k chemins élémentaires [E;...S;] en un sommet
fictif F;. Illustrons cela par la figure 2 (K,).

Figure 2

Un c.h. de K, contenant A.

avec A= {67, 71, 34} Le c. h. correspondant dans K, (4).
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On obtient ainsi un graphe orienté¢ K (A), complet, de n—h sommets. En
effet, 1a contraction de chaque arc de A supprime un sommet. K (4) sera appelé
graphe réduit de K, par rapport a A (c¢f. Lemaire [3]).

11 sera valué par des cotits C, ,, de la fagon suivante :

C,=C pour i¢E et j¢S.
C;, szci, Ej

4 =C
CFj,k—CSj,k'

ij

Remarque : Le nombre de c. h. empruntant globalement les arcs de A dans
K, (N ) est égal au nombre de c. h. de K (4) d’ou :

LEMME 2 : N, = (n—h—1)!

III. COUT MOYEN DES c. h. EMPRUNTANT 4 DANS K,
Notons :

¥ (A)=1la somme des coiits des arcs formant A;
r,=) C; dans K (4);

(C >;:A)=coﬁt moyen des c.h. dans K (4);
{C,>=colt moyen des c. h. empruntant 4 dans K,

THEOREME 1 :

(Cad> =y U+ —A—.

Démonstration : Le colt de tout c. h. de K, empruntant les h arcs de A, est
égal a la somme vy (A4) des cofits des arcs de 4 d’une part, et du cotit d’un c. h.
du graphe réduit d’autre part. Comme les c. h. de K, empruntant A sont en
en bijection avec les c¢. h. de K (A4), on déduit :

CC> =y A+ <C>K(A)'

Or d’apres le lemme 1 : {C )y =T,/(n—h—1) d’ou le théoréme 1.
Exemple : Calcul de {C;;>.

Notation : I''= Y C,,,IT7 =Y Cj;, X=ensemble des sommets de K,.

m=1 j=1
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202 A. LAHRICHI
Dans ce cas, A se réduit au seul arc (ij), M=, E={i}, S={j}, h=1:
T,= Y Y Cu=Cu=T-T/-T7+C;—C,
reX—{i} s€X—{j}
d’ou
T—T} T +C,—C,
n—2

<Cij> =Cij+

Dans le cas d’un graphe non orienté C;;=C
alors la formule de Vo-Khac [5] :

i dou ;" =I"7 =T;. On retrouve

r-r,-T,

.

<Cij>=cij+ n—2_

1V. COUT MOYEN DES c. h. EMPRUNTANT A (4 ARCS) ET EVITANT AU MOINS UN ARC
DE B

K, est orienté

Soit B’ (p arcs) 'ensemble des arcs de B « restant » dans K (A4).
Notons :
{Cg, >k (4y=c0lt moyen des c. h. de K (4) évitant au moins un arc de B'.

{C 5> =colt moyen des c. h. de K passant par 4 et évitant au moins un
arc de B.

On a aisément
CCu>=<Cyup,) =7 A+ <C§’>K(A)-

Or les N, c.h. de K (A) sont constitués de N 5 c. h. passant par tous les
arcs de B’ et de N,— N 45, c. h. évitant au moins un arc de B’, d’ou

NA<C>K(A)=NAB/ < CB/ >K(A)+(NA—NABI)<C§I>K(A)'

On en déduit :

LemMmE 3
NA<C>K(A)_NABI<CB/ >K(A)_

C>=v (4)+
CCu>=7(A4) N.—N.,

D’aprés (§ 11)

r
N =(m—h=1)!, N g, =(n—h=p—1)1,  <(C> “‘A’:FfiT’
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coUTS MOYENS DE CIRCUITS HAMILTONIENS DE K, 203

1—‘AUB/
Cg, =y (B)+ - —5"2
(Cs,okmy=Y( )+n—h—p—l

En remplacant dans le lemme 3, chaque terme par sa valeur, on aboutit a :

THEOREME 2 :

n—h-2)'I'y—(n—h—p—2)!T ;5 —(n—h—p—1)1y (B)

(Cupr> =7 (A)+ (h—h—1)!—(n—h—p—1)!

Application

Calculons {Cg;» dans K, (orienté). Dans ce cas : A=0, vy (4)=0, T',=T,
I“AUB,=1",-J-=1“—F,-+—I“]T+Cij—Cji, h=0, p=1, v (B)=C;;

En remplagant dans le théoréme 2 chaque terme par sa valeur on trouve

(n=3) T+ +I)=n=1)Cy+C;

(Cyp>= =2

K, non orienté

Le raisonnement se fait comme pour le théoréme 2. Soit a (resp. b) le nombre
de sommets intermédiaires (degré 2) des chaines formées par les h (resp. p) arétes
de A (resp. B'). D’aprés le théoréme 2 de Lemaire [3] : N ,=(n—h—1)12"7°71
N =(n—h—p—1)12"Fp-@th=1

En remplagant dans le lemme 3 N, N g, <C >4, <Cg, >k Par leurs
valeurs, on trouve :

THEOREME 3 :

(Cuqm> =7 (A)+

(ni—h—2)'T ,—(n—h—p—2)12°"T, y,—(n—h—p—1) 127"y (B")

(n—h—1)!'—(m—h—p—1)12°7°

Application

Calculons { C;7) dans K, (non orienté). Dans ce cas, A=, v (4)=0,I',=T,
[y p=Ty=T=T,—T, h=0, p=1, b=1.
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204 A. LAHRICHI
En remplacgant dans le théoréme 3, on retrouve :

_Tn—9+2([T+I)-2C;(n-2)
(C>= S (¢ [4D.
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