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Breve communication

TRANSFORMATION
DU PROBLEME DE PARTITIONNEMENT
EN UN PROBLEME D'ENSEMBLE STABLE
DE POIDS MAXIMAL (*)

par Alain BrLLiONNET (1)

Résumé. — Nousmontrons, dans cet article, que le probléme de partitionnement peut se poser comme
la détermination de. ensemble stable, de poids maximal, dans un graphe. Cette approche permet
d’envisager la résolution du probléme de partitionnemént par un algorithme de graphes et conduit d une
formulation inhabituelle de ce probléme.

1. INTRODUCTION

Considérons le probléme de partitionnement PP :
minimiser z=cx,
avec
Ax=e, x;=0 ou 1,
ou A=(a;,) est une m x n matrice donnée et telle que a;;=0 ou 1; e, un mx 1

vecteur dont tous les éléments sont égaux a 1; ¢, un 1 x n vecteur a coefficients
positifs connus; x, le vecteur n x 1 des inconnues X;.

Nous montrons, ici, que la résolution du probléme PP peut se ramener a la
recherche de I’ensemble stable de poids maximal (e.s. p. m.) dans un graphe et
nous en déduisons un probléme équivalent PP’.

2. GRAPHE ASSOCIE AU PROBLEME PP

Associons aux données du probléme PP le graphe simple G =(X, V) défini de
la fagon suivante :

X={xy, %3, ... %, };
[x,.x]JeV < 3Jie{l,2,...,m} telque g,.a,=1.
i=m

Appelons p, (x)= Y a; le poids du sommet x;.
i=1

(*) Regu septembre 1977.
(*) Institut d’Informatique d’Entreprise-C.N.A.M.
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3. PARTITIONNEMENT ET STABILITE

Considérons d’abord le probléme réduit qui consiste a trouver un
partitionnement sans tenir compte de la fonction économique.

LEMME 1 : Le probléme A x=e admet une solution si et seulement si il existe,
dans G, un ensemble stable, S, de poids m. Cette solution est alors définie de la
fagon suivante : x;=1<>x;€eS.

Preuve : a) condition nécessaire. Considérons une solution s du probléme

Ax=e:x; =X = =X; =1 x; +1_x1,+z_ L=X; =(0. Soit S le sous-
ensemblc de X formé des sommets Xjo Xjpo e o0 X5 Vk le{1,2,...,p},
J¢ V.S estdonc stable. Soit E;, ]-—1 2 , n,l ensemble des equations

ou apparalt la variable x;
Py(8)=p, (x;)+p, (x; )+ ... +py ()= E; |+ |E, [+ ... +|E; |
On a donc P, (S)=m puisque E iy Ejz’ Ce EJ.l forment une partition de E

(ensemble des équations du probléme);

b) condition suffisante. Soit S= {le . X } un ensemble stable de

i "

poids m. Les ensembles E; E, ., E; sont deux 2 deux disjoints et forment

une partition de E puisque |E I + |E r+ .+ |E; | =m. On en déduit que
P

X =X = .. .—xjp—l, X1 =Xjr= —xjn=0 est bien une solution

de Ax=e.

LEMME 2 : Le poids de tout ensemble stable de G est inférieur ou égal a m.
Preuve : Supposons qu’il existe un ensemble stable
={x;, X, qu} tel que P, (Sy)>m.

P (Sg)>m=3ketl(k#)e{l,2,...,q} tels que E; N E; #+Q;
E,nE;+#Q= {x e X5, } €V ce qui est contraire 4 I’hypothése.
On déduit immédiatement des lemmes 1 et 2 les deux théorémes :

THEOREME 1 : Si le probléeme A x=e admet une solution, d tout e.s.p.m. du
graphe G correspond une solution de A x=e et réciproquement.

THEOREME 2 : Si le probléme A x=e n’admet pas de solution, le poids de tout
ensemble stable de G est inférieur a m.
4. MODIFICATION DU SYSTEME DE POIDS ASSOCIE A G

En fait, on ne cherche pas une solution quelconque de A4 x=e mais celle qui
minimise z. Il faut donc sélectionner parmi tous les e.s.p.m. de G celui qui
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correspond au minimum de z. Modifions, pour cela, le systeme de poids associé
a G. Appelons p, (x;) le nouveau poids du sommet x; :

pz(xj)=L.p1 (xj)—cj’

n

L étant un entier supérieurd ) c;.Appelons respectivement &, et &, les deux
i=1

systémes de poids fondés sur le calcul de p, (x;) ou p, (x;). Nous pouvons alors

démontrer que :

LemmE 3 : Tout e.s.p.m. dans le systéme ./, est un e.s.p.m. dans le
systeme &, (la réciproque n’est pas vraie).

Preuve : Soit S un e.s.p.m. dans &, :
P,()=Y [L.p(x)—c]=L.P($)- ¥ c;.
x;€S x;e8

Supposons que S ne soit pas de poids maximal dans &, c’est-a-dire qu’il existe
un ensemble stable S, tel que P, (S,)>P,(S) :

Py (So) =Py (S)=L.[P,(So) =P, (= } ¢;+ X ¢

X;€8, x;e$

donc
P,S0)—P,()ZL— ¥ ¢+ 3 ¢,

x;€8, X;€S

et, puisque L> Z c;, P,(Sy)—P,(S) est positif, ce qui est contraire a
ji=1
I’hypothese.

Nous déduisons aisément du lemme 3 et du théoréme 1 le théoréme suivant :

THEOREME 3 : Si le probléme A x=e admet une solution, d l’e.s.p.m., dans le
systéeme & ,, correspond une solution de Ax=e.

D’aprés ce dernier théoréme, nous pouvons faire correspondre a I’e.s.p.m.,
dans le systéme % ,, une solution, s, de A x =e. Montrons que cette solution est
celle du probléme PP, ce qui permet d’énoncer :

THEOREME 4 : Si le probléme PP admet une solution, I’e.s. p.m. du graphe G,
dans le systeme & ,, correspond a cette solution.

Preuve : Soit S un e.s.p.m. dans le systéme #,.

Supposons qu’il existe une solution s, de 4 x=e, avec z(s,) <z(s). Soit S,
I’ensemble stable correspondant a cette solution :

P,(Sy)= 2 [L'p1(xj)—cj],

X;€8,
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322 A. BILLIONNET

P,(Sg)—P,(S)=L.m— % ¢,;—L.m+ Y ¢;>0,

x;€8, x;€8
ce qui est contraire a I’hypothése.

Le théoréme 4 permet d’envisager la résolution du probléme de
partitionnement par un algorithme de graphes. Cet algorithme devra tenir
compte, pour étre performant, d’une part des caractéristiques générales de
I’e.s.p.m. d’un graphe et, d’autre part, des propriétés particuliéres que possede
I’e.s: p.m. associé au probléme de partitionnement.

5. AUTRE FORMULATION DU PROBLEME PP

On déduit facilement du théoréme 4 que, dans le cas ou PP admet une
solution, les deux problémes PP et PP’ sont équivalents (ont le méme ensemble
de solutions) :

PP

n

minimiser z = 'Zx ¢;X;
Lj=

n n
avec a;x;=1(=1,2,..., m avec a;x;=1 (i=1,2,...
; =

j=1

x_,.=0 ou 1.

PP’
n
L. _ ,
maximiser z = .Zl i x;
i=

J

xj=0 ou I,

m
o _
ou cj—L.kzlakj ¢
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