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UNE AUTRE PREUVE DU THEOREME D’ARROW (*)

par B. MoNJARDET (%)

Résumé. — Nous donnons une démonstration courte de la version la plus classique du théoréme
d’Arrow. Venant aprés bien d’autres preuves, la nétre est basée sur deux lemmes combinatoires
indépendants des hypothéses du théoréme. De plus, 'hypothése de finitude de I’ensemble des votants
n’est pas utilisée.

1. INTRODUCTION

Nous donnons une démonstration de la version la plus classique du théoréme
d’Arrow [1]. It est bien connu que les preuves de ce théoréme reposent sur deux
faits fondamentaux :

1° « neutralité » de la fonction d’agrégation et donc unicité de la famille &
des « ensembles décisifs » [1, 5, 2, 3];

2° la famille & des ensembles décisifs est un ultrafiltre [5, 9, 6, 8].

Notre démonstration a pour but de préciser ce qui dans les preuves de ces deux
résultats est indépendant des hypothéses du théoréme (lemmes 1 et 2). Nous
’avions esquissée dans [9], pour le cas ou les préférences des votants sont des
ordres totaux. Le cas ou les préférences sont des préordres totaux n’est
pratiquement pas plus difficile a traiter, contrairement 4 une opinion répandue.
D’autre part, notre démonstration n’utilise pas I’hypothése de finitude de
I’ensemble des votants. Elle permettrait donc de retrouver plus rapidement le
résultat plus général de Kirman et Sondermann ou cette hypothése n’est pas
faite [8]. On trouvera des exposés d’ensemble sur le théoréme d’Arrow et ses
développements dans, par exemple [4 et 11].

2. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Onnote X = {x, y; z, . . ., n} un ensemble dit des alternatives; on supposera
toujours n=| X | finiet supérieur ouégala 3.Onnote V= {1,2, ..., i, ..., v}
un ensemble dit des votants; on suppose v=| V| =3 et fini.

(*) Regu octobre 1977.
(*) Université Paris-V et E.H.E.S.S., Centre de Mathématique sociale, Paris.
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Un préordre total R sur X est une relation binaire transitive, réflexive et totale;
onnote P sa partie antisymétrique (préférence stricte), I sa partie antisymétrique
(indifférence) : R=P+1; on note xRy, xPyouxIy.

On note 2 I’ensemble des préordres totaux sur X. Un profil IT est un v-uple
(Ry, ..., R;, ..., R) de préordres totaux, c’est-a-dire une application de
dans Z; les R, sont appelés préférences individuelles des votants i; R,=P;+1;.
Soit A une partic de V; on note A la partie complémentaire de A. La
notation IT : (4 :xyz; A tw) signifie que pour tout ie 4, x P,y et y P, z, et que
pour tout i€ A, tP,w.

On note 2 I’ensemble des profils I1. Une application fde 2" dans 2 sera dite
une fonction d’agrégation des profils de préférences, ou encore une F.A.P.; si on
veut rappeler ses ensembles de départ et d’arrivée, on écrira une (2”, 2)-fonction
d’agrégation. L’image d’un profil IT par une F.A.P. f est un préordre total f (II),
appelé préférence agrégée. Dans la suite, la préférence agrégée f (IT) est toujours
notée R, avec R=P+1I; R’ = f(IT").

Nous rappelons ci-dessous les propriétés des F.A.P. qui interviennent dans le
théoréme d’Arrow. :

Soient R une relation sur X, x, y deux éléments distincts de X. On note R {xy}
la restriction de R a4 {x, y}.

Si IT est un profil, TI;, ,; est la restriction du profil IT a {x, y}. cest-a-dire le
pfOfll (Pl,{x,y} PN P,-.{x_yl PR Pl,':_\.‘y}).

Propriété binaire (Indépendance)
(B) Une F.AAP. f est binaire=V{x, y}, VI1, IT', [y, =11, ] implique
[Rxyy =Ryl , '
Soit IT un profil; on pose ¥, (I)= {ieV:xP,y}.
Propriété parétienne (Unanimité)
(U) Une F.A.P. fest parétienne<VII, V_ (IT)=V implique x P y.
Fonction dictatoriale

Une F.A.P. fest dictoriale <+3ie V tel que VII, VX, y, x P,y implique x P y.
Nous appelons famille de parties de V un ensemble de parties de V; nous
notons & une telle famille. Nous considérons ci-dessous certaines propriétés de
telles familles :

(1) & est finissante <>V Ae F,VB =V, B2 4 implique Be %;

(2) F est n-stable<>V A, Be#, AnBe %,

(3) & est autoduale<=V A < V, AcZ si et seulement si Zé?’ .
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Un filtre est une famille % vérifiant (1) et (2) et ne contenant pas la partie vide.
Un filtre maximal ou ultrafiltre est un filtre non contenu dans un autre filtre. Il est
bien connu [7] que pour ¥ quelconque, un ultrafiltre est caractérisé par les
conditions 1°, 2° et 3°, et que pour ¥ ensemble fini, un ultrafiltre est la famille
des parties de ¥V contenant un élément i particulier de V. Nous notons
F,={A <cV:ieA} un tel ultrafiltre.

3. THEOREME D’ARROW {1]

L’énoncé du théoréme est le suivant :

Pour v fini, supérieur ou égal a 3, une (P°, P)-fonction d’agrégation binaire et
parétienne est dictatoriale.

Nous commencerons par démontrer deux lemmes qui sont indépendants de la
problématique d’Arrow.

DeriniTION : Une relation binaire p sur un ensemble X est une clique si elle est
antiréflexive (V x, on n’a pas x p x) et vérifie x p y, pour tout couple (x, y) avec x
différent de y.

LEMME 1 : Soit p une relation binaire antiréflexive sur X (| X | 2 3) vérifiant la
propriété suivante :

xpy implique Vz¢{x, y}, zpyet xpz;
alors si p est non vide, p est une cligue.

Démonstration : p étant non vide, il existe (x, y) avec xp y:
xpy = Vz#x, xpz = Vt#z, tpz,
xpy = Vt+#y, tpy = Vz#t, tpz.
1l reste & montrer ypx. Orsiz¢{x, y}ona
Xpy=xpz = ypz = ypXx.
CQFD.
N.B. : Ce lemme est, par exemple, utilisé par Blau [3].
LEMME 2 : Si & est une famille de parties d’un ensemble V (v = 3) vérifiant les
deux conditions.(3') et (4) suivantes, F est un ultrafiltre.
B)YVACV, A¢F implique Ac F;
(4) VA, B, Ce &, distinctes, AnNBNC+Q.

Démonstration : 1l faut montrer les propriétés (1), (2) et (3) d’un ultrafiltre.
Remarquons que (3') implique & différent de la famille vide @, et que (4) avec
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v=3 implique Q¢ % . Soient A, Be # distincts. Si AnB¢F, AnBeF
par (3'). AnB est différent de A et B (sinon A ou B=(Q). Donc par (4),

ANnBN(ANB)#Q ce qui est contradictoire. Donc AnBeZF et (2) est
démontré.

Il en résulte que VA, BeF, AnB+Q. Donc si AcF, A¢ F et (3) est
démontré.

Sotent Ae F et B> A;si B¢ #,on a par (3'), BeZ etEnA:Q) ce qui est
impossible. Donc Be & et (1) est démontré.

N.B. : Ce lemme généralise un résultat de Guilbaud [5]. Sa démonstration
n’utilise pas ’hypothése de finitude de Vet est donc valable pour un ensemble V'
infini. Il existe une autre démonstration valable seulement pour ¥ fini. Elle
consiste a considérer A € # minimal, & montrer que A= {i}, puis que & égale
Iultrafiltre & .

Démonstration du théoréme : Soit fune (#°, 2#)-fonction d’agrégation (F.A.P.)
indépendante et parétienne.

DerINITION : Soit A < V; A est (x, y) décisif si et seulement si pour tout profil IT
tel que V, (IT)=A4 et Vi (H)=Z, onaxPy.
Puisque f est indépendante, on a la propriété () suivante :

(8) A est (x, y) décisif < 311 tel que ¥, ,(I)=A4, V,, (=4 et xPy.
On pose &, = { parties (x, y) décisive de V'}.

Neutralité : Soit z différent de x et y. Montrons # ,, S .. Soit Ae # . On
considére un profil IT : (4 : xyz; A: yzx). Par définition de A4, x P y; par propriété

parétienne (U), y P z; par transitivité de P, x P z. Par (8), A € # ,, . On démontre
de méme ¥ S #,,.

Définissons une relation antiréflexive p, sur X, par x p, y si et seulement si
Ae#Z , (x#y). On vient de montrer que p, vérifie les conditions du lemme 1.1l
en résulte que pour tout Ae &, p, est une clique donc que &, =%, quels
que soient les deux couples distincts (x, y)et (z, t). Autrement dit un ensemble 4
est (x, y) décisif si et seulement s’il est décisif pour tout couple. Nous appelons
ensemble décisif un tel ensemble et nous notons & la famille des ensembles
décisifs.

Avant de montrer que % est un ultrafilire, nous montrons un résultat
préliminaire :

(W) VAes VIltelque V ()2 4, ona xPy.

Soit z¢ { x, v }. Soit, un profil TT' tel que

i, =11

.y} et I": (A:xzy; A:zxy).
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Par définition de A, x P’ z; par (U), z P’ y; par transitivité x P’ y; et par la
propriété (B)x P y.

Ultrafiltre : 1 suffit de montrer que & vérifie les propriétés du lemme 2.

Soit A < V tel que A¢ . Soient x, y, z trois éléments distincts de X et un
profil 1 : (A : xzy: A : zyx). Par (U), z P y; par A¢ &, y R x; par transitivité de R,
z R x. Si xR z, on aurait par transitivité y R z, ce que contredit z P y. Donc z P x
et Ae F par (3). Donc (3') est démontré.

Supposons qu’il existe 4, B, Ce.# distinctes_et telles que AN BN C=0.
Cette derniére condition permet.de construire un profil IT : (A=xy; B=yz;

C=zx). Mais par () on aurait alors x Py, y Pz et z P x ce qui est impossible.
Donc # vérifie (4) et est un ultrafiltre.

Puisque V est fini, & —ﬂ ; et il résulte alors de (u) que i est un dictateur.
C.QFD.

N.B. : Si V n’est pas fini, la démonstration précédente subsiste et montre
que & est un ultrafiltre. Mais un tel ultrafiltre n’est plus nécessairement de la
forme % =%, (voir a ce sujet [8 et 6]).
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