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MODÈLE DYNAMIQUE D'OPTIMISATION A LONG TERME
D'UN RÉSEAU DE TRANSPORT

D'ÉNERGIE ÉLECTRIQUE (*)

par J. C. DODU (*)

Résumé. — Compte tenu de sa complexité, le problème du développement à long terme d'un
réseau de transport d'énergie électrique ne peut être abordé sans qu'il soit nécessaire d'effectuer
un certain nombre d'hypothèses simplificatrices assez larges. Dans cet article, on suppose que
les variables représentant les investissements sont des variables continues et que les transits dans
les lignes du réseau obéissent à la première loi de Kirchhoff seulement. De plus, seules les indis-
ponibilités des groupes de production thermique sont prises en considération, tous les autres
aléas étant négligés.

Le problème à résoudre peut s'énoncer de la manière suivante : connaissant l'évolution de
la demande, la composition et la localisation du parc de production, déterminer les capacités
de transit des liaisons du réseau aux différents instants de la période d'étude de telle sorte
que la somme actualisée des coûts d'investissement, d'exploitation et de défaillance soit
minimale.

Les hypothèses faites permettent de résoudre ce problème à l'aide des méthodes de la
programmation linéaire. La structure particulière de la matrice des contraintes rend possible
la mise en œuvre de deux méthodes utilisées pour résoudre les problèmes de grande taille :

— une procédure de génération de colonnes avec, comme sous-problèmes, des problèmes
de flot maximal;

— une méthode de partitionnement de la matrice de base.

INTRODUCTION

Compte tenu de l'étendue du problème et dans l'état actuel des moyens
de calcul, l'étude du développement à long terme d'un réseau de transport
d'énergie électrique au moyen d'un modèle mathématique utilisant les méthodes
de la recherche opérationnelle (2) ne peut se faire qu'au prix d'une repré-
sentation très schématisée du réseau et moyennant l'adoption d'un certain
nombre d'hypothèses simplificatrices assez larges. Le modèle décrit dans cet
article retient les approximations suivantes :

1° les variables représentant les investissements sont des variables continues;
2° la circulation de l'énergie dans le réseau obéit à la première loi de

Kirchhoff seulement.

(*) Manuscrit reçu juin 1977.
(*) E.D.F., Service Études de Réseaux, Département « Méthodes d'Optimisation ».
(2) Les références [1-21, 34] présentent différentes approches possibles du problème de

l'optimisation à long terme d'un réseau de transport.
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142 J. C. DODU

II est clair qu'un tel modèle ne peut prétendre résoudre le problème du
développement à long terme d'un réseau de transport dans toute sa complexité.
Son ambition est triple :

1° mettre en évidence les principaux axes de développement du futur
réseau de transport en indiquant, pour chacun d'eux, le volume global des
investissements à réaliser;

2° étudier comment varient la structure et le dimensionnement du réseau
en fonction de paramètres fondamentaux tels que l'évolution de la demande
ou la localisation des groupes thermiques;

3° obtenir des résultats qui serviront de point de départ à une étude plus
détaillée, dans laquelle le réseau sera décrit de façon moins schématique
(nombre de sommets et de lignes plus important, introduction de la deuxième
loi de Kirchhoff) et où la nature des investissements sera davantage précisée
(nombre d'éléments en parallèle, section des conducteurs, niveau de tension...).
Cette étude sera effectuée à l'aide des modèles probabilistes décrits dans
[13-17].

L'une des difficultés essentielles du problème de l'optimisation à long
terme d'un réseau de transport réside dans la prise en compte des aléas de
toute nature qui affectent le système production-consommation-réseau. Dans
cet article, seules les indisponibilités des groupes thermiques seront prises
en considération, tous les autres aléas étant négligés. Le modèle sera ainsi
en mesure d'évaluer simultanément :

— les besoins de transport représentant les investissements nécessaires,
en l'absence d'aléas, pour acheminer l'énergie des points de production aux
points de consommation;

— les besoins supplémentaires d'interconnexion permettant de faire face
aux incertitudes de la production thermique.

La période d'étude comportera un nombre fini d'intervalles de temps,
chaque intervalle représentant une année ou une période de plusieurs années.
Dans un but de simplification, la formulation du problème sera toutefois
établie en supposant que la période d'étude est divisée en années, l'état du
réseau étant défini par la valeur des capacités de transit des liaisons à la fin
de chaque année.

Par ailleurs, la consommation sera donnée sous la forme de monotones
de charge annuelles, chaque monotone comportant elle-même plusieurs
niveaux de consommation correspondant à différents postes tarifaires (heures
de pointe, heures pleines, heures creuses).

Le problème que l'on se propose de résoudre peut plus précisément
s'exprimer en ces termes : connaissant l'évolution de la demande, la compo-

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research



MODÈLE DYNAMIQUE D'OPTIMISATION D'UN RÉSEAU 143

sition et la localisation du parc de production, déterminer les capacités de
transit des liaisons du réseau aux différents instants de la période d'étude
de telle sorte que la somme actualisée des coûts d'investissement, d'exploi-
tation et de défaillance soit minimale.

Le critère retenu pour évaluer la défaillance sera l'espérance mathématique
de l'énergie annuelle non distribuée par manque de puissance installée sur
le réseau, les aléas pris en compte portant sur la disponibilité des moyens
de production thermiques. Pour estimer cette grandeur, on fera la moyenne
des énergies annuelles non distribuées sur un ensemble de situations d'indis-
ponibilité des groupes thermiques préalablement tirées au sort. Cette moyenne
sera introduite dans la fonction économique après avoir été valorisée au
coût unitaire de la défaillance.

Nous admettrons, en outre, que la taille des équipements va en croissant
tout au long de la période d'étude (on suppose qu'il n'y a pas de déclassement
d'ouvrages).

Le problème ainsi formulé peut être considéré comme un problème de
contrôle optimal à base de temps discrète et à contraintes linéaires (cf. § 3.3,
formulation complète du problème). Il s'agit, en effet, d'étudier, en fonction
du temps, l'évolution d'un système physique (le réseau électrique) défini
à chaque instant par un vecteur de variables d'état (les capacités de transit
des liaisons du réseau) et soumis à l'action de variables de commande (les
quantités d'investissement mis en service chaque année).

Appliquer la théorie de la commande optimale présente toutefois une
difficulté en raison du caractère non-différentiable de la fonction objectif à
minimiser. On peut cependant montrer que la résolution du problème posé
se ramène à celle d'un programme linéaire équivalent. La structure parti-
culière de la matrice des contraintes rend possible la mise en œuvre de deux
méthodes utilisées pour résoudre les problèmes de grande taille :

1° une méthode de génération de colonnes [18-30] : il s'agit d'une procédure
de décomposition grâce à laquelle il est possible de résoudre un programme
linéaire sans avoir à former toutes les colonnes de la matrice des contraintes.
Seules sont construites les colonnes dont on a besoin en appliquant la méthode
du simplexe au problème posé. Chacune de celles-ci est engendrée au cours
de l'algorithme en résolvant un sous-problème d'optimisation. Ce sous-
problème est ici un problème de flot maximal;

2° la méthode des variables bornées généralisée [31], qui est en fait une
méthode de partitionnement appliquée à la matrice de base.

Afin de donner un aperçu des dimensions du problème traité, imaginons
que l'on étudie l'évolution d'un réseau comportant 20 sommets et 40 liaisons
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sur une période de 5 ans. Supposons que le nombre de situations d'indisponi-
bilité tirées au sort pour estimer l'espérance mathématique de la défaillance
annuelle soit de 100 et que le nombre des paliers de la monotone de charge
annuelle soit de 3 (ceci, pour chaque année de la période d'étude). Dans le
cadre des hypothèses adoptées dans cet article, déterminer l'évolution opti-
male du réseau revient à résoudre un programme linéaire comportant :

200 variables représentant les capacités de transit des liaisons du réseau
aux différents instants de la période d'étude;

60 000 variables représentant les transits dans les liaisons du réseau;

30 000 contraintes d'égalité traduisant la première loi de Kirchhoff;

120 000 contraintes d'inégalité exprimant que les transits sont bornés en
valeur absolue par les capacités des liaisons;

200 contraintes d'inégalité exprimant que la taille des équipements va en
croissant tout au long de la période d'étude.

Des essais numériques ont été réalisés sur IBM 370/168. Le temps de
calcul nécessaire pour déterminer l'évolution optimale d'un réseau compor-
tant 20 sommets et 38 liaisons sur une période de 5 ans est de 11 mn 33 s
en considérant 100 situations d'indisponibilité des groupes thermiques et
3 niveaux de consommation sur la monotone de charge annuelle. Pour
obtenir ce résultat, il a été tenu compte du réseau existant à l'instant initial
de l'étude. Lorsque ce réseau existant est nul, le temps de calcul est de 24 mn 48 s.

Le modèle permet également d'effectuer des études « statiques », c'est-à-dire,
qui permettent de déterminer le dimensionnement optimal du réseau pour
une année donnée. Dans ce cas, la taille du réseau peut atteindre 50 sommets
et 100 liaisons. Le paragraphe 6 fournit un certain nombre de résultats numé-
riques relatifs à ce type d'études.

0. NOTATIONS

Vecteurs

Les vecteurs seront représentés par des petites lettres à l'exception de
h h k"> h m> n et d'un petit nombre d'autres, qui désigneront des entiers. Le
symbole x représentera indifféremment un vecteur ligne ou un vecteur colonne
et le produit scalaire de deux vecteurs x et y sera noté xy. Étant donné un
vecteur x e Rn, on désignera par xk une composante de x, V k e N = {1 ,2 , . . . , n }
et par xK le vecteur de composantes {xk\V ke K cz N}.
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Matrices

Les matrices seront représentées par des grandes lettres. Étant donnée une
matrice A, I étant l'ensemble des indices de ligne et / étant l'ensemble des
indices de colonne, on désignera par :

A{, un élément de A> iel et jeJ;

Aiy une ligne de A, iel;

ALi la matrice ayant pour lignes { ^ j V / e L c / } ;

AJ, une colonne de A, jeJ;

AK
9 la matrice ayant pour colonnes {Ak\V ke K a J}\ ^<(h

>4f, la matrice ayant pour éléments { -4* | V le L< a ƒ, V ke K c J

A', la transposée de A.

1. DÉFINITION PRÉLIMINAIRES

Le réseau étudié sera représenté par un graphe connexe G, dont les sommets
seront désignés par G,-, V /e S — {0, 1, 2, . . ' . ,« , (n + l) }. a0 et crn+1 seront
respectivement l'entrée et la sortie de G (cf. fig. 1).

Les arcs de G seront désignés par \it, V / e T . On utilisera la notation (p, q)
pour représenter un arc orienté conduisant de ap à aqt Un arc non orienté
dont les sommets extrémité sont ap et <jq, sera noté indifféremment (p, q)
ou (q, p). Le graphe G contient :

- des arcs d'entrée orientés (0, f), V ie N — { 1, 2, . . . , « } ;

- des arcs de sortie orientés (i, n + l), V ie JV;

- d'autres arcs yh V le M = { 1, 2, . . . , m }, non orientés.

Les arcs yz représentent les lignes de transport et sont de la forme (p, q)
avec p e N, q e N, p # q. Les arcs d'entrée symbolisent les moyens de
production, tandis que les arcs de sortie représentent la demande.

On pose
T=MuPuQ,

où P est le sous-ensemble des indices des arcs d'entrée et Q est le sous-
ensemble des indices des arcs de sortie.

Coupe du graphe G

Soit H <= S un sous-ensemble d'indices. On désigne par Cl (H) <=. T
l'ensemble des indices des arcs \it ayant pour extrémités ap et aq tels que

ƒ p$H et qeH si JI(- est un arc orienté conduisant de ap à aq,
\ p$H et qeH ou p$H et qeH, si jif est un arc non orienté.
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On appelle coupe du graphe G tout ensemble QL(X) tel que

et

X est par suite de la forme

Z - yu{n + l} avec YczN.

Le graphe G comporte donc 2n coupes.

Capacité d'une coupe

Désignons par zi ^ 0 la capacité d'un arc \ih Vze T. La capacité d'une
coupe aura pour valeur

ieQ(X)

Matrice d'incidence arcs-coupes

Soit # = { rk | VJfce À"} l'ensemble des coupes du graphe G. On appelle
matrice d'incidence arcs-coupes la matrice ayant pour éléments

= i si i e r k l e T e t

= 0 sinon J

La dimension de cette matrice est (m+2/ï)x2B.

Figure 1.
Graphe G avec, en traits plus épais, les arcs yly v / e Mf

2. DONNÉES DU PROBLÈME

2.1. Consommation

En chaque sommet du réseau at (i — 1, 2, . . . , n) et pour chaque année t
de la période d'étude (t = 1, 2, . . . , T), on se donne la consommation sous
la forme d'une monotone de charge annuelle qui se compose de plusieurs
paliers correspondant à différents niveaux de consommation dt (t, j)

R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research
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{j - 1,2, ..., 7Ï). On désignera par / ( / ) (j — 1, 2, . . . , n) la durée des paliers.
y ' = l sera l'indice du palier de pointe.

Consommation

di l t .21--

dit^jT)

Ouree

Figure 2 .
Monotone de charge de Tannée t.

2.2. Production

En chaque sommet du réseau et pour chaque année de la période d'étude,
on se donne les caractéristiques des groupes qui composent le parc de pro-
duction thermique. Chaque groupe est défini par :

- sa puissance maximale;
- son taux d'indisponibilité;
- son coût de production.
Chaque année t de la période d'étude (t = 1, 2,..., T), on envisage un

certain nombre de situations d'indisponibilité des groupes thermiques que
Ton indicera par reS{t) avec | S(t) | = v. Une situation d'indisponibilité
est définie par la liste des groupes qui sont déclarés en état de marche dans
cette situation. Pour décider quels sont les groupes qui sont disponibles ou
non, on effectue des tirages au sort selon le taux d'indisponibilité de chacun
des groupes (3). Ces tirages au sort permettent de connaître lès quantités

PiiUh r) [i = 1, 2, . . . , n; t = 1, 2, . . . , x;j = 1, 2, . . . , TC; VreS(f)].

Pi(t,j, r) désigne la puissance maximale que peuvent délivrer les centrales
disponibles situées au nœud <jh l'année t, et qui fonctionnent pendant la

(3) Pour engendrer une situation d'indisponibilité, on affecte à chaque groupe un nombre
au hasard pouvant prendre des valeurs uniformément réparties entre 0 et 1. Suivant que ce
nombre est supérieur ou inférieur au taux de panne du groupe, celui-ci est déclaré disponible
ou indisponible.
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148 J. C. DODU

durée du palier y', lorsque l'on se trouve dans la situation d'indisponibilité r.
Pour calculer Pt(t9j\ r), on opère de la manière suivante :

Considérons une année t et un palier j de la monotone de charge annuelle
correspondant à l'ensemble des sommets et plaçons-nous, d'autre part, dans
la situation d'indisponibilité r. On «empile» les groupes disponibles dans
l'ordre des coûts croissants jusqu'à ce que la somme de leurs puissances
maximales atteigne ou dépasse le niveau de consommation

n

œ ( U ) = E <*i (',/)•

Les groupes restants après avoir atteint ce niveau de consommation ne
seront pas utilisés pendant la durée du palier j . On obtient ainsi la liste des
groupes qui fonctionnent pendant la durée de chacun des paliers, pour chaque
année de la période d'étude et dans chaque situation d'indisponibilité. En
repérant à quels sommets ces groupes appartiennent, on en déduit les
quantités pt (/, j , r).

REMARQUE : Lorsque la somme des puissances maximales des groupes
disponibles est inférieure à la demande, il y a défaillance en production.
Tous les groupes disponibles sont alors utilisés.

2.3. Réseau

La topologie du réseau est fixée. On connaît :
- la liste des sommets a ; (i = 1, 2, . . . , « ) ;
— la liste des liaisons yz(/ = 1,2, . . . , m) susceptibles d'être équipées ou

renforcées.
On se donne par ailleurs les capacités de transit des liaisons du réseau

à l'instant initial de l'étude

x,(0) (1 = 1,2, . . . , m),

ainsi que la taille maximale de ces liaisons

x, (Z = l»2, . . . , m ) .

3. FORMULATION MATHÉMATIQUE

3.1. Les inconnues du problème

On se propose d'étudier l'évolution du réseau sur une période de T années.
Les instants ( / - l ) et Useront respectivement le début et la fin de l'année
t(t= 1,2, , . . , T ) :

Année 1 Année t Année T
_ 1 : ! . :| 1 ,. ,

0 1 (*-l) t (x-1) x

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research
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Le problème consiste à déterminer les capacités de transit des liaisons du
réseau aux différents instants de la période d'étude. On désignera par xx (t )
la capacité de transit de la liaison yx à l'instant t (l = 1, 2,... ym;t~ 1,2, ..., T).
Ces variables devront vérifier les inégalités

x ( 0 £ x ( * - l ) (t = l , 2 , . . . , t ) , (3.1)

x(x)^x. (3.2)

Les inégalités (3.1) expriment que la taille des équipements va en croissant
tout au long de la période étudiée (on suppose qu'il n'y a pas de déclassement
d'ouvrages). Les inégalités (3.2) signifient que la place réservée pour les
couloirs de ligne est limitée en raison de contraintes d'ordre technique ou
d'environnement.

3.2. La fonction économique à minimiser

C'est la somme actualisée des coûts d'investissement, de gestion et de
défaillance.

3.2.1. Coûts d'investissement

Le coût actualisé des investissements s'exprime par

où x (t ) est un vecteur de composantes { xx (t ) | / = 1, 2, . . . , m } ,
où c (t) est un vecteur de composantes { cx (t) | / = 1, 2, . . . , m } et où
x(t)—x(t—l) représente le volume des équipements mis en service l'année
t. cx (t ) aura pour valeur

où cx est le coût unitaire d'investissement de la liaison y,; p, le taux
d'actualisation; wx(x~t) le prix d'usage de la liaison yx correspondant à
un équipement d'âge (T — t).

On retranche la valeur d'usage du réseau à la fin de la période d'étude
pour tenir compte du fait que les différentes stratégies de renforcement ne
conduisent pas toutes au même réseau final. Il faut donc favoriser celles pour
lesquelles la valeur d'usage du réseau en fin de période est la plus élevée.
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150 J. C. DODU

REMARQUE : Dans le cas d'une charge annuelle d'immobilisation constante,
le prix d'usage de la liaison y, correspondant à un équipement d'âge 0 et
de durée de vie © est donné par la formule classique

en supposant nulle la valeur de l'équipement en fin de vie (cf par exemple [32]).

3.2.2. Coûts de défaillance

La défaillance dont il sera tenu compte dans la fonction économique est
la défaillance due à l'insuffisance des moyens de transport. Le critère choisi
pour évaluer cette défaillance sera l'espérance mathématique de l'énergie
annuelle non distribuée par manque de puissance installée sur le réseau, les
aléas concernés portant sur la disponibilité des groupes thermiques.

Considérons un palier j de la monotone de charge annuelle de l'année t
et plaçons-nous dans la situation d'indisponibilité r. Soit à(t9j, r) le flot
maximal traversant le graphe G de a0 à an+1 lorsque l'on donne à la capacité
de chacun des arcs \ik ( V k e T) la valeur

i x,(0 si l'arc \ik est un arc y, (leM),

PiiU h r) si l 'a rc H* e s t u n a r c d'entrée (0, i) (i eN),
di(t, j) si l'arc \ik est un arc de sortie (i, n +1) (i sN).

A ce flot maximal correspond la défaillance
ô(U>r) = c o ( U ) - 5 ( U , r ) (3.3)

Désignons par 5° (t, j , r) la défaillance due à l'insuffisance des moyens
de production, soit :

Par définition, la défaillance due à l'insuffisance des moyens de transport
est la différence 5 (t,j9 r) —8° (t9j9 r). Sur le palier 1, nous supposerons que
ce manque de puissance se traduit par des délestages, tandis que, sur les
autres paliers, nous admettrons qu'il entraîne un surcoût d'exploitation
(cf § 3.2. 3). L'énergie non distribuée en raison de l'insuffisance du réseau
ne sera donc comptabilisée que sur le palier de pointe. La valeur annuelle
de cette énergie sera, pa.r suite, pour l'année t et dans la situation d'indis-
ponibilité r :

R.A.I.IUO. Recherche opérationnelle/Opérations Research



MODELE DYNAMIQUE D'OPTIMISATION D'UN RÉSEAU 151

L'espérance mathématique de cette quantité peut être estimée en faisant
la moyenne

- E J(l)[5(U,r)-80(U,r)].
VreS(f)

Cette moyenne sera valorisée au coût unitaire, X, de l'énergie non distribuée.
Il en résulte un coût de défaillance

- E /(l)[ô(afr)-60(U,r)].
VreS(t)

On introduira dans la fonction économique la somme actualisée des coûts
de défaillance

2
VreS(t)

3.2.3. Coûts de gestion

On prendra en compte dans la fonction économique l'espérance mathé-
matique du surcoût d'exploitation annuel dû au manque de puissance
installée sur le réseau.

En raison de l'insuffisance du réseau, il peut se faire, principalement aux
heures creuses, que la production de certaines centrales ne puisse être évacuée
en totalité et que l'on soit obligé, en contre-partie, d'augmenter la puissance
délivrée par certains groupes thermiques de coût de production plus élevé.
Il en résulte un surcoût d'exploitation que l'on peut définir comme la diffé-
rence entre le coût d'exploitation effectif compte tenu du réseau et le coût
d'exploitation que l'on obtiendrait si les capacités des lignes avaient une
valeur infinie.

Ce surcoût d'exploitation ne sera comptabilisé que sur les paliers d'indice
j ^ 2 , puisque, sur le palier de pointe, nous avons supposé que le manque
de puissance installée sur le réseau se traduisait uniquement par des déles-
tages. Nous supposerons en outre, que la défaillance en production, 8° (*,/, r),
est nulle pour y" ^ 2 et quels que soient t et r.

Le classement des groupes dans l'ordre des coûts croissants (cf. § 2.2) a
permis de définir la liste des groupes disponibles qui fonctionnent pendant
la durée de chacun des paliers de la monotone de charge de l'année / et dans
chaque situation d'indisponibilité r. On désignera par :

P1 (/, j9 r), la moyenne, pondérée par les puissances maximales, des coûts
de production des centrales qui sont à l'arrêt pendant la durée du palier j9
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et par p° (t, j , r ), la moyenne, pondérée par les puissances maximales, des
coûts de production des centrales qui fonctionnent pendant la durée du
palier j .

Considérons un palier d'indice j ^ 2 et soit ô (t,j, r) la défaillance définie
par (3.3). Cette défaillance est due au fait que certaines liaisons n'ont pas
une capacité de transit suffisante pour évacuer la totalité de la production
des groupes qui sont en fonctionnement. Nous admettrons qu'elle pourrait
être entièrement annulée si l'on utilisait certains des groupes qui sont à l'arrêt.
Par ailleurs, si les capacités des liaisons avaient une valeur infinie, la puis-
sance manquante, 5 (t, j \ r), pourrait être satisfaite si l'on utilisait certains
des groupes qui sont en fonctionnement. En première approximation, nous
pouvons donc prendre pour valeur du surcoût d'exploitation sur le palier j :

L'espérance mathématique de cette quantité peut être estimée en faisant
la moyenne

1 £ W[P(tJ,r)-fl>0(t,j9rj\S(t9j9r).
V r e 5 (r)

On introduira dans la fonction économique la somme actualisée

î-^~tî
1 Z

l ( l + p ) 2 V S
REMARQUE : 1° Puisque les groupes ont été classés dans l'ordre des coûts

croissants, on a

2° la formulation du problème, telle qu'elle sera décrite plus loin, ne permet
pas d'introduire dans la fonction économique une expression plus exacte du
surcoût d'exploitation. Il faudrait pour cela avoir recours à des variables
supplémentaires représentant les productions des centrales.

3.2.4. Expression complète de la fonction économique
On doit minimiser

T T n

Zc('-l)O(0-*('-l)]+Z Z Z M*J, r) 5 (*,.ƒ, r),
*=1 t=X i= l reS(t)

avec

si j = 1,

si j ^ 2

et où ô(*,y, r) est la défaillance définie par (3.3).
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Nous n'avons pas fait figurer la défaillance en production dans la fonction
économique, puisqu'il s'agit d'une constante. D'autre part, il est mutile de
prendre en compte les termes X {t9 j , r ) Ô (/, j9 r ) tels que X (/, y, r) = 0.
Dans ce qui suit, nous pourrons donc toujours supposer X(t, j , r) > 0,
quels que soient t,j, r.

3.3. Formulation complète du problème

D'après le théorème de Ford-Fulkerson [33], öc(/,y, r) est la capacité
minimale d'une coupe du graphe G, lorsque l'on donne à la capacité de
chaque arc \xkQ/keT) la valeur

1 | Xi(t) si l'arc \ik est un arc y, (/eM),
ak(U h r) - { Pi {U j , r) si l'arc \ik est un arc d'entrée (0, Q (i e JV),

( di(t, j) si l'arc \ik est un arc de sortie (i, n + 1) (i eN).

On a donc

â(tj9 r) = Min{x(0Cjf+a i>(^;, r)Ck
P+aQ(tJ, r)Ck

Q}. (3.4)
keK

Le problème à résoudre peut s'énoncer ainsi :

t=l 7=1 reS(ï)

sous les contraintes
x(t)^x(t-l) (/= 1,2, . . . , T ) ,

et où â(/,y, r) est défini par (3.4).

Ce problème est équivalent au programme linéaire PLI
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sous les contraintes
C'Mx(t)-*(t9j9r)e±f(t9j9r)

[f = l,2, . . . . , 1 ; ; = 1,2, . . . ,*; VreS(0],

x(t)>x(t-ï) (f = 1,2, . . . , T ) ,

où fifyjy r) est défini par

ƒ (tJ, r) = -C'PaP(tJ9 r)-C'QaQ(t9j9 r) (3.5)

et où e est un vecteur de composantes ek = 1 (VA:e jfiT).

Pour montrer l'équivalence du problème de départ et de PLI, il suffit de
montrer qu'à l'optimum de PLI, on a, quels que soient /, j9 r :

a(t9j9 r) = Min{£(t)Ck
M+ap(tJ, r)Ck

P+aQ(t,j9 r)Ck
Q}

keK

en désignant par

{x(t)(t = 1,2, ..., t);a(t, jyr)

[*=1,2, . . . , T ; ; - 1 , 2 , . . . , TC; VreS(0]}, (3.6)

une solution optimale de PLI. En effet, si, pour une valeur particulière des
indices t, j , r, soit t°, j°9 r°, on avait

Min{x(to)Ck
M+aP(t°, A

on obtiendrait une solution réalisable de PLI en remplaçant à(t°9j°9 r°)
par at*(t°,j°, r°) dans (3.6) et cette solution serait meilleure au sens strict
que (3.6) puisque nous avons supposé X (t°,j°, r°) > 0. (3.6) ne pourrait
donc être une solution optimale.

4. MÉTHODE DE RÉSOLUTION

On applique la méthode révisée du simplexe au dual (PL2) :

Max E t E f(tj9r)y(t9j9r) + x(0)v(0)-xo(d,
* = 1 j = l reS(t)
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sous les contraintes

y(tJ,r)ZQ [* = 1,2, . . . , T ; J = 1,2, . . . , B; VreS(0],

v(t)^O (r = 0, 1, 2, . . . ,x) ,

£ £ CMy(tJ9r)+v(t-l)-v(t) = c(t)-c(f-l) (ï = 1,2, ...,x),

Z y k ( t , h r) = M U V ^ ) [ ' = 1, 2 , . . . , x ; j = 1, 2 , , TT;
JfceK

où j> (*>./> r ) est un vecteur de composantes yk(t,jy r) (Vfce K), v{t) est
un vecteur de composantes vt(t) (V le M) et où l'on a posé c(x) = 0. On a
indiqué sur la figure 3 la structure de la matrice des contraintes lorsque.
x =t 2, iu = 2, v = 3.

Deux difficultés se présentent au cours de la résolution de PL2 par la
méthode du simplexe. Elles concernent les points suivants :

1° la recherche de la colonne entrant dans la base : en raison des dimensions
du problème, il n'est pas possible d'appliquer la procédure classique utilisée
dans la méthode du simplexe ordinaire et qui consiste à énumérer toutes les
colonnes de la matrice des contraintes afin de choisir celle dont le coût relatif
est le plus grand positif. La nature spéciale de la matrice C (c'est une matrice
d'incidence arcs-coupes) permet cependant de remplacer cette procédure par
la résolution d'un sous-problème d'optimisation qui, dans le cas particulier
de PL2, est un problème de flot maximal. Cette technique est décrite en
annexe I;

2° la mise en mémoire de l'inverse de base : la taille de celle-ci rend néces-
saire l'utilisation d'une méthode de partitionnement de la matrice de base.
Cette méthode, qui n'est autre que la méthode des variables bornées
généralisée, est décrite dans l'article [31],

5. PRINCIPAUX RÉSULTATS

Les résultats du modèle sont de deux types :
1° des résultats globaux qui permettent de connaître pour chaque année

de la période d'étude :
— le volume total des investissements nécessaires exprimé en mégawatts-

kilomètre;
-t les capacités de transit en mégawatts des liaisons du réseau;
— la valeur de la défaillance et du surcoût d'exploitation annuels;
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2° des résultats marginaux qui indiquent pour chaque année de la période
d'étude :

— le prix d'usage des liaisons du réseau;

— de combien varie la valeur optimale de la fonction économique lorsque
l'on augmente d'une unité :

à) la puissance thermique installée en un sommet du réseau,
b) la puissance appelée en un sommet du réseau.

En ce qui concerne le résultat a), on distingue entre moyens de pointe
(c'est-à-dire, les moyens de production utilisés pendant les heures les plus
chargées de l'année) et moyens de base (c'est-à-dire, les moyens de production
utilisés en permanence). Le résultat b) est donné pour chacun des paliers
de la monotone de charge.

6. EXPÉRIENCES NUMÉRIQUES

Les calculs ont été réalisés sur IBM 370/168. Le modèle a été utilisé :

— d'une part, pour effectuer des études statiques (c'est-à-dire, déterminant
un réseau optimal pour une année donnée);

— d'autre part, pour effectuer des études dynamiques (c'est-à-dire, déter-
minant l'évolution optimale d'un réseau sur une période de plusieurs années).

6.1. Études statiques (T = 1)

Les dimensions maximales du modèle sont dans ce cas :
— taille maximale du réseau : 50 sommets, 100 liaisons,
— nombre maximal de situations d'indisponibilité :

100 si la monotone de charge comporte 3 paliers,
500 si la monotone de charge comporte 1 palier.

Le réseau étudié est le réseau français Très Haute Tension à 400 kV schéma-
tisé à 45 sommets et 87 liaisons. Le modèle a permis d'évaluer les besoins
de transport et d'interconnexion nécessaires en 1987, 1990 et 1994 pour
satisfaire des objectifs de consommation, respectivement, de 420, 500 et
600 TWh (4). Le réseau existant était celui décidé en 1980. Les temps de
calcul obtenus sont indiqués dans le tableau ci-après.

Lorsque le réseau existant est nul, le temps de calcul est de 35 minutes
pour l'étude de l'année 1994 avec v = 100 et n = 3.

(4) 1 TWh = 1 terawatt-heure = 109 kilowatts-heure,
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1

2

3

4

5

6

Année

1987

1990

1994

1987

1990

1994

V

100

100

100

500

500

500

3

3

^

1

1

1

Temps
de calcul

4 mn 45 s

5 mn 47 s

7 mn 15 s

14 mn 18 s

19 mn 30 s

24 mn 54 s

6.2. Études dynamiques

Les dimensions maximales du modèle sont dans ce cas :
- taille du réseau : 20 sommets et 40 liaisons;
- durée de l'étude : 5 ans (ou 5 périodes de plusieurs années);
- nombre de situations d'indisponibilité :
J 100 si la monotone de charge comporte 3 paliers,
[ 500 si la monotone de charge comporte 1 palier.
Le réseau étudié est le réseau français Très Haute Tension à 400 kV

schématisé à 20 sommets et 38 liaisons. La période d'étude comporte 5 années :
1981 à 1985. Le réseau existant est celui décidé en 1980. Le temps de calcul
nécessaire est de :

11 mn 33 s avec v == 100 et % = 3;
27 mn 27 s avec v == 500 et n = 1.

Lorsque le réseau existant est nul, le temps de calcul est de 24 mn 48 s
avec v = 100 et TE = 3.

7. CONCLUSION

En conclusion, résumons quelles sont les principales caractéristiques du
modèle décrit dans cet article :

- il s'agit d'un modèle destiné à la planification à long terme des réseaux
de transport d'énergie électrique et dans lequel on a adopté les hypothèses
suivantes :

• les variables représentant les investissements sont des variables continues,
• les transits d'énergie obéissent à la première loi de Kirchhoff seulement,
• les seuls aléas pris e:n compte sont les indisponibilités des groupes de

production thermique;
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— connaissant l'évolution de la demande, la composition et la localisation
dû parc de production, il permet de déterminer le volume global des inves-
tissements à mettre en service chaque année sur les principaux axes du réseau
de telle sorte que la somme actualisée des coûts d'investissements, d'exploitation
et de défaillance soit minimale;

— dans le cadre des hypothèses faites, le problème peut être résolu à l'aide
des méthodes de la programmation linéaire et, plus spécialement, celles qui
permettent de résoudre les problèmes de grande taille à structure particulière :
méthode de génération de colonnes; méthode de partitionnement de la matrice
dé base;

— le modèle permet d'effectuer deux types d'études :

• des études « statiques » pour déterminer le dimensionnement optimal
d'un réseau pouvant comporter 50 sommets et 100 liaisons,

• des études « dynamiques » permettant de déterminer l'évolution optimale
d'un réseau pouvant comporter 20 sommets et 40 liaisons sur une période
de 5 ans;

•— les résultats obtenus servent de point de départ à une étude plus détaillée
tenant compte de la nature discrète des variables représentant les investis-
sements et dans laquelle le réseau est décrit de manière beaucoup plus précise
(nombre de sommets et de lignes plus important, introduction de la deuxième
loi de Kirchhoflf, prise en compte des indisponibilités des ouvrages de trans-
port). Cette étude est effectuée à l'aide des modèles probabilistes décrits
daas [13-17].

ANNEXE I

RECHERCHE DE LA COLONNE ENTRANT DANS LA BASE

Avant d'exposer le principe de la détermination du vecteur entrant dans
la base, identifions PL2 au programme linéaire suivant :

Ma.x(fy+gv),
sous les contraintes

y> v ^ o,

où y est un vecteur de composantes yk (t,j9 r) [V ke K; t = 1, 2, . . . , T;
j = 1, 2, , . . , TU; V r e S (f )] et où v est un vecteur de composantes
v , ( / ) ( V / e M ; f = 0, 1, 2, . . . ,x) .
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Désignons :

— par (y°> v°) la solution réalisable de base dont on dispose au début
de chaque itération;

— par âS la matrice de base correspondant à cette solution;

- par u le vecteur des multiplicateurs du simplexe associés à la base $
et relatifs aux équations

t I CMy(t,j9r)+v(t-l)-v{t) = c(t)-c{t-l)
i«l reS(t)

0 = 1,2, , , . , x ) ;

- par Ç(r,y, r) [t = 1,2, ...,%; j= 1,2, . . . , n ; V r e 5 ( 0 ] les multi-
plicateurs du simplexe associés à la base 31 et relatifs aux équations

E yk(tJ, r) = Ht,j, r) [t = 1, 2, . . . , T; j = 1, 2, . . . , n; VreS(0].

Nous poserons
II = [II(1), «(2), . . . , « ( T ) ] ,

où, pour f = 1,2, . . . , x, u (t ) est un vecteur de composantes ^ (t ) (V i e Af).
Les variables yk(t,j,r) et 1^(0 ont, respectivement, pour coûts relatifs

[VfceX; t = 1, 2, . . . , x; j = 1, 2, . . . , n; VreS(0]
et

*i(0)-Mi(l) pour f = 0 et VieM,
MgCO—«*(*+!) pour ï = 1, 2, . . . , ( x - l ) et V/eM,
uj(T)—Xj pour t - x et VieM.

L'optimum de PL2 est: atteint si :

\

;* = l,2, . . . , x ; j = l,2, . . . , n; VreS(0] J l '
et

x*(O)-«i(l)gO (V/eM), ]
«i (0-ttiO + l) =s 0 [VieM; t « 1, 2, . . . , (x-1)] l (A.1.2)

(VîeAf) J

Nous supposerons remplies les conditions (A. 1.2). Si ce n'était pas le cas,
l'une des colonnes de la matrice D9 correspondant à une variable vt (t ) de
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coût relatif positif, devrait être introduite dans la base. Il faudrait ensuite
répéter cette opération jusqu'à ce que le coût relatif de chacune des variables
Vi (t ) soit négatif ou nul.

Supposant remplies les conditions (A. 1.2), il reste à vérifier les conditions
(A.I.l) afin de savoir si (y0, v°) est optimale ou non. Pour cela, on doit
calculer, conformément à la règle habituelle du simplexe

MBx{$(tJ,r) | * = 1,2, . . . , T ; 7 = 1,2, . . . , IC; VreS(fl},
où

ty (U h r) = Max { fk (t9 j9 r)—u (t) Ck
M—Ç (t, j9 r )}.

keK

D'après la relation (3.5), on peut écrire que

MtJ9r)-u(t)C*M-î(tJ9r)

= -u(t)Ck
M-aP(tJ, r)Ck

P-aQ(tJ, r)Ck
Q~Ut9J, r)

^-z(îJ9r)Ck^(t9j\r)9

où z(t,j9 r) = \u(t)9 ctp(t9j9 r), aQ(t9j9 r)] est un vecteur de composantes

si l'arc \ik est un arc ŷ  (leM)t

F, zk(tj, r) = s i r a r c ^ ^ u n a]Jc d , e n t r é e (0) i)(ieN)9

si l'arc \ik est un arc de sortie (i9 n + l)(ieN).

(cf. § 3.2.2 pour la définition de aP(t9j9 r) et aQ(t9j9 r)).
Par suite

ty(t9j9 r) = — Ç(f,y, r) — z(t9ji

où

JteK

Déterminer \|/ (/, y, r) est donc équivalent à rechercher une óoupe de capa-
cité minimale dans le graphe G, les capacités des arcs étant zk (t,j9 r) (V keT).
D'après le théorème de Ford-Fulkerson [33], ceci peut se faire en résolvant
un problème de flot maximal. On obtiendra ainsi le vecteur CsCtJ>r\

Deux cas peuvent alors se présenter (cf. remarque ci-dessous) :
Premier cas :

ntJ,r) = 0 [* = l ,2 , . . . , T ; J = 1,2, . . . . ic; VreS(fl],

L'optimum de PL2 est atteint : u(t) (t ~ 1,2, . . . ,x) est la solution
optimale de PLI.
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Deuxième cas :

On peut introduire dans la base la colonne de la matrice A associée à la
variable ysitt jt r) (t,j, r ) de coût relatif \|/ (t9j9 r) > 0.

REMARQUE : On peut montrer que, pour toute valeur de (t,jyr\ Tune
des variables yk (t, j \ r ) (V k e K) est nécessairement de base [cf. annexe II).
Soit q (t, j , r)e K l'indice de cette variable. Puisque son coût relatif est nul,
on peut écrire que

£ z(t,j9 r)a^J'r) = Minz(U, r)Ck.
keK

Programme linéaire restreint

Soit X l'ensemble des indices des colonnes de A appartenant à la base ât
et soit F l'ensemble des indices des colonnes 'à&A correspondant aux variables
y s (t, j , o {t> j> r) telles que \|/ (t, j , r) > 0. Au lieu d'introduire dans la base
l'une des colonnes Aj(Vje Y\ on peut résoudre le programme linéaire
restreint

Max(/£3>£+gt>), (PLR)
sous les contraintes

AEyE+Dv = h,

où l'on a posé E = .AT u Y* 31 sera la base de départ de PLR. La résolution
de ce programme linéaire fournira les nouvelles valeurs des multiplicateurs

et
¥(t, U r) [t = 1, 2, . . . , x; j = 1, 25 . . . , n;

Ces valeurs vérifient les conditions (A. 1.2). Il sera alors possible de franchir
une nouvelle étape du calcul, à savoir :
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a) résoudre x x TU X V problèmes de flot maximal, en prenant comme capa-
cités des arcs du graphe G, pour V t = 1, 2, . . . , x, V/ = 1, 2, . . . , n et
VreS(t) :

u*(t)
si Tare \ik est un arc y, (leM),

9 *k UJ j9 '} si l'arc \ik est un arc d'entrée (0, i) (ieN),

{ si l'arc \ik est un arc de sortie (i, n +1) (ieN);

b) résoudre, s'il y a lieu, un nouveau programme linéaire restreint.

REMARQUE : II n'est pas nécessaire de connaître les coefficients ft (V ieE) des
variables yt(VieE) intervenant dans la fonction objectif du programme
linéaire restreint. Il suffit en effet de calculer les coûts relatifs de ces variables
à chaque itération de la méthode du simplexe. Initialement, ces coûts valent :

. J 0 si la variable yt est de base,
1 ty(t9j, r)>0 s'il s'agit d'une variable yS{tjfr)(U3y r) hors-base.

Aux itérations suivantes, on utilisera les formules classiques de changement
de base.

ANNEXE II

MATRICE DE BASE

PL2 peut être identifié au programme linéaire suivant (*) :

<PL3)

sous les contraintes

k<=K,

où A(i) est une matrice indicée par LxKt; f(i) et y (i) sont des vecteurs
indicés par Kt; a est un vecteur indicé par L; b est un vecteur indicé par

C1) Les notations utilisées sont spécifiques à l'annexe II.
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R

K».

m
44 i

Aff)

44 4

A(P) A(e)

0

1 «w
Figure 4.

Matrice des contraintes de PL3 et vecteur de la fonction économique,

La matrice des contraintes de PL3 est représentée sur la figure 4. Ce

programme linéaire peut encore s'écrire sous la forme équivalente

Max t f (07(0,

sous les contraintes

p

f=0

Une base M est une matrice régulière formée de colonnes extraites des
bîocs B{i) (i = 0, 1, 2, .. . , / Î ) . Dans chaque bloc JB(I) (I * 0), il y a au
moins une colonne de base. En effet, si, dans une base @t9 il n'y avait aucune
colonne du bloc B(i) (i ^ 0), la ligne de M d'indice ie R serait nulle.
Une base & aura donc la structure suivante :

B

0

A

V
\ \\\ \\\
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où B est une matrice indicée par Lxlavec | ƒ | = | L |; D9 une matrice indicée
par Rxl; A, une matrice indicée par LxR. D'où:

-DM

-MA

U+ DMA
(AJI.3)

où M = (B — AD)"1 et U est la matrice unité R x R.
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