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UN OUTIL POUR LA PROGRAMMATION
EN NOMBRES ENTIERS :

« LA METHODE DES CONGRUENCES
DECROISSANTES »

par - M. GonDRrAN (1)

Résumé. — L’auteur montre que « la méthode des congruences décroissantes » permet
d’obtenir une bonne évaluation de la solution d’un programme @ variables entiéres ou mixtes.

1. INTRODUCTION

Les deux principales approches de la programmation en nombres entiers
(méthode des troncatures et procédure d’exploration arborescente), ne donnent
pas dans le cas général de bons résultats.

Les méthodes de troncature sont généralement trés longues & converger :
cela tient principalement au fait que les troncatures ne sont pas assez fortes.
Or, une troncature est déterminée par son orientation et sa pénétration dans
le domaine. '

Une troncature forte sera donc une troncature, qui pour une orientation
donnée, donne une bonne pénétration du domaine. Elle sera donc obtenue si
on peut déterminer une bonne évaluation de la solution optimale d’un pro-
gramme en nombres entiers.

Dans les méthodes d’exploration :

— si on utilise une exploration séquentielle (PSES; Branch and Bound,
méthode LIFO), on ne peut généralement montrer I’optimalité d’une solution
sans augmenter considérablement 1’arborescence,

— si on utilise une exploration dirigée (PSEP), on doit souvent construire
une arborescence importante : la raison essentielle est que 1’évaluation par

a (1) Département Traitement de I’information et études mathématiques de I’EDF 2
amart.
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36 M. GONDRAN

défaut (cas de minimisation) de la solution optimale aux sommets de I’arbo-
rescence n’est pas assez bonne.

Ainsi une difficulté majeure de ces deux approches réside dans le pro-
bléme suivant : « Obtenir en peu de calculs une bonne évaluation par défaut
(cas de la minimisation) de la solution optimale d’un programme en nombres
entiers ».

Un premier type d’évaluation par défaut est la solution continue de ce
programme. En tenant compte que certaines variables sont entiéres, on obtient
une amélioration qui sera appelée « pénalités » (cf. en particulier Driebeck [2],
Beale et Small [1], Tomlin [13], Roy, Benayoun et Tergny [12]).

Malheureusement 1’évaluation donnée par ces « pénalités» n’est pas
bien bonne.

Un second type d’évaluation par défaut qui donne une évaluation bien
meilleure est la solution du probléme asymptotique introduit par Gomory
dans [5].

Malheureusement le nombre des calculs nécessaires est alors prohibitif.
Nous proposons ici une méthode qui alliera presque les avantages des deux
méthodes précédentes : peu de calculs et bonne évaluation.

En effet «la méthode des congruences décroissantes » permet de trouver,
en peu de calculs, une borne inférieure (cas de la minimisation) de la fonction
.objective d’un probléme asymptotique et, dans certains cas (imprévisibles)
une solution de ce probléme asymptotique.

De plus cette borne inférieure sera toujours meilleure que 1’évaluation
donnée par la méthode des pénalités.

Nous donnons aux paragraphes 2 et 3 une amélioration notable de cette
méthode que nous avons introduit dans [7] et utilisée dans un article récent [9]
(cf. aussi Frehel [4]).

Au paragraphe 4, nous en donnerons une généralisation tandis qu’au para-
graphe 5 nous montrerons certains domaines d’applications.

2. METHODE DES CONGRUENCES DECROISSANTES

La méthode suivante se propose d’obtenir une bonne évaluation par défaut
de la solution optimale du programme P

min z = cix
(P) .-Z:‘l !
avec x€ X
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PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS 37

ou

@-1) X={x€Z"| D gX:= go(mod D), 0 < x; <'&; }
i=1

avec (01, cosy C,,) € R+n: (gla sesy gn) € Z"D’ gO € ZD’
xX = (051, aeny OC,,) eN",

On rappelle que I’on note Z|Z}, ou plus simplement Zj, le groupe des entiers
modulo D.

On fera deux remarques sur ce probléme.

2.1. Remarque

En (2.1) nous ne prenons qu’une égalité linéaire sur le groupe Zp, c’est-
a-dire que nous considérons le cas ou le groupe est cyclique. Nous générali-
serons ce cas au paragraphe 4, Mais on peut déja-remarquer que, comme
nous ne cherchons qu’une évaluation par défaut du probléme asymptotique,
nous pouvons nous restreindre a une seule égalité linéaire, donc a un groupe
cyclique.

2.2. Remarque

La condition x; < «; n’est jamais restrictive puisque 1’on a toujours :
D

2-2) x; < My = ————
22) x peed (D, g;)

(5D, [7D.

2.3. Automorphismes [8]

Considérons les automorphismes de Zj. Iis sont de la forme :
(2-3) D,(8)=28(Zp)

ol A est un nombre premier avec D. Le nombre d’automorphismes est donc
égal 4 ¢(D), I'indicateur d’Euler de D.

On rappelle que si D = p% ... pP", alors

1 1
@4) o(D) = D(1 ._p_l) (1 _E) .

Pour tout automorphisme @, de Z,, I’équation de groupe (2-1) est équi-
valente 4 :

(2-5 ‘ Dy(g:)x; = Di(go) (Zp)

13

= ordre du sous-groupe engendré par g; dans Z,,

on a donc ¢(D) équations de ce type.

n° septembre 1973, V-3.



38 M. GONDRAN

On notera par |g|p le représentant de g € Z,, dans [0, D — 1].
Posons alors :
(2-6) fi = l®)\(gl)‘l) pour i= 0, 15 s B

I’équation (2-5) s’écrit alors :
n
@7 2. fixi=fo + Fus 1D
avec x,,, entier positif puisque le premier membre est positif.

2.4. Algorithme

Déterminons alors la solution du programme linéaire P,

[ n
min z = Zc,-x,-
i=1

J avec Zf,.x,- = fo + Xp+ 1D
(Po) =1

0L x; < o pour ide 1 a m
Xn+1 2 0
On peut supposer que les indices sont tels que :

c (4 C
2-8 22 <2
@) ASRSTST

Posons alors Fy =0et F;,=F;_; + fio; pouride 1 an.

Soit i, I’indice tel que :
2-9) Fiy-1 < fo < Fy
(si i, n’existe pas, alors P, n’a pas de solution et a plus forte raison le pro-
gramme P).

Alors la solution de P, est :

(2-10) xt=o;, pouri€l={ili<io,—1}
—F,
2-11 xt =10 oot
(2-11) 2 A
(2-12) x¥=0 pouri€l={ili>i,}
(2-13) Z* =, co + cioj:o————""l-‘
i€l f}o
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PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS 39

Si x} donné par (2-11) est entier la solution de P, est entiére et ¢ est la
solution de P.

‘Dans le cas contraire, nous allons faire un changement de variables qui va
permettre de transformer le programme P en un programme presque du méme
type mais dans un groupe d’ordre plus petit.

Pour cela on élimine x;, de I’équation (2-7) et on pose :

2-149) yi=a;—x; . pour i€l
(2'15)  Yig = Xp+1
(2-16) Vi =X pour i€/

Le programme P s’écrit alors :

- inz=z* S r e )y, 4 Sio —
(2-17) minz = z +Z(fl'o i c,)y,+f y.o-}-Z(c fm )

i€r i€f

(2-18) soumis a 0 < y; < o, y; entier, pour i de 1 an.
1
(2-19) =7 (fo —Fum1 + Dyig+ 2 S~ Z_fa.)
i€
(2-20) < x; < @5, et x;, entier.

Les conditions (2-19) et (2-20) sont alors équivalentes a :
@2)  0< fo—Figy o+ Dy + L fri— 2 fivi < mf
et

(2-22) Z (—f)v: + Dy;, + ;ﬂyi = fo— F;y—; (mod f;)

En supprimant la condition (2-21) le pfogramme défini par (2-17), (2-18)
et (2-22) est un programme du méme type que P mais dans un groupe Z,,
d’ordre plus petit que D (f;, = |®(g;,)|p < D—1).

On refera sur ce programme la procédure effectuée sur P.

Au bout d’un nombre fini d’itérations (< D) la solution donnée par (2-11)
est entiére puisque le dénominateur peut décroitre jusqu’a 1.

Puisqu’a chaque itération on n’a pas perdu la condition d’intégrité des
variables, I’algorithme précédent donne une solution entiére x et une évaluation
par défaut z de la solution optimale du programme P.

Par contre a chaque itération on a perdu la contrainte 0 < x;, < a;. Si
pourtant on a 0 < X; < «; YV, € I, alors x est une solution optimale de P.

n° septembre 1973, V-3,



40 M. GONDRAN

2.5. Exemple

(2-23) min z = 5x; + 3x,
avec
(2-29) 4x, +x%,=3 (mod7)

Xy, X, entiers positifs.

Appliquons la méthode des congruences décroissantes en choisissant 2
chaque itération ’automorphisme identité.

L’équation (2-24) s’écrit :

(2-25) 4x, + x5 =3 4 Tx;
la solution du programme continu est :
3 15
-, * = |- * = —
(2-26) x ( 3 0) , z 7
Le changement de variable, y, = x3, ¥y, = X,, avec
, 1
(2-27) Xy = 1(3 + Ty —y2)
donne le nouveau programme
. 15 1
(2-28) minz = - 4 2 (351 + 72)
avec
(2-29) Y1 +y,=3 (mod4)

¥1, ¥, entiers positifs.

L’équation (2-29) s’écrit

(2-30) Y1 +y2=344y;
La solution du programme continu est :
(2-31) y*=(0,3) , =9,
entiére

De (2-31) et (2-27), on déduit alors
x=@©,3 , z=9

Comme X > 0, ¢’est méme la solution optimale de (2-23), (2-24).
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3. QUELQUES CHOIX IMPORTANTS

Dans la procédure présentée au paragraphe 2, deux choix sont a faire a
chaque étape. Le premier est le choix de 1’automorphisme ®, qui donnera
1’équation (2-7); le second, moins visible, est le classement des indices dans (2-8)
en cas d’égalité des rapports. Nous allons étudier ces deux choix.

3.1. Choix de Pautomorphisme

Nous devons choisir un automorphisme parmi les ¢(D) possibles. Le but
de la méthode étant d’obtenir la meilleure évaluation possible du programme P,
sans trop de calculs, on aura donc intérét & choisir, 4 chaque itération, 1’auto-
morphisme qui donne la plus grande valeur au programme P,. Dans le cas oli
il n’existe pas de contraintes de bornes sur les variables, cet automorphisme @,
est obtenu par la résolution de :

max c,——lz\ﬁl—n
A |7\g ilD
(ﬁ) sous les contraintes i < —d__
I)‘gi‘b = |7\gj|D
pecd (A, D) =1
qui peut aussi s’écrire : |
C.:
max min |A —d
A j | gOIDP‘ngD
pged (A, D) =1

A A
La recherche de A solution de P est trop longue dans le cas général et
nous sommes amenés & définir une bonne heuristique. I1 semble bien alors
qu’une excellente heuristique est de donner la plus grande valeur possible a

Jo= lMolD-
On recherchera donc les automorphismes qui donnent les meilleures
valeurs a f,.

Soit & = pged (D, |go|p)- On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1. Il existe toujours un automorphisme tel que fo = D — 3.
Démonstration constructive.

D’aprés le théoréme de Bezout, il existe une infinité de couple (A, w) € Z2
tel que :

(3-3) — 2 |golp + D =3.
n° septembre 1973, V-3.



42 M. GONDRAN

L’algorithme d’Euclide nous permet de déterminer un de ces couples
soit (A;, ). Les autres couples sont de la forme :

(3-4) A=A 4 aD’
pm= @, + ago pour tout «a € Z

ol D’ = DJS et g = |go|p/d avec pged (3, D) = 1.

A, et D’ étant premiers entre eux, un théoréme (!) de Lejeune-Dirichlet
montre qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme A, + «D’.
Nous pouvons alors en déduire qu’il existe un « = «y compris entre O et
3 — 1 tel que le A = %, correspondant soit premier avec 3.

Comme de plus, il est évident que X, est premier avec D’, ), est premier
avec D.

Si on choisit alors I’automorphisme ®@,,, il donne la plus grande valeur
a fo puisque ’on a :
l‘pxo(go)ln =D—3.

Le théoréme est donc démontré.

Si 3 = 1, il n’existe qu’un automorphisme tel que fo = D — 3.

Si 3 > 1, I’équation (3-4) montre qu’il peut exister au plus 3 valeurs pos-
sibles (mod D) pour A.

'Pratiquement on considérera tous ces automorphismes et on choisira celui
qui maximise P. Pour améliorer encore la résolution de P nous pouvons étre
amenés 4 chercher les automorphismes tel que fo = D — k3 (k = 1).

On a alors le théoréme suivant : .

Théoréme 2. Il existe un automorphisme tel que f, = D — k3 si et seule-
ment si pged (KA, D) =1

Démonstration constructive,
Un automorphisme @, est tel que f, = D — k3 si il existe p. € Z tel que :

3-5 —)\|30]D+HD=’C8.

L’équation (3-3) pouvant s’écrire :

(3‘6) -— k)\l lgoll) + kV(ID = ks
on en déduit alors la forme générale des A vérifiant (3-5), soit :
3-7 A =k\; + BD’ pour tout B €Z.

(1) Je remercie J. Pouget de m’avoir suggéré I’utilisation du théoréme de Lejeune-
Dirichlet.
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PROGRAMMATION EN NOMBRES ENTIERS 43

Alors si pged (kA,, D) # 1, (3-7) entraine pgde (A, D) # 1 et il n’existe
pas d’automorphisme tel que fo, = D — k3.

Si pged (kAy, D7) = 1, alors I’application du théoréme de Lejeune-Dirichlet
montre qu’il existe au moins un = B, compris entre 0 et § — 1 tel que
le A = A, correspondant soit premier avec D. L’automorphisme ®, répond
alors a I’énoncé.

Si 8 > 1, I’équation (3-7) montre qu’il peut exister au plus 3 valeurs pos-
sibles (mod D) pour A. Pratiquement on consAidérera alors tous ces automor-
phismes et on choisira celui qui maximise P.

3.2. Exemple

Reprenons ici ’exemple 2.5.
L’algorithme d’Euclide nous donne A, = 2 avec pgdc (A\;, D) = 1.
L’automorphisme ®, transforme alors (2-24) en :

Xy + 2x, =6 + Tx;
d’ol1 la solution continue de P,
x = (0, 3) R z=09.

C’est la solution optimale du probléme donné.

3.3. Exemple

3-7 minz = 2x; + 3x, + x;3

avec

(3-8 12x; + 18x, 4+ Tx3 = 2 (mod 20)
x;20

Itération 1. L’algorithme d’Euclide nous donne 2, = 9. L’équation (3-4)
s’écrit :
(3-9) A =9+ 10x

on en déduit deux automorphismes possibles @, et @, puisque pged
(9, 20) = pged (19, 20) = 1.
— L’automorphisme ®, transforme (3-8) en

(3-10) 8%, + 2%, + 3x3 = 18 + 20x,

d’ou la solution continue

9 9
- ‘= — *..—_.—-
(3-11) X (4_ 0,0) , z 5

n° septembre 1973, V-3.



44 M. GONDRAN

— L’automorphisme ®,, transforme (3-8) en :
8x1 + 2x2 + 13X3 - 18 + 20)C4

d’oun la solution continue

18 18
* *__ 19,
X —.(0,0,13) , z*¥ = 3

On choisit donc 1’automorphisme @,.
En posant y, = X, ¥, = X, ¥3 = X3 et

1
(3-12) xy =g (18 420y, — 2y, —3y5)

le nouveau programme s’écrit :

. 9 1
(3-13) min z = 5 + 7 (209, + 107, +ys)
avec
(3-14) ,+2y, +3y;=2 (mod 8)
Vi = 0.

Itération 2. L’algorithme d’Euclide nous donne »; = 3. L’équation (3-4)
s’€erit

(3-15) A=3+4a

on en déduit deux automorphismes possibles : ®; et ®; puisque
pged (3,8) = pged (7,8) = 1.

— L’automorphisme ®, transforme (3-14) en :
4y + 6y, +5y3 =6+ 8y,

d’ou la solution continue :

6
x ___ i * .
y—(O,O,S) » =7

— L’automorphisme ®; transforme (3-14) en

W
—

o

(3-16) 4y, + 6y, +y; =648y,
d’ou Ia solution continue :
(3-17) y* = (0,0, 6) s z¥ = 6.
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On choisit donc 1’automorphisme @;.

(3-18)  Alors les équations (3-17) et (3-12) donnent x = (0, 0, 6). Comme
> 0 c’est une solution optimale du probléme.

3.4. Choix de i,

Théoriquement on n’a pas besoin de s’occuper du choix du i, parmi les
indices possibles. Mais pratiquement on cherche en méme temps que P’éva-
luation par défaut du programme P une solution optimale de P, si possible.
On aura donc intérét a chercher toutes les solutions possibles du probléme
continu.

Pour simplifier I’exposé qui va suivre, supposons que les bornes des variables
x; ne jouent pas dans ’optimisation.

Si les variables sont indicées comme en (2-8), une solution optimale de P,

est :
% _ (fo
X (f1 0,.., 0)

Soit 1o = { 1| %=},
o=1il5=7
On cherchera donc d’abord s’il existe un vecteur x;, entier positif tel que :

(3-19) 2 S =t

S’il existe une solution entiére 2 ce probléme, on aura la solution optimale
du probléme P.

Sinon considérons deux cas
cas 1. Soit f; = minf;. Si f;, | f; pour tout i€ I,.
i€Iy

On applique la méthode des congruences décroissantes en passant dans le
groupe Z, .

cas 2. Sif; /f; pour au moins un € I,, on change I’équation (2-7) en
considérant un autre automorphisme. On aura alors intérét 4 choisir cet auto-
morphisme parmi ceux qui donnent une grande valeur a f,, autre que D — 3,
c’est-a-dire tel que f, = D — 23, D — 33, etc. (cf. théoréme 2 pour déterminer
de tels automorphismes). On résoud alors le programme P, avec ceite nouvelle
équation a la place de (2-7).

n° septembre 1973, V-3.



46 M. GONDRAN

3.5. Exemple

(3-20) min z = 2x; + 3x, + 3x;

avec

(321 Tx, +6x; +3x3=4 (mod 9)
x; = 0.

Itération 1. L’algorithme d’Euclide nous donne 2y = 2 avec pged
(A, D) = 1. L’automorphisme ®, transforme alors (3-21) en :

(3-22) 5x; + 3%, + 6x3 = 8 + 9x,
d’ou Ia solution continue :
8 1
- * (=, * .
(3-23) x ( 3 0, 0) , z 3
V1 = X4gs Y2 = X3, Y3 = X3 ¢t
1
(3-24) ¥1=3 B+ 9y, — 3y, —6y3),
d’oll le nouveau programme
. 16 1
(3-25) minz=—¢+3 18y, -+ 9y, + 3y3)
avec
(3-26) y1+3,+y3=3 (mod 5
y:2 0.

Itération 2. @ = @,
(3-27) 34+ 4,4+3y3=4+ 5

y*= (oaoyg) ’ 2*24.

=Yty =Ytz =y ct

328 ¥s =5 (4 + 51— 3t, —4r,),

d’ou le nouveau programme :

(3-29) minz=4+4 3t; +t, + t3)

avec

(3-30) t, +t;=1 (mod 3)
t; 2 0.

i
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Itération 3. © = D,

(3-31) 2t, + 2t =2 + 3¢,
Ici % = £3. donc on cherche toutes les solutions entiéres positives de :
2 3
(3‘32) 2t2 + 2’3 == 2.

On trouve donc :

t* = (0,0, 1) ce qui donne x = (—2,0,3)
t* =(0,1,0) ce qui donne x = (1, 1, 0).
On a donc une solution optimale (I, 1, 0).

3.5. Evaluation du nombre de calculs

Le nombre d’étapes dans «la méthode des congruences décroissantes »

parait étre approximativement en log D. Le nombre de calcul est donc pro-
portionnel 3 »n log D.

La méthode s’appliquera avec succés pour D trés grand et n moyen.

4. METHODES DES CONGRUENCES DECROISSANTES
GENERALISEES

Au paragraphe 2, nous avons supposé que le groupe était cyclique.
Considérons ici le programme Q

n
min z = Z ciX;

@ =t

v
avec x€ X

ou

@)  x={xez

Z g% = go (dans G,), 0 < x; < o }
i=1

avec (¢g, .oy €) ERT™, (2g, ey ) € NO,
G 5 = groupe somme directe des groupes cycliques Z,, ( de 1 a n)
(gb "':gn)eG’:l > gOEGd-

n° septembre 1973, V-3.



48 M. GONDRAN

4.1. Transformation de Q
L’équation linéaire (4-1) dans le groupe G, se décompose en n équations
linéaires dans les groupes cycliques Z, :

4-2) z glx; = gl (mod ¢;) pour jde 1 a n.
i=1

Si go # 0 (dans Gy), il existe un j, tel que g”° = 0(Z,,,).

Considérons alors ’équation j, et un automorphisme @, de Z,. Cette
équation devient :

@3) 2 Oaelx = Oy(el) (2o
c’est-a-dire en posant :

4-4) fi=|0:eP|e;,, pOUri=o0,1,..n
4-5) Z,l Jixi = fo + Xn+ 185,

avec x,,, entier positif puisque le premier membre est positif.
On considére alors, comme en (2-4), le programme P, que 1’on résoud en
continu.

On fait alors le changement de variables (2-14), (2-15), (2-16). Le pro-
gramme ( s’crit alors :

(4-6) minz=z*+2('@fi ) ;Joy.o+2(i f )

i€l i€l
soumis a
(%)) 0<y, <o s y; entier, ide 1 A n
4-8) < fo—Fipm1 + €jo¥i + Zfiyi— ny, < S
(4-9) Z (— v + &dio + Z fn= fo—Fy-, (modfy)

et pour tout j # j,.
(4-10) ; (figlh — fu&D¥: + ghenvio + Z (fugl—figh)y:
Efiog{) + g{o(F 0o-1— Jfo) — ig{ f;og{“i (mod fioej)'

En supprimant la condition (4-8) le programme défini alors par (4-6),
(4-7), (4-9) et (4-10) est un programme du méme type que Q.
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n
SiA=1]1 g; était I’ordre du groupe G, initial, I’ordre du nouveau groupe
j=1

est A’ = (f;) H (fiep) _.A (f’°) - (Pratiquement ’ordre du groupe sera

plus petit car l’equatlon (4—10) peut étre divisée par pged (g7, fi).)

On refera sur ce programme la procédure effectuée sur Q. Mais on ne
pourra donc pas dire comme en 2-4 que ’ordre du groupe G,' est plus petit
que G, et que la procédure s’arréte en un nombre fini d’étapes de ce fait.

Pratiquement, la procédure s’arrétera pourtant en un nombre fini d’étapes
car rapidement on aura g, 2 0(Z,).

Puisque a chaque étape on n’a pas perdu la condition d’intégrité des
variables, « la méthode des congruences décroissantes généralisée » donne une
solution entiére x et une évaluation par défaut z de la solution optimale de Q.
Si de plus 0 < X; < «;, X est une solution optimale de Q.

4.2. Quelques choix

A Pintérieur de la procédure précédente, il reste quelques choix a faire a
chaque étape : choix de I’équation j,, choix de I’automorphisme ®, et choix
de iy comme dans le paragraphe 3.

Ces choix sont des heuristiques permettant d’améliorer en moyenne la
méthode.

Pour @, et i, nous ferons comme au paragraphe 3.
Pour j, nous prendrons :

(@-11) £ = min {¢|'gh = 0dans Z,,}.
4.3. Exemple

(4-12) min z = 3x; + x,

avec

(4-13) X+ 2%, =2 (mod 3)
4-14) 4x, +3x, =4 (mod 6)

Xy, X, entiers positifs.
Itération 1. (4-13) s’écrit :
4-15) Xy + 2%, =2 4 3x,4

d’ou la solution
=(0, 1,0) R z* = 1.
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En posant y; = Xy, y, = x; €t
1
4-16) X2 =§(2‘—J"1—3}’2)

Le nouveau programme s’écrit :

@17 min z =1 4 % (591 + 3yl
avec

(4-18) yi+r,=0 (mod?2)
(4-19) 71+ 9%,=2  (mod 12)

Y1, ¥, entiers positifs.

Itération 2. En appliquant @5 a (4-19) on obtient :
(4-20) ¥1 + 92 =10 4 12y,

o (o 10} , 8
y —(O’?)’Z '—3'

En posant ¢; =y, ta =y et

d’ou la solution :

1

le nouveau programme s’écrit :

(4-22) min z = % + % (7t, + 6t5)
avec

(4-23) t, F6t,=1 (mod 9)
(4-24) 8¢, +12t, =8  (mod 18)

t,, t, entiers positifs.

Itération 3. En appliquant ®g & (4-23) on obtient :
(4-25) 8t +3t, =8 + 91,

d’ou la solution
t* _—_(1,0) N Z*=5.
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En posant u; = t3, u, =1, €t

1
(4-26) ty =F§ 8+ 9u; — 3u,)
le nouveau programme s’écrit :
4-27) minz=>5+ % (Tuy + 3u,)
avec
(4-28) Tuy 4+ 3u, =0 (mod 8)
4-29) 9u, +9%, =0 (mod 18)

uy, u, entiers positifs.

Ici on a gy 20 dans G,. Fin de I’algorithme.
En utilisant (4-21), (4-16) on trouve donc :
x=(,2),z=>5.

Comme X > 0, c’est méme la solution optimale de (4-12), (4-13), (4-14). 7

5. APPLICATIONS DE «LA METHODE
DES CONGRUENCES DECROISSANTES »

5.1. Cas d’un programme tout entier

Dans le cas ou la matrice des contraintes est entiére et ou les variables
sont toutes entiéres, la solution du probléme asymptotique donne une excel-
lente évaluation de la solution optimale du programme initial. « La méthode
des congruences décroissantes » ou, « la méthode des congruences décrois-
santes généralisée », qui donne une bonne évaluation du probléme asympto-
tique donnera donc une bonne évaluation du programme initial.

De plus, comme nous le montrons dans [10], elle permet de résoudre
exactement le probléme asymptotique par une procédure arborescente.
5.2. Cas d’un programme mixte

Considérons le programme linéaire en variables mixtes :

min z = ¢x
(P,) § avec Ax = a
x=20 , certains x; entiers,
ol les 4;; et a; sont entiers.
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Transformons ce programme comme dans Gomory Johnson [6]
(cf. Guignard [11]).

Soit I, une base optimale du programme continu lié & P, I les variables
hors bases correspondant aux variables entiéres et J les variables hors bases
correspondant aux variables continues.

Si la solution continue x;, = (4™)~! a = X,, vérifie les contraintes d’in-
tégrité, on a une évaluation exacte (et une solution) du programme P,,.

Sinon il existe un i, € I, tel que X;, n’est pas entier.
Alors si D = |det (4"%)|, le tableau simplicial donne :

-1 xio=%—§l%ﬂxj—j§ﬁ'—ng
avec o, B3y, entiers puisque A4;; et a; sont entiers.

En posant :
(5-2) g = PBy; (mod D) pourjerl
(5-3) go = ;, (mod D)
(5-4) J'={j€J| B, >0}
(5-5) Jm={jeJ|Bu, <0}
(5-6) x* = ,; Buo Xpp X = i:‘:‘- Bio, s

La condition d’intégrité sur x;, transforme 1’équation (5-1) en :
-7 )ezl gx; +xt —x" =g (mod D)

De plus dans le tableau simplicial la fonction économique s’écrit :
(5-8) z=2z- Z dix;

Jj€IVg

ou : |
59 Z=c(4") 'a = er¥py
(5-10)  d=e—o (A >0,  jeIU

Une évaluation par défaut de P, pourra étre une évaluation par défaut du
programme Q,, obtenue par relaxation des contraintes de -P,, :

minz =%+ 3 dx;+ ), dp+ D, dp;
Jj€I jert j€r

(Om) avec Z gx;+x"—x" =g, (modD)
J€I
x; = 0, xj entier
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5.3. Evaluation du programme Q,,

En remarquant que pour une solution optimale de Q,, on doit avoir

x* ou x™ nul, le minimum de Q,, sera obtenu pour le minimum des deux pro-
grammes’ suivants :

minz=2+ Zdjxj+d+x+

Jj€I

[(0)9) avec ,; gixj + xt =g, (mod D)

x;, x* > 0,  x;entiers

et
min z = z -+ Z dix; +-d x~

je€r
Q) avec 2, 8%+ (—DE=g, (mod D)

J

xpx 20, X; entiers
ou
(5-11) d* = min 4 ), d~ = min 9 )

jert Bio,f je€r= Bio,;

De plus les équations d’intégrité de Q; et O, montrent que x* er x~
doivent étre entiers.

Les deux programmes Q. et Q, pourront donc étre évalués par la
méthode des congruences décroissantes.

Le minimum de ces deux évaluations sera alors une bonne évaluation par
défaut de Q,,, et par suite de P,,.

5.4. Remarque

La transformation du programme P, et I’évaluation par défaut ont été
obtenues en tenant compte de I’intégrité d’une des variables de base x; . On
pourrait obtenir d’autres évaluations en considérant les autres variables devant
étre entiéres.

On prendrait alors pour évaluation par défaut le minimum des évaluations
trouvées.
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