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Brèves communications

GONNEXITE DE L'ESPACE DES EQUILIBRES
D'UNE FAMILLE D'ECONOMIES

par Y. BALASKO (0

Résumé. — On représente dans cette note une économie d'échanges purs par le vecteur de
ses ressources initiales et une famille de ces économies par Vensemble des ressources initiales
positives. La correspondance de Walras associe à une économie de la famille Vensemble de
ses vecteurs prix d'équilibre. Nous démontrons dans cette note que le graphe de cette cor-
respondance est connexe.

Une économie d'échanges purs est définie par la donnée de / biens, de m
consommateurs et par le vecteur des ressources initiales co£ du ième consom-
mateur, i variant de 1 à m (cf. G. Debreu [2] ou E. Malinvaud [3, page 102]).
Notons P le cône des vecteurs strictement positifs de Rz et soit S le sous-
ensemble de P formé des vecteurs dont la somme des coordonnées est l'unité.
Nous admettrons que les préférences du ième consommateur sont représentées
par une fonction de demande continue ƒ; : S X R* -*-P qui vérifie la relation
de Walras/? •/)(ƒ?, wt) = wt pour tout couple (p, w()eS X R*.

Dans ce qui suit, les préférences des consommateurs sont fixées et seules
les ressources initiales peuvent varier. Par conséquent, une économie co est
définie par le m-uple o = (col5 co2, ..., com) € Pm. Le vecteur p € S est par défi-
nition un vecteur prix d'équilibre de l'économie co si, et seulement si, la rela-
tion suivante est vérifiée

(1) E.D.F. Etudes économiques générales.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle n° mai 1973.



122 Y. BÂLASKO

Notons W((Ù) l'ensemble des vecteurs prix d'équilibre de l'économie co.

Définition

L'espace des équilibres E de la famille des économies d'échanges purs
CÛ ç Pm est le graphe de la correspondance <Ù -> W{<Ù).

Un élément de -Eest donc le (m + l)-uple (/?, <ÙU CÛ2» ...» c*>m ) avec/? € W{tà).
En outre, l'espace E est muni de la topologie induite par F — RI(m+1),

Une conjoncture non-écrite de J. C. Milleron concernait la connexité de
l'espace E. En fait, on montre dans [1] que l'espace E est contractile donc
connexe.

C'est une démonstration directe de ce résultat que nous allons établir ici.

Soit E le sous-ensemble de E ayant pour élément les (m + l)-uples (p, coi9

CÙ2, ...» com) tels que pour 1 < / < m> on ait coj =ft(p9 p • 6> .̂ L'espace Ë est
muni de la topologie induite par E.

Proposition 1

II existe une application 9 : E->2? telle que le segment de droite [x, <?(x)]
défini dans F soit contenu dans E9 pour tout x £ E.

Soit x = (p, (ùl9 €Ù2, ..., o>m) € E. Définissons l'application 9 par la relation

= [p9fi(p,Pm toi

II est évident que <p(x) appartient à Ë. Le segment [x9 <p(x)] défini dans F
est l'image de l'application

<I>:[0, 1 ] - * F
telle que

= [ft 0 — 0 « i + «fi(p, /> • ÖJ), (1 — 0«2

* P * W2>? •« (1 — 0*>in + *fm (P> P * ^m )L

II est immédiat que ^ f ) appartient à .E.

Par conséquent, tout point de E peut être joint par un segment de droite
à un point de Ë. Il suffit donc de démontrer que Ë est connexe.

Proposition 2

L'espace feest homéomorphe à R1**"1""1.
Soit l'application oc: E-+S x R*m telle que

a(p, o)1? co2,..., Û)W ) = (p, wl9 w2> ..., wm )

où Wj = p • o)£, 1 < / ^ m.
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So i t l ' a p p l i c a t i o n p : S x R%m - > Ë t e l le q u e

PO, wl9 w2,..., wm ) = [p, ft(p9 w±)9f2(p9 w2), ..., fm (p, wm )]

II résulte de la continuité des fonctions de demande que les applications a
et p sont continues. En outre, on déduit des relations de Walras que a0 p = iden-
tité.

Calculons %(<*\Ê).

Soit x = (/?, <ol5 co2, ..., o>m) € £. Par définition, nous avons :

v.(x) =(p,.p-<ùl9p- o>2, ...,p - c o j

> P • ^2)> - .» /m CP» /> • «m)]-

Comme o(. =fi(p,p • (o;), il en résulte que (3[a(X)] = x.

Par conséquent, l'espace Eest homéomorphe h S X R+m, qui lui-même est
homéomorphe à Rl~x x Rm = R1"*"™"1, donc connexe par arc.

Théorème

L'espace E est connexe par arc.

Ce résultat est étendu dans [1] au cas des préférences variables.

La signification économique de ce résultat est intéressante. Soient co et co'
deux m-uples de ressources initiales des m consommateurs et soient p € W(<Ù),

p' € W(<Ù') deux vecteurs prix d'équilibre, alors il existe une fonction conti-
nue <ù(t) vérifiant les relations to(0) = o>, CÙ(1) = co' et une fonction conti-
nue p(t) vérifiant p(0)=p, p(l) =/>' , et telle que p(t) € W[(x>(t)]. Il est donc
possible de passer d'une manière continue par une succession d'équilibres
[p{t\ <ù{î)l p(t) € W[<ù(t)] de la situation (p, co), p € W(u) à (p\ o>'),/>' € Wi<ù').
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