REVUE FRANCAISE D’ AUTOMATIQUE, INFORMATIQUE,
RECHERCHE OPERATIONNELLE. RECHERCHE OPERATIONNELLE

ROGER GUESNERIE
Sur I’usage de la notion de probabilités subjectives

Revue francaise d’automatique, informatique, recherche opé-
rationnelle. Recherche opérationnelle, tome 6, n°V1 (1972),
p-31-46

<http://www.numdam.org/item?id=RO_1972__ 6_1_31_0>

© AFCET, 1972, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Revue francaise d’automatique, in-
formatique, recherche opérationnelle. Recherche opérationnelle » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RO_1972__6_1_31_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

R.A.LR.O.
(6¢ année, N° V-1, 1972, p. 32-46)

SUR L°’USAGE DE LA NOTION
DE PROBABILITES SUBJECTIVES

par Roger GUESNERIE (1)

Résumé. — On se propose d’examiner, & la lumiére de Iaxiomatique de Savage, les
fondements logiques d’un critére de choix en avenir incertain, précédemment proposé dans un
article de cette revue [4].

Les auteurs batissaient leur critére en partant d’un sous-ensemble du simplexe de R»,
qu’ils suggéraient d’interpréter comme « I’ensemble des probabilités entre lesquelles le déci-
deur ne savait pas choisir ». On montre que cette interprétation n’est pas cohérente avec la
conception Savagienne des probabilités subjectives. Le critére de choix en question induit en
effet un préordre complet sur les événements (au sens de Savage) qui devrait étre compatible
— d’une maniére que I'on précise — avec le sous-ensemble de « probabilités » dont on est
sensé partir : on montre que cette condition de compatibilité n’est vérifiée que par une classe
trés particuliére de sous-ensembles du simplexe, classe qu’on exhibe, a partir de I'étude des
« points fixes » d’une certaine transformation.

INTRODUCTION

L’ouvrage de SAVAGE Fondations of Statistics parachéve un long effort de
réflexion sur la théorie des choix en avenir incertain, en présentant les fonde-
ments logiques du critére de « I’espérance mathématique ». Simultanément il
fonde, en lui donnant un sens précis, la notion de probabilité personnelle ou
subjective (2).

La mise en place du concept de probabilité personnelle, d’une .part, et la
justification de ’emploi de 1’espérance mathématique d’autre part, ne sont pas
deux constructions indépendantes, mais sont dans le corps de la théorie étroi-
tement imbriquées : tous les axiomes (excepté 1’axiome 7 qui est mineur)
interviennent pour permettre la définition d’un systéme de probabilités quan-
titatives; I’axiome 5 pour batir un préordre sur les événements, les axiomes 2,
3, 4 pour montrer que ce préordre est une probabilité qualitative; ’axiome 6,

(1) CEPREMAP. Paris.
(2) Voir [5). Pour des commentaires ou des développements voir [1], [3], [5] et [10].
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32 R. GUESNERIE

pour que cette probabilité qualitative soit fine et serrée. Il y a dans la théorie
une seule démarche dont procédent I’un et 'autre de ses aspects.

En fait, couramment, la notion de probabilité subjective est utilisée, sans
référence au critére de 1’espérance mathématique. C’est sur ’ambiguité d’un

tel usage courant, ambiguité suggérée par les remarques précédentes, que 1’on
voudrait s’attarder.

Pour cela on examinera dans cette note, un critére de choix en avenir
incertain, proposé récemment par MM. Fourgeaud, Sentis et Lenclud ().

* Les auteurs proposent, dans le cas ol le nombre des états de la nature est
fini, une maniére d’intégrer dans les choix, des connaissances sur la vraisem-
blance des événements. L information exogéne conduit le décideur a restreindre
les probabilités possibles des événements & un certain sous-ensemble du sim-
plexe. Le critére proposé s’identifie lorsque I’information est compléte (pro-
babilité bien définie) 2 I’espérance mathématique. Par contre lorsque I’infor-
mation est nulle, on retrouve le critére minimax.

Ainsi formellement on a une généralisation des critéres existants : espérance
mathématique et minimax apparaissant comme des cas particuliers du nouveaun
critére. | V

On se propose de montrer ici, qu'en fait, la conception du critére est
étrangére 2 celle de Savage, et qu’en particulier les paramétres ayant les pro-
priétés de probabilités définies de « fagon non unique », introduits par les
auteurs, ne peuvent étre interprétés comme des probabilités personnelles, au
sens précis donné a ce terme dans « Foundations of statistics ».

Auparavant, on rappellera le critére en question, et certains concepts
introduits par Savage:

I. LE CRITERE

Les états de la nature en nombre n, fini (s, ..., 5,) forment un ensemble
noté S. L’ensemble des sous-ensembles de S, constituent I’algébre A& des
événements.

Un acte £ est ici défini, comme une application de S dans R,

............

_f f&=f s=s

............

Dans ce cas simple, les f; sont les « niveaux d’utilité » auquel I’acte conduit,
dans chacun des états de la nature.

(1) C. FourRGeAUD, B. SenTis, Ph. LENcLUD, R.I.R.O. n° 14, op. cité [4], 1968.
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NOTION DE PROBABILITES SUBJECTIVES 33

Soit S”, le simplexe de R* : S" {}5 [ Zp,- =1L,p;>0 } .
1

Soit K un sous-ensemble de S”.

On peut définir un « critére de choix en avenir incertain », c’est-a-dire un
préordre complet sur les actes, de la fagon suivante

[<g< inf Ypufi < Inf Y pg; 0XQ)

peK pEK i

Le critére défini par la relation (1) ci-dessus, sera dit critére du « minimum
de I’espérance mathématique » (2).

— Si K est réduit a un point p°, les actes f et g sont classés comme Z P f:
i

et Z plg;, c’est-a-dire selon I’espérance mathématique de gains avec le
systéme de probabilités py.

— Si K est au contraire le simplexe tout entier, f et g sont classés dans le
méme ordre que les nombres f;;, = Min f; et g;; = Ming;
i i
Puisque Inf { Zp,.fi } = Min f;
;e 2 i
comme il est facile de le voir.

L’espérance mathématique et le maximin apparaissent donc bien comme
2 cas-limites du critére.

11 parait naturel de considérer K comme le domaine des probabilités que
le décideur juge plausible, mais entre lesquelles il ne sait pas choisir. K tradui-
rait une information sur les probabilités. Cependant, n’y a-t-il pas contradic-
tion a supposer une information, nécessairement subjective, sur les événements
décrite en termes de probabilités et A raisonner ensuite 4 1’aide du maximin?

C’est cette question qu’on essaiera d’éclairer, en confrontant le critére a la
conception de Savage des probabilités personnelles. Mais d’ores et déja,
I’ambiguité d’une interprétation de K comme domaine des « probabilités
subjectives possibles », apparait si 'on veut adapter le critére & un nombre
d’états de la nature infini.

Les actes sont alors des applications #A-mesurables de S dans R (ou + est

(1) Dans I’article précité, les auteurs se restreignaient a une certaine classe d’ensembles
K, ce qui n’est pas a priori indispensable.

(2) Ce terme a été proposé par P. MALGRANGE qui a démontré que 1’élément maximal
du préordre était le méme que celui obtenu avec le critére de I’espérance mathématique
avec le systétme de probabilités « le plus défavorable ». Cf. op. cité 8] et [9].
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34 R. GUESNERIE

une c-algébre de sous-ensembles de S). En transposant simplement la rela-
tion (1), le préordre sur les actes serait défini par

r< g Tof [rau< mnf [gau

i ueK ueK
(K étant un certain sous-ensemble de A-mesures sur S).
Mais I’on sait que, si le nombre des états de la nature est infini, le systéme
des probabilités quantitatives personnelles est — dans la logique de Savage —
unique. I y a donc contradiction 13, & parler de probabilités subjectives et a

en considérer un domaine, non réduit &4 un point, sauf a prendre ce terme dans
une autre acception, et donc a envisager une nouvelle construction axiomatique.

Cet argument d’unicité de la probabilité ne vaut plus quand le nombre
d’états de la nature est fini, puisqu’alors le raisonnement de Savage n’implique
plus nécessairement cette unicité. L’incompatibilité entre la conception de
I’incertitude sous-jacente a la prise en compte du domaine K, et la théorie
exposée dans Foundations of Statistics, subsiste cependant et on en précisera
les aspects dans la suite.

Auparavant, rappelons certains résultats et concepts qui seront utiles.

II. RAPPELS : PROBABILITES QUALITATIVES ET QUANTITATIVES

1) Préordre sur les événements

11 est défini par Savage, a partir du préordre sur les actes.
Soient les événements A4 et B, sous-ensembles de S :
Soient les actes en escalier f; et f

A
f r—=1
1 {
| |
| i DU S ____..! IL..._...__...
1
A B
Figure 1
fa®) = f s€EA (&) = f seB
L £}
_fA(S)=f' SEAC _fB(S)=f' se€B°
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NOTION DE PROBABILITES SUBJECTIVES 35

Supposons que f > 7. (Ici f et f* sont deux nombres, plus généralement on
pourrait considérer 2 actes constants.)

Par définition 4 est dit non préféré 4 B (et on note 4 < - B) si et seulement
si, quels que soient f et /' tels que f > f',ona f, < f3.

L’axiome 5 de Savage assure que le préordre sur les événements < + est
complet : étant donné deux événements 4 et B alors ou bien f, > fz pour tout
Sfetf’ tels que f > f, ou bien f, < f3, 12 encore pour tout f et ' tels que f > .

2) Probabilité qualitative. Probabilité quantitative compatible

Soit un préordre complet sur les événements noté <.

Ce préordre est appelé probabilité qualitative, s’il vérifie la condition d’addi-
tivité :

VA B CtlquuANC=BNC=¢g A<-B<+AUC<-BUC

Une probabilité quantitative est une fonction additive définie sur les événe-
ments
(4 U B) = p(4) + p(B) VA Btelque ANB=(

pH=0 . pS)=1

Une probabilité quantitative est dite compatible avec une probabilité qua-
litative si :
VA, B A <« B<p(A) < p(B)

3) Probabilité quantitative compatible, dans le cas d’un nombre d’états de la
nature fini

Il existe une probabilité quantitative compatible et une seule, si la proba-
bilité qualitative a la propriété d’étre « fine » et « serrée » (1).

Si le nombre des états de la nature est fini, la probabilité qualitative ne
vérifie pas ces conditions, et le théoréme ci-dessus ne s’applique pas.

11 se peut qu’il n’existe aucune probabilité quantitative compatible avec
une probabilité qualitative s’appliquant & un nombre fini d’événements.
Cependant si la probabilité qualitative vérifie une condition dite « d’additivité
étendue » (%), on peut exhiber au moins une probabilité quantitative compa-
tible avec elle, mais rien n’assure qu’il y en a une seule, et en général on en
trouvera un ensemble.

Précisons et illustrons ce propos pour n états de la nature : Le nombre
d’événements non vides est alors n + C2 + ... + C"=2"—1.

?) Voir Foundations of Statistics, op. cité [11} ou GUESNERIE-JAFFRAY [5].
2) Voir MAITRA, op. cité [7].

n° V-1, 1972.



36 R. GUESNERIE

Les événements peuvent étre classés de (2" — 1) ! maniéres différentes (si
1’on ne s’intéresse dans le classement qu’au rang de I’événement, sans préciser
§’il est équivalent ou strictement inférieur au précédent ()).

Parmi les préordres associés il y en a seulement ¢, qui sont des probabilités
qualitatives. Parmi ces derniéres, disons ¢, (f, < ¢,) (?) vérifient la condition
d’additivité étendue et sont compatibles avec une probabilité quantitative.

La probabilité quantitative (qui est par définition une fonction additive
sur les événements) est, dans ce cas fini, complétement caractérisée par les
poids py, ..., p, qu’elle donne aux événements élémentaires. Appelons F le
sous-ensemble des points du simplexe S”, compatibles avec une Certaine pro-
babilité qualitative (compatibles en ce sens que le systéme des poids associés
définit une probabilité quantitative compatible avec la probabilité qualitative).

L’ensemble des sous-ensembles de S” de type F sera appelée F".
Voici un exemple d’un ensemble de F3.
Soit la probabilité qualitative

$; < 8§, <+s3<*5;Us, <es55Us;, < 5,Us3<-5U;5,Us,

* L’ensemble F associé est
P3 défini

par les inégalités

H ! P1 <P
Py < ps

J Py <py +p;

—- .
P2 c’est intérieur du triangle HIJ

H (/4 1/, 1/2)]
I O, 12 12

Figure 2
3 a3, 13
Les ensembles de la-famille F* ont les propriétés immédiates suivantes :
. Card F" = ¢,
. FeF"est convexe, |J = s~

) FEF® '
. Si F; et F; sont des éléments distincts de F", alors F; N F; = &.

(3) Il y a beaucoup plus de (2» — 1)! préordres complets possibles (voir le cas ou
n = 3 dans la suite). -
(4) th = ga si n< 4 (Voir MArTrRA, DEFINETTI, OP. cité {5] et [2].

Revue frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



NOTION DE PROBABILITES SUBJECTIVES 37

Autrement dit, F” est une partition de S” en ¢, sous-ensembles convexes
non vides.

On fera également intervenir la famille F’”, définie & partir de F” parla
condition :

F'eF"<3FeF'telque F'c F

F’" est la famille des sous-ensembles du simplexe dont la fermeture est contenue
dans un ensemble F € F".

II. LE CRITERE DU MINIMUM DE L’ESPERANCE
ET LA THEORIE DES PROBABILITES SUBJECTIVES

Revenons, aprés cette digression, au critére défini par la relation (1) de 7,
qui définit un préordre complet sur les actes.

Ce préordre complet sur les actes, induit — c’est la remarque de base de
la suite — un préordre complet sur les événements.

En effet soient 2 actes de type f, et f5 (voir paragraphe II-1/).
On peut alors poser, I, et Iy étant deux ensembles d’indices :

A=U §; s B=U5i

i€la S€IB
Alors, f > f' =
MinZp.fi0= [Min [ X || /+ [1—Min [ X 2]]f
—;ex ;ex i€la ;ex i€la

f4 et fg seront donc classés comme les nombres

Min[ > ,,,.] et yin[z p]

:ex i€l4 PEK i€lp

¢’est-3-dire indépendamment de fet f’ tant que f > f* C.Q.F.D.

Ainsi, A tout sous-ensemble K du simplexe, le préordre sur les actes associé
au critére du « minimum de I’espérance », définit un préordre sur les événe-
ments. On notera celui-ci < - g

Par I’intermédiaire de < - g, construisons I’application K-> ¢(K) de
I’ensemble des sous-ensembles du simplexe dans lui-méme,

. Si < - g n’est pas une probabilité qualitative, ou
s’il n’existe pas de probabilité quantitative com-
K39 (K),K— < -4 patible avec < -« g alors ¢(K) = &
. Sinon, ¢(K) est le sous-ensemble des points de S*
« compatibles » avec < - ¢

ne V-1, 1972,



38 R. GUESNERIE

Ainsi ¢(K) s’il n’est pas vide, est un élément de F" : c’est I’ensemble des
points représentatifs des probabilités quantitatives compatibles avec <'» g.

L’étude de I’application K — ¢(K) est évidemment importante pour 1’in-
terprétation du domaine K initial. En effet ¢(K), ensemble des probabilités
compatibles avec le préordre sur les événements induit par le critére (qui est
en quelque sorte une information ex-post sur les événements) doit étre cohé-
rent avec I’information ex-ante qu’est sensé traduire K.

La cohérence est compléte quand K = ¢(K), mais si ¢(K) 2 K la consis-
tance de. 'interprétation « subjectiviste » de la région K est suffisante, puisque
le type d’incertitude traduit dans K, n’est pas contradictoire mais seulement
un peu plus restrictif que celui implicite a ¢(K).

Nous étudierons donc dans la suite les caractéristiques de la transforma-
tion, ou plus spécialement les ensembles invariants tels que K = ¢(K) et les
ensembles « dilatés » ¢(K) 2 K.

. Une maniére générale d’appréhender les rapports entre un. critére quel-
conque et la construction de Savage, ést bien sir de confronter les préordres
sur les actes que définit le premier aux axiomes présentés dans la seconde. La
mise en évidence du fait que le critére défini en 7 ne vérifie pas I’axiome 2,
éclairera, sous un jour complémentaire, notre sujet.

IV. ETUDE DE LA CORRESPONDANCE K % @(K)

Avant d’en chercher les ensembles invariants :ou .« dilatés » (pour garder
les terminologies ci-dessus) on fera quelques remarques générales.

A) Remarques générales

i) Le « plus souvent » ¢(K) = . Ceci vient du fait que le préordre induit
sur les événements < - x n’est pas généralement une probabilité qualitative.

En effet, la relation caractéristique d’une probabilité qualitative est V 4,
B, Ctelque ANC=BNC=F, A<-B=xAUC<-BUC.

Or pour un ensemble K donné, il n’est pas vrai de fagon générale que

(BB A

pEK i€l pEK i€lp p€K i€lavc PEK IEIBUq

2) Dans le texte (1), les auteurs ne considérent pas des ensembles K quel-
conques, mais des ensembles du type {p | p;y > pir = ... > pin }-

(1) R.LR.O., op. cité [4].

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



NOTION DE PROBABILITES SUBJECTIVES 39

Appelons G" la famille des ensembles de ce type.

Un ensemble G de G" est associé a4 un classement ne concernant que les
seuls événements élémentaires, donc & une opinion sur la plausibilité des seuls
événements de ce type.

Deux points peuvent étre notés :

— Si G € G", la restriction de < -4 (qui est un préordre complet sur les
événements) aux événements élémentaires est plus précise que le préordre ini-
tial, que G est sensé traduire.

En effet s0it G {p | piy = piz = ... > Din } (@sS0CIE & 571 - > ... » 2 5;,).
I est clair que (1, 0, O, ..., 0) appartient 4 G. Il en résulte que :

1_\)/[11117:':. = .= 1_\)’ﬁnl’iz = 1l/ﬁnpiz +piz =...=0,
PEG pEG PEG

- . N (1)
Donc sj~...5,, ~..~p 318, < g8 -
G

G G
Alors qu’initialement on avait seulement s;, < +5;; < §;4.

— Si G € G", < - 5 n’est pas une probabilité qualitative.

. . 2
En effet Minpy + pin = 77 ¢t Minpy +piz + Piu = —7 et donc:

PEG . PEG

5,0 Usip <851 Us,, Usy,

Or s;, ~ 5;, Us;, (cf. ci-dessus) . < - n’est donc pas une probabilité
G
qualitative.

"~ 3) Méme si o(K) # &, la relation entre K et @(K) n’est pas pour autant
simple. On donne ci-dessous, un exemple d’un K C S3, ol ¢(K) # & mais ou

KNo(K)= .
Soit T I’intérieur du triangle HIJ défini page 36.
1 © , 1/2, 1/2)
H (/4 14 172
J 1/3, 1/3, 1/3)

(1) A signifie qu’a la fois <+ g et ¢ « > sont vérifiés.
G

ne V-1, 1972..



40 R. GUESNERIE

Soit K l’ensemble compact A’'B'C’'D'E’F’, ou B'C’ est un segment de
droite de S? de cote a « petite ». (< 1/3)
A’B’ est un segment de droite de S d’ordonnée 8
A'C’ est un segment de droite de S d’abscisse y avec « > 8 > v
et ou F'E’'D’ sont quelconques pourvu que KN 7 = &.

Figure 3

Le lecteur vérifiera que le préordre < - ¢ est le suivant

§) < g8y < xS3<+xgs;Us, <-xs;Usy<-gs,Usy<-gs;Us,Us;y

L’intérieur du triangle HIJ est I’ensemble des probabilités quantitatives
compatibles avec cette probabilité qualitative donc ¢(K) = Tet K N o(K) = &.

B) «Points fixes » de la transformation
1) Si F’ € F™™® alors F' < o(F").
Preuve.

Si F’ € F'", par définition, 3 F € F" tel que F'< F.

(1) Rappelons que | les Familles F» et F’» sont définies au paragraphe 2.

e FeFr<>VpeF, -p_)est compatible avec.une certaine probabilité qualitative.
® F/e F'n<>q Fe Frtel que F] S F.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



NOTION DE PROBABILITES SUBJECTIVES 41

Montrons qu’alors nécessairement @(F’) = F (alors o(F’) 2 F’ = F’).
Considérons pour cela < -y, le préordre sur les événements associé¢ a F’
par le critére de 1. On peut affirmer que < - ;- est une probabilité qualitative,
avec laquelle les points de ’ensemble F sont compatibles.

Pour le voir, prenons deux événements 4 et B, tels que pour la probabi-
lité quantitative compatible avec F, A < « B (strictement).

Remarquons d’abord que Inf Z p;| = Min Z P
;GF’ i€la ;E?’ i€la
Et supposons ce minimum atteint en p,.
Si I’on remplace A4 par B le minimum 2 la méme expression est atteint en p;.
Soit :

pol(A) = [ 2. pl]a Lt p(B)= [ 2 p,]ﬁ B,

i€14 P=Dpy i€lp P=po

i€l i€lxr

pi(4) = [ Z Pi]» - et  p(B)= [ Z Pi].. -
P=p o P=p

Puisque ' F , p,etp,€Fetl’ona

Po(4) < po(B) et py(4) < p((B)

Or po(4) < p4(4),
Donc py(4) < p1(B)
‘Soit encore A <+ B C.Q.F.D.
-
De méme on montrerait que 4 ~ B = 4 ~ B.
. F
D’ou les propriétés annoncées.
2) Si FEF" alors F 2 o(F) :

En effet, par un raisonnement semblable au précédent on voit que si pour
la probabilité qualitative avec laquelle les points de F sont compatibles 4 - > B,

alors Inf [ Z p,-] > Inf [ Z pi].

PEF i€la pEF i€l

On a donc

ou A~ B

{ou A->¢B
F

ne V-1, 1972.



42 R. GUESNERIE

Les contraintes définissent ¢(F) sont alors :

Soit z D> Z j

i€la i€ls
I Soit ZPi=ZPi
i€la i€lr

F lui étant défini par Y, p, > . pa

i€la - i€l

11 en résulte @(F) < F.

3) De (1) et (2) : on peut déduire que :

e FEF'"NF™ = F= o(F)

Les ensembles de F" N F’" ne sont autre que les ensembles fermés de F™ ()
et de ce fait F < ¢(F) et @(F) < F = F. D’ou I'affirmation.

e {FEF™ —F'NF"} = FCog (F).

L’inclusion est stricte‘puisqu’alors F élément de F'" est inclus dans un
élément de F”, sans étre lui-méme élément de F"

L’implication dans les 2 cas ne vaut que dans un sens.

Parmi les invariants de la transformation, il en est qui tout en appartenant
nécessairement & F”, n’appartiennent pas a F" N F'".

1 existe en général, des ensembles « dilatés » (K C ¢(K)) qui tout en étant

des sous-ensembles d’un F € F", ne sont pas des éléments de F'".

Ces différents points seront illustrés dans le cas ou n = 3.

4) Etudes de K > o(K) pour n =3
Soit ’ensemble des probabilités qualitatives définies sur les événements

Sy S35 83, Sy Us,, 5, Us,, 54 Us;, 5, Us, Us; numérotées de 1 4 7 et de
1"a 4.

) S, < 8§, <s3<s;Us,<s5,Us;<s5,Us3<s5;,Us,Us,
) §1 <85, < S3~s5,Us, <5, Us;<s,Us;<5;Us,Us,
3 Si~~s, <s3<s,Us, <s;,Us3~s,Us;3<

) Sy < S,~s53 <5 Us,~s;,Usy <s,Us3<s;Us,Us,

(1) Fo n F» n’est jamais vide, il contient au moins ’ensemble réduit au point
11 1
(;l’ 71, ceey ;)'
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Si~S5, <S3~s Us, <s;Usz~s,Us3<s5;,Us,Us,
Sy < Sy~s3~s{Us,~s5, Usz~s,Us; <
Si~8§y~s3 < s, Us,~s,Usz~s,Us; <
Sy <8, <s;Usy<s3<s5;,Us3<s,Us3<s5,Us,Us;
51 <S;<s;Us;~s3<s5,Us3<s5,Us3 <5, Us,Us;
Sy~ <s;Usy <s3<s;Usz~s,Us; <

Sy~Ssy~s, Us, <s;~s; Usz~s,Usy~s, Us, Us,

H, 1, J, étant définis comme 4 la page 7 et G étant le point (0,0, 1), on a :

0

K(1) = HIJ, K2) = 1HI[, K3) = 1HJ[,

K(4) = VI, KG5) = H,

K6) = L K() = J.
’ 0
K(1") = GHI Py PN
K(2") = 1H1] H
K@) = 1HG) ¢ -
-~ Py
K@) =G

Les ensembles invariants sont
au nombré de 6

K(3), K(4), K(5), K(6), K(7), K(4"),
Pour les autres ¢(K(i)) = & P

Figure 5

K(3) et K(4) sont « invariants » sans étre des éléments F3) N F'(3),

L’ensemble formé par une suite de points de 1JI[, ayant un point d’accu-
mulation en J, est un exemple d’ensemble n’appartenant pas & F'3 — F'3 N F3
et cependant tel que K C ¢(K) (inclusion stricte). Notons que cette analyse ne
concerne que le 1/6° du simplexe. Par permutation de 1, 2, 3, on obtiendrait le
simplexe tout entier.

no V-1, 1972.
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V. LE CRITERE ET L’AXIOME 2
Le préordre sur les actes défini par la relation (1).

J< g MinE;(f) < Min E;(g)
;EK ;GK
ne satisfait pas en général ’axiome 2 de Savage.

L’axiome 2 de Savage affirme que I’ordre entre deux actes n’est pas modifié
si I’on déplace une partie commune aux deux actes.

Considérons comme sous-ensemble de S? : le triangle GIH du paragraphe
précédent (1).

Soient alors les actes f et g définis comme suit :
s=1s, J(8) =« ' &) =a
s=25, f(s) =2 g(s) =20
5= 5§ f5) =28 8(s) =4

R p—

$q So $3
Figure §

Comparons les actes f, et g, (qui ont une partie commune f(s,) = g(s;) = @).

Pour cela remarquons que Min (puy + pavo -+ p3wo) POUTr Uy, U et Wy
> ,

p€EK
donnés est nécessairement atteint soit en G, soit H ou 1.

(1) Le fait que GIH soit associé & une probabilité qualitative n’est pas déterminante
pour le contre exemple. Il suffit pour s’en convaincre de remplacer K par K’ qui n’en dif-
férerait que par un point intérieur.
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On constate alors que .
—— pour « « grand positif » f, > g,
par exemple pour o = 20 :

[ 8
Min E(f,) = Min'{ 5 | =5, minimum atteint en H
peK L9’5
[ 4
Min E(g,) = Min |12} = 4, minimum atteint en G
PeK le
— pour « « grand négatif » f, < g,
par exemple pour o« = — 20
[ 8
Min E(f,) = Min 5 | = —0,5 minimum obtenu en I
PeK —0,5
[ 4
Min E(g,) = Min |12 = 2 minimum obtenu en 7
Pek 2

L’ordre entre les deux actes f et g s’inverse, si I’on déplace la partie com-
mune aux actes. C’est la variation en fonction de I’ordonnée « de la partie

commune, du point p ot le minimum sur K est atteint, qui explique ce ren-
versement de I’ordre : en « général » le critére ne vérifiera pas ’axiome 2.

CONCLUSION

L’analyse faite ici du critére peut se résumer ainsi.

Etant donné deux événements 4 et B le critére permet de définir celui sur
lequel on jouera le plus volontiers une mise quelconque : il permet donc une
estimation de la vraisemblance relative des événements et on peut dire de
celleci, ou bien qu’elle n’est pas conforme a I"appréciation qu’on s’en faisait
ex ante sur laquelle on était sensé se fondeér, ou bien qu’elle est contradic- .
toire. :

Ainsi par exemple :

— on pariera indifféremment sur deux événements A et B alors qu’a
priori on pensait 4 plus vraisemblable que B (cas o1 1’on part d’un ensemble G);

n° V-1, 1972,



46 R. GUESNERIE

— on pariera « comme si» il existait une probabilité qualitative sur les
événements, alors qu’on restreignait initialement les probabilités 4 un ensemble
strictement incompatible avec ladite probabilité qualitative (cf. exemple

-— on pariera sur 4 plutdt que B, mais on sera indifférent &4 BUC et
A U C, alors qu’on supposait initialement 4 U C plus vraisemblable que BU C
(cas ol FEF™ et o(F) = @&);

— on pariera sur 4 plutdt que B, mais sur BU C plutdt que sur 4 U C
(cas ol le préordre n’est pas une probabilité qualitative).

Des exemples de ce type illustrant les résultats ci-dessus peuvent étre mul-
tipliés. Ils tendent & prouver, non qu’il ne faut pas utiliser le critére — on
peut tout a fait imaginer des situations de jeux ou il est adéquat — mais qu’il
faut se garder de I’utiliser imprudemment, et de considérer ’ensemble K
comme un ensemble de « probabilités subjectives mal définies » du moins si
I’on veut conserver 4 ’expression de « probabilités subjectives » le caractére
opérationnel précis et la qualité de cohérence que lui a donné Savage.

Je remercie M. Bessiere, qui m’a fait de nombreuses et utiles remarques sur ce
texte, et M. Jean-Yves Jaffray qui m’a signalé une erreur dans une version prélimi-
naire; je suis bien str seul responsable de toutes celles qui pourraient subsister.

BIBLIOGRAPHIE

[1] F. BessiERE, Critére de regret minimax et probabilités subjectives, Communication
au 3¢ Congrés International de PIFORS, Oslo, 1963.

[2] B. D FiNeTTI, « La prévision, ses lois logiques, ses sources subjectives », Annales
de I’ Institut Henri-Poincaré, 1937.

[3] J. Dreze, « Fondements logiques de la probabilité subjective et de 'utilité »,
Collogue C.N.R.S., Paris, 1961.

[4] C.FourGeAUD, B.LENCLUDet Ph. SENTIS, « Critéres dechoix enavenir partiellement
incertain », Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle, n° 14,
1968.

[5] R. GUESNEREE et J.-Y. JAFFRAY, « Notes sur I’ouvrage de Savage : Foundations of
Statistics », Bulletin de Mathématiques Economiques (& paraitre).

[6] R. GUESNERIE et P. MALGRANGE, « OPTIMIX, 4 aspects de ’opération », note
ronéotypée CEPREMAP, 1969.

[71 A.-K.MAITRA, « Surla théorie de la décision dans le cas d’un nombre fini d’états »,
Cabhiers du Bureau Universitaire de Recherche Opérationnelle, n° 9, Paris, 1966.

[8] P. MALGRANGE, « Critére de choix en avenir incertain. Ebauche d’un algorithme
d’optimisation », Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche Opérationnelle,
vol. 2, 1970.

[9] P. MALGRANGE, « Critéres de choix en avenir incertain. Propriétés des solutions
optimales, extension a la dynamique », Theory and Decision, oct. 1970.

[10] G. MorraT, « Le choix d’une décision et le choix d’un critére », Colloques du
C.N.R.S. sur la Décision, 1961.

[11] L.-J. SAVAGE, The Foundations of Statistics, Wiley éd., 1954,

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle n° V-1, 1972.



