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DOUZE METHODES D’ANALYSE MULTICRITERE

par G. BERNARD (') et M. L. Besson (1)

Résumé. — L’étude tente de rassembler des méthodes d’agrégation des critéres multiples
en vue de choix a faire ou de décisions & prendre. Un critére sur un ensemble d’objets y est
défini comme la cause de I’établissement d’une structure sur cet ensemble, et les méthodes
étudiées essaient de créer une structure qui rend compte de celles dues a tous les critéres
considérés.

Parmi les méthodes étudiées sont a citer : les sommes pondérées des rangs, des valeurs,
des utilités, deux variantes des méthodes ELECTRE, les partitions centrales et les relations
binaires centrales. Le probléme du choix entre ces méthodes, en fonction de la qualité de
leurs résultats, de leur coiit, de la facilité du calcul, et d’autres critéres est posé. Il s’agirait
d’appliquer une analyse multicritére sur les méthodes de cette analyse.

I. INTRODUCTION

Analyser plusieurs critéres, les comprendre, les représenter simultanément,
les agréger : voila notre probléme. Mais, tout d’abord, qu’est-ce qu’un critére?
Nous convenons ici d’adopter la définition suivante :

Un critére sur un certain ensemble E est ce qui établit une structure sur cet
ensemble, c’est-a-dire, en général, une relation quelconque entre les éléments
de cet ensemble.

Cette relation pourra &tre simplement binaire, ou bien une relation d’équi-
valence, ou un préordre (structure préordinale) ou un ordre (structure ordinale).

11 est possible également qu’une structure soit plus riche en informations
et permette d’établir, non plus une simple relation entre les éléments de E,
mais une application de E dans1’ensemble des réels R (structure cardinale). De
cette application de E dans R découlent évidemment de nombreuses relations
entre les éléments de E.

*®
L

Soit M un ensemble de m critéres sur E. Ces critéres ne sont pas nécessaire- -
ment d’importance égale les uns par rapport aux autres. A chaque critére i, il
faudra donc associer un poids p,. L’ensemble des p, forme un vecteur p a m

(1) CETEM, Centre d’Etude des Techniques Economiques Modernes.
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20 G. BERNARD ET M. L. BESSON

dimensions. 11 arrivera fréquemment que les pondérations soient normées,

m .
c’est-a-dire Z p; = 1. Dans le cas ol tous les critéres ont la méme impor-
i=1
tance, nous aurons : p; = 1/m pour tout i. Le couple (¥, p) ainsi défini forme
un m-tuple de critéres pondérés (2).

Notre information initiale (notre donnée) sera doncun m-tuple de structures
pondérées sur E.

Le but que nous nous proposons est d’agréger ces données, afin d’obtenir
une structure unique sur E.

Une méthode d’analyse multicritére est ainsi une application qui, a
un m-tuple de structures pondérées sur E, fait correspondre une structure
unique sur E.

Méthodes
strucci:tu’res d'analyse Structures
pondérées multicrite sur E
ot E icritere
Figure 1
*Fa

Nous présentons ici douze de ces méthodes. Nous aurions pu évidemment
N . v - .
en développer bien d’autres. N’y a-t-il pas, en effet »!"?" fagons de déduire

_(2) Dans certaines méthodes étudiées ci-aprés, il est commode et parfois nécessaire
d’intégrer le paramétre de I’importance d’un critére dans la structure qu’il établit.

Cela est facile lorsque I’ensemble M est cardinal; il suffit de multiplier le résultat de
chaque m; € M par le poids correspondant p; pour obtenir une matrice des « valeurs pon-
dérées ». On peut supposer par exemple que cela a été fait pour les hiérarchies, I’analyse
factorielle, ...

Dans d’autres méthodes : permutations successives, electre f et g, les poids des critéres
sont utilisés directement dans I’agrégation, d’une maniére différente.

Dauns d’autres méthodes enfin, de partitions et relations médianes, Iphigénie (voir
annexe D), on pondére non pas les résnltats d’un critére par rapport a ceux des autres,
mais les distances (ou leurs indices) entre ce critére et le critére agrégé, entre deux critéres,
entre deux résultats d’un critére. C’est souvent incorrect, mais toujours commode...

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle



METHODES D’ANALYSE MULTICRITERE 21

d’un m-tuple d’ordres complets sur un ensemble & z €léments, un ordre unique
sur ce méme ensemble? Mais notre travail n’est pas un « survey » de la théorie
des classifications ou de méthodes de décision, en présence de critéres multiples.
Nous ne prétendons nullement présenter une synthése de 1’état de I’art & un
moment donné. 11 s’agit d’une recherche partielle sur les choix ou les décisions
en présence de critéres ou_d’objectifs multiples. Ceux qui voudront bien en
prendre connaissance sans parti pris jugeront de son intérét.

Parmi les douze méthodes dont nous parlerons, certaines sont triviales (par
exemple « les moyennes pondérées (!) »); d’autres sont moins connues; il y
aura aussi une généralisation de la méthode Electre (?); il y aura enfin quelques
méthodes que nous pensons étre originales, n’en ayant pas trouvé de descrip-
tion dans la littérature; c’est le cas de notre définition r, f, et g des rangs et de
son utilisation; c’est aussi le cas des derniéres méthodes présentées : partitions
centrales et relations centrales.

Nous présenterons d’abord les méthodes nécessitant le plus d’information
initiale (structures ou données cardinales), puis celles qui en nécessitent un peu
moins, et ainsi de suite, pour finir par celles qui en demandent le moins (structures
ou données sous forme de relation quelconque entre les éléments de E).

REMARQUE : Si nous disposons d’une certaine quantité d’information, nous
pourrons, évidemment, utiliser aussi toute méthode nécessitant une quantité
d’information moindre.

Pour faciliter le langage, nous utiliserons dans ce qui suit' ’exemple
d’une classe de n éléves, a qui m professeurs enseignent m matiéres diffé-
rentes. Les éléves forment I’ensemble E; les matiéres (ou les professeurs)
P’ensemble M. Les critéres sont donc les diverses matieres. Les poids en
sont les coefficients (ils peuvent étre évidemment tous égaux, et c’est ce que
nous supposerons dans le cas ou ils ne sont pas définis).

Les éléves regoivent de chaque professeur des notes, ou des rangs; ou
méme ils sont jugés, sans qu’il s’agisse d’ordre ou de préordre, par ’établisse-
ment d’une relation quelconque entre eux, qui n’est pas nécessairement
binaire.

(1) Voir paragraphe 2.1.
(2) Voir paragraphe 4.1 et [1].
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24 G. BERNARD ET M. L. BESSON

II. DONNEES CARDINALES

2.0. 11 est relativement fréquent que chaque professeur donne une note a
chacun des €léves. Le responsable de classe se trouve alors devant des infor-
mations qui peuvent se résumer par le tableau suivant :

Matiéres 1 2 e | AP m
Eléves coeff. D1 Dz eeveeeenns Di veverenne . Pm
Xy i yz .......... yi .......... yr
X, V3 Vi e 2 vy
M Lo g .
X, Ve VB e Vi eerereenns Ve
X, Yoy Vi o

(7i est la note obtenue par I’éléve x, pour la i¢™® matiére)

2.1. Moyennes pondérées

11 peut calculer pour chacun des éléves x; sa « note générale » v(x,) définie
par :

v(x) = ; Vi pi

Puis il rangera les éléves suivant les valeurs de v décroissantes. Il obtient
ainsi un préordre total sur E.

2.2. Hiérarchies ()

Si, au lieu de vouloir déduire de cette matrice des données un préordre
total sur E on veut en tirer une partition des éléments de E, on pourra utiliser
I’analyse hiérarchique.

(1) Pour plus de détails voir [8] et les définitions de 1’annexe B.

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle
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Posons en effet :
(Y x, € E)N x,- € E) I:S(xk’ X)) = JZ; (y;c - yli’)2:|

3 est la distance euclidienne dans un espace 4 m dimensions.
C’est par conséquent, a fortiori, un indice de distance.

Or, on peut utiliser un indice de distance sur un ensemble fini E pour créer
une ultramétrique sur E, et cela de deux fagons différentes. Avant d’expliquer
ces deux procédés, il est nécessaire de munir I’ensemble des indices de distance
sur E d’une relation d’ordre (notée «> »). Ecrivons :

(312 3)<«(VxeE)(YyeE)(B,(x) = 3,(x»)

c’est-a-dire : si 3, est « plus grand » que 3,, la « distance » entre tout couple
xy d’éléments de E par 3, est supérieure ou égale a celle obtenue par 3,.

Comme toute ultramétrique est un indice de distance, ’ensemble des ultra-
métriques se trouve ordonné par la méme relation. D’ol :

IeT procédé pour passer d’un indice de distance d une ultramétrique :

On appelle ultramétrique inférieure maximale la plus grande des ultramé-
triques inférieures a J.

2¢ procédé : ultramétrique supérieure minimale.

On appelle ultramétrique supérieure minimale la plus petite des ultra-
métriques supérieures. a 3.

Ce que P’on peut schématiser ainsi :

Ensemble des

Ensemble des

indices de Procéde 1 3 ultramétriques
distance sur E a
sur E Procédé 2

Figure 2

Or, nous savons qu’il existe une bijection entre ’ensemble des ultramé-
triques sur E et ’ensemble des hiérarchies indicées sur E.

Le procédé 1 ou le procédé 2 permettent donc de déduire de chaque indice
de distance (*) une hiérarchie indicée sur E, d’ou ’on peut déduire une parti-
tion ou typologie sur E.

(1) Voir la définition de 1’indice de distance dans ’annexe B.

ne V-3, 1971.



26 G. BERNARD ET M. L. BESSON

Ainsi, I’analyse hiérarchique permet d’obtenir une typologie sur les élé-
ments de E, a partir d’une matrice de données cardinales.

Exemple d’utilisation du procédé 1

Soit E un ensemble de 6 éléments x,, x, ... Xg, sur lequel on connait un
indice de distance, défini par le tableau suivant :

X4 X, X3 X4 Xs Xe
Xy 0 7 6 7 6 7
X, 0 5 2 S 6
*3 0 6 1,5 2
X4 0 7 5
Xs 0 1
X6 | 0

Rangeons tous les triangles formés par les éléments de E, dans un ordre
quelconque, fixé une fois pour toutes.

D’autre part, rangeons tous les indices de distance en colonne.

Observons le premier triangle : Est-il « isoc€le a petite base » ou équilatéral?
Si oui, passer au 2° triangle. Sinon, modifier le plus grand de ses cdtés en le
rendant égal au c6té immédiatement inférieur.

Et passer au 2° triangle.

Observons alors le 2¢ triangle. Agissons comme nous ’avions fait pour le
ler; et passons au 3¢ triangle, etc... On s’arrétera lorsque plus aucun des

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle
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triangles ne modifie le tableau des distances. Alors apparait Vultramétrigue
inférieure maxima que 1’on cherchait. La hiérarchie indicée est ensuite trés
facile 4 construire.

Triangles Cotés
XXX X3Xy XXy XX,
XXX, XaXy X4X; XoXy
X1X5Xs XsXy XsXp XoX
X X5X6 XeX, XXy XoXg
X1X3X,4 X4Xy XgXy X3%y
X1X3X s XXy XsXq X3Xy
X X3Xg XeX3 XXy X3Xy
X1X,X5 XX, XsX; XoXy
X1 X4Xe XXy XgX; XgXy
X1X5Xg XeXs XeXi XXy
X,X3X, X4X3 XX, X3X,
X,X3X 5 XsX3 XsXy X3X,
XyX3X6 XeX3 XX, X3X,
X,X X5 XXy XsX; XX,
XX 4% XeXy XeXp XaX,
X,X5Xg XeXs XXz XsX,
X3X4Xs XsX, XsX3 XgX3
X3X X XXy XgX3 X4Xs
X3XsXg XeXs XeXq XsXg

Indices de distance

XXy
X3Xq
X3X,
XaXyq
XX,
X4X3
XsX
XXy
Xs5X3
X5X4
XXy
XeXs
XeX3
XXy
XeXs

[y
-
(%)}

= AN NI

LA AN QN A

n° V-3, 1971,
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X1

X4

Xs

Ultramétrique résultante
(inférieure maxima) :

Xy X, X3 X4 Xs Xg
0 6 6 6 6 6
0 5 2 5 5

0 5 L5 | 1,5

0 5 5

0 1

0

Or nous savons qu’avec une nltramétrique on peut construire une hiérarchie

indicée (voir [8]).

D’ou le schéma suivant :

6

N
—

A

L

6 3 4 2 1

Figure 3

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle
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Hiérarchie indicée (représentation en arbre)

Typologie associée a cette hiérarchie :

F,={5,6,3}
F2={2’4}
F3={1}

2.3. Analyse factorielle

Considérons notre tableau rectangulaire 4 m -« n cases. Chacun des éléves
est un point dans un espace & m dimensions. L’analyse factorielle consiste a
déterminer le plan passant le plus « prés » de ces » points, puis a les projeter
sur ce plan. Chaque droite (« axe») de ce plan détermine évidemment un
préordre sur ’ensemble E.

Le professeur responsable obtiendra ainsi une image générale de I’ensemble
des éléves, qui pourra étre source de fort intéressantes considérations.

REMARQUE : 11 y a une différence de principe entre 1’analyse factorielle et
les autres méthodes exposées ici : la premiére est (!) une analyse statistique
multidimensionnelle : elle constate et met de 1’ordre dans ce qui existe; les
autres méthodes sont des outils de décision, servant & fuire et non pas a savoir.
Pourtant essayer de savoir est déja faire et on ne peut pas faire sans savoir.
C’est 4 ce dernier titre que les ordres, les classifications, les mesures sont des
instruments d’action, et 1’analyse factorielle peut &tre considérée comme une
méthode d’analyse multicritére.

En réalité ’analyse factorielle détermine toute une série d’axes, dits fac-
toriels et qui, pris deux & deux, déterminent des plans. Le plan dont nous avons
parlé ci-dessus est déterminé par les deux premiers axes factoriels.

III. DONNEES ORDINALES

3.0. Supposons maintenant que chaque professeur i établisse non plus
une note pour chaque éléve, mais un ordre total R, sur ’ensemble E des éléves.
Si le professeur responsable cherche, avec de telles informations, & construire
un ordre total sur E, déduit de ces m opinions, il a plusieurs méthodes possibles.

3.1. Dictature

S’il veut respecter les régles de loyauté et de souveraineté (), au sens ol

(1) Voir {13].
(2) Voir annexe B, p. 59.

n° V-3, 1971.



30 G. BERNARD ET M. L. BESSON

I’entendait Arrow, il ne peut choisir comme ordre total agrégé que ’ordre
total établi par le professeur enseignant une certaine matiére i. Ce dernier
joue alors un role de dictateur : les résultats des éléves dans les autres matiéres
ne jouent strictement aucun role dans le classement général ().

3.2. Démocratie parfaite
Si le professeur responsable cherche a agréger tous les ordres totaux par
la régle de la majorité simple, il agira en « démocrate ».

Nous dirons alors que, pour ’ensemble des professeurs, « x; > x; » si plus
de la moitié (pondérée) des professeurs préférent x; a x;.

Mais cette méthode ne conduit pas nécessairement a un ordre, comme on
le sait.

Voici un exemple : les professeurs I, II et 1II doivent classer les éléves x,,
X,, X3 et x4. Les 3 matiéres qu’ils enseignent ont les mémes coefficients.

Opinions de chacun, ou ordre établi par chacun :
Tix;>%x,>x3> x4
IHox, > x3>x; > x4

Mix, > x3> %, > X,

Donc suivant la loi démocratique, nous aurons pour la collectivité des
professeurs :

Xy > X3 Xy > X4
X3 > X, X3 > X4
Xy > %, Xy > X,

Cet ensemble d’inégalités ne forme pas un ordre car :
(x; > x3etx3 > x1) & (x; > xy)
11 y a intransitivité. C’est le paradoxe de Condorcet.

3.3. Somme pondérée des rangs

La définition d’un rang est assez intuitive dans le cas d’un ordre total,

(1) On pourrait obtenir le résultat de la dictature de ’individu i (ou -du jéme critére)
en appliquant n’importe quelle méthode et en pondérant de la fagon suivante :

=1
~Vi#£D (P =0)
L’application dictatoriale transforme en effet un m-tuple de critéres pondérés, en un des

critéres particuliers. C’est en somme une projection. Elle peut donc s’appliquer 2 des
structures quelconques (non nécessairement ordinales).

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle
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comme ici. (Plus loin, nous 1’avons formalisée et généralisée dans le cas d’un
préordre quelconque — voir § 4.1.1).

Soit 7,(x,) le rang obtenu par I’éléve x,, dans la i*™® matiére. Calculons,
pour chaque éléve x,, le coefficient suivant :

aC) = 2, Py 1%
On peut définir un préordre P sur E de la fagon suivante :

(Vx, € E)(Y x; €E) (xPx)) < (q(x) < q(x;))

Nous voyons ainsi une méthode fort simple de faire correspondre a tout
m-uple de préordres pondérés sur E, un préordre total sur E. C’est une nou-
velle fagon d’agréger les opinions.

ExeMPLE : Nous reprenons ’exemple précédent avec les ordres suivants
établis par les 3 professeurs :
Tixy>x,>x3>x,
H:x, >x3>x; > x,

HI : %3 > x4 > x; > X, Pi=p,=p3=ps=1

gx)=1+3+4+3=17
gx)=2+1+4+4=7
g(x3)=3+2+1=6
g(xs)=4+4+2=10

D’ou le i)réordre final :
X3

X1, X2

3.4. Permutations successives
Cette méthode a été mise au point par M. Jacquet-Lagreze.
Soit R; ’ordre établi par le professeur enseignant la matiére i.

«x Ry, » signifie que I’éléve x, est au moins aussi bon que 1’éléve x,.,
dans la matiére i.

On appelle‘G(k, k) Pensemble des épreuves ol 1’éléve x; est mieux ou aussi
bien classé que I’éléve x,.. C’est-a-dire : G(k, k') = { i/x; R;x;+}

n° V-3, 1971.



32 G. BERNARD ET M. L. BESSON

Formons un tableau carré de la fagon suivante :

X4 X oo X oo Xgr vaeen Xy

x| ai  ak.... wd . ay
X, | ¢ . .
P R " S
P [ Lak... a

avec: df =Y p; = ).p;

1€G(k,k’) xkRixr’
c’est-a-dire : af = somme des poids des ordres pour lesquels x; surclasse x;..
En d’autres termes, af = somme des coefficients des ordres en accord avec
I’ordre général exprimé par l’intitulé des colonnes de la matrice, du point de
vue particulier de la comparaison (X, X;.). Nous dirons que af représente les
« adhésions partielles » 4 1’ordre sur E ainsi exprimé dans le cas ol k est le
rang de I’éléve et k < k'.

Si k > k', af, somme des coefficients des ordres pour lesquels x; surclasse
X représente la somme non plus des « adhésions partielles » par rapport a
Pordre exprimé au-dessus de la matrice, mais celle des « rejets partiels » par
rapport a cet ordre.

Ainsi, nous pouvons définir un coefficient représentatif de « 1’adhésion »
générale des opinions par rapport 4 I’ordre exprimé dans I’intitulé des colonnes
de la matrice par :

Ak - Z A i
(k,k") au-dessus (k,k’) au-dessous
de la diagonale (k < k') de la diagonale (k> k')

Changeons, par permutation des éléments de E, I’ordre exprimé par 'inti-

tulé des colonnes. Nous obtenons un nouveau coefficient d’adhésion générale.

Nous essaierons ainsi, les unes aprés les autres, toutes les permutations
possibles de E et garderons seulement celle qui a le "plus grand coefficient
d’adhésion.

L’ordre représenté par cette permutation est accepté comme ordre définitif.

Par cette méthode, la régle de souveraineté est bien siir respectée. Celle de la
loyauté ne I’est donc pas en général (théoréme d’Arrow) (). ‘

(1) Voir la définition de ces deux régles en annexe D...
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Les calculs peuvent €tre fort longs, et pratiquement impossibles sans
I’aide d’ordinateur.

Remarquons que, dans certains cas exceptionnels, on pourra trouver plu-
sieurs solutions, parmi lesquelles il faudra en choisir une par un procédé
quelconque, le hasard au besoin.

IV. DONNEES PREORDINALES

4.0. Supposons maintenant que chaque professeur i établisse seulement un
préordre (non complet en général) sur l’ensemble E des éléves. Comment
fera le professeur responsable s’il désire en déduire une structure sur cet
ensemble?

4.1. Nous allons établir ici deux variantes de la méthode Electre, qui per-
mettront d’établir des préordres complets sur E.

4.1.1. Applications de ’ensemble des préordres sur E dans ’ensemble des
préordres complets sur E

Soit x un élément de E.

Soit P un préordre quelconque sur E.

Soit X’ I’ensemble des éléments y de E vérifiant les relations yPx et
= () xPy.

Soit X” I’ensemble des éléments y de E vérifiant les relations : xPy et
= xPy.

Considérons les trois applications r, f et g de E dans N* (ensemble des
entiers positifs) définies par les relations I, II et II1 ci-dessous :

r(x) =1 SiX'=¢g
" | r(x) = Supr(y) + |r~* (Sup r(y)| siX'# &
y€X’ y€X’

C’est-a-dire : r(x) vaut 1 si aucun élément n’est strictement meilleur que x
d’aprés le préordre P; sinon r(x) est égal 4 la somme du plus grand des rangs
des éléments strictement meilleurs que x, et du nombre d’éléments ayant le
rang le plus grand de ceux déja attribués.

REMARQUE : le rang le plus grand numériquement correspond au rang
trivialement appelé « le plus bas ». Au contraire, le rang le plus faible numéri-
quement correspondra au rang trivialement appelé « le plus élevé ».

fx)=1 SiX'=¢g

Tl =swin+1 sixA

(1) = signifie : le contraire de.
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c’est-a-dire : f(x) vaut 1 si aucun élément n’est strictement meilleur que x
d’aprés le préordre P; sinon, f(x) est égal au plus grand des rangs des éléments
strictement meilleurs que x, augmenté de 1 (}).

1L g(x) =1 SiX'=¢g
g(x) = Sl;p g+ 1 SiX"#g
yEX”

c’est-a-dire : g(x) vaut 1 si aucun élément n’est strictement moins bon que x
d’aprés le préordre P; sinon, g(x) est égal au plus grand des rangs des éléments
strictement moins bons que x, augmenté de 1.

Les applications r~1, g~ et f ! appliquent donc N* dans I’ensemble des
parties de E.

Ces trois applications r, f et g définissent trois préordres complets sur E,
de la facon suivante :
(VxeE)Y(VyeE)(xP,y<r(x) < r(®)
(Y x € E)(¥ y € E) (xPyy < f(%) < f(»)
(Y x€E)(Yy€E)(xP,y < g(x) > g(»)
(11 est trivial de vérifier que P,, P, et P, sont effectivement des préordres
complets sur E.) '

Nous conviendrons d’appeler «rangs », ces trois applications r, fet g :

r(x) étant le « rang » de x pour P
f(x) étant le « rang simplifié » de x pour P
g(x) étant le « rang simplifié-inverse » de x pour P.

Exemple de détermination des rangs associés @ un préordre P sur E :
Soit E = { x,, X,, X3, X4, X5, Xg, X7, Xg }
Soit P un préordre sur E, défini par la donnée de :
WP)= (R, T)
On suppose R définie elle-méme par la donnée de ’ensemble C des classes
d’équivalence correspondantes (?)

C={A4,B,F,D,E}

avec
4= {xl’xZ}
B={x;}
F = {X4,%s5,%¢ }
D= {x,}
E={xs}

T est défini par les relations : ATB, BTF, ATF, DTE.

(1) REMARQUE : Ces deux définitions de rang généralisées a des préordres quelconques
pe‘rhx_netltent d’appliquer la méthode de la somme pondérée des rangs a des données pré-
ordinales.

(2) Un préordre est équivalent i une relation d’équivalence dont les classes sont
ordonnées (totalement ou partiellement).
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Si nous convenons de représenter une relation du type « XTY » par une
fléche orientée de X vers Y, nous aurons :

r(xq) = r(x;) =f(x) =f(x;) =1 A r(x;) =1
g(x,) = g(x;)=3 0 f(x7) =

rGes) — 4 g(x7) = 2
flx3) =2 r(xg) = 4

glxs) =2

Y
r(xy) =r(xs) =r(xe) =6 8 E 8(xg) =
f(eg) = flxs) = flxg) = 3 ‘
8(xy) = g(xs) = g(xe) =1 L

Figure 4

Pour déterminer r ou f, nous devons commencer par les classes 4 et D.
Pour déterminer g, par les classes F et E.
Les résultats sont inscrits dans les petits tableaux latéraux.

Les préordres résultants P,, P, et P, seront représentés par la méme méthode
graphique que ci-dessus :
P .

re

ou P, :

Figure 5
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(P, et P, sont en effet identiques dans cet exemple)

P, :

Figure 6

(On remarque que P, n’est pas identique aux deux autres, danscet exemple.)

Nous venons ainsi de voir deux fagons d’obtenir un préordre complet sur
un ensemble fini quelconque E, a partir de n’importe quel préordre sur E.

Nous appellerons ces deux applications de I’ensemble des préordres sur E,
sur P’ensemble des préordres complets sur E : I, et II, (correspondant res-

pectivement aux rangs f et g).

En résumé, nous avons le schéma suivant :

Préordres
sur E

Identité
=
=
(o]

Préordres complets
E

sur

Figure 7
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Le mot « identité » représente 1’application identique dans I’ensemble des
préordres complets. C’est donc une application particuliére de ’ensemble des
préordres complets sur E dans 1’ensemble des préordres sur E.

4.1.2. Application de I’ensemble des parties de E X E, dans I’ensemble
des préordres sur E

Soit 4 une partie de £ X E (produit cartésien de E et de E).

Définissons une relation binaire P sur E de la fagon suivante :

1. (x =y) ou 2. (x y) € 4 ou 3. 1l existe une
v Yy eE)xP partie de E a éléments numérotables x,, X,...X,
(VxeE)(Vy €EYXPYL | (e que (Vi < ) [(xx,) €A ... (x%000) €4 oo
[ €]

Si nous adoptons une représentation graphique, nous poﬁvons par exemple
joindre deux éléments x et y de E, par une fléche orientée de x vers y, si et
seulement si (x, y) € 4.

Nous dirons alors que deux éléments quelconques sont liés par P si et

seulement si I'une des conditions suivantes est réalisée :
(i) : les deux éléments de E sont confondus

(ii) : le couple formé par les deux éléments de E appartient 4 A

(iii) : il existe un circuit fiéché orienté du 1¢r élément vers le 2¢.

Démontrons que P est un préordre :

P est une relation réflexive : En effet, d’aprés la définition de P :

(VxeE)Y(Ny€eE)(x =y = xPy) ; donc (V x € E) (xPx)

P est une relation transitive : En effet, soient x, y, et z trois éléments quel-
conques de E tels que : xPy et y Pz.

Plusieurs cas doivent étre envisageés.

a) Si x = y ou si y = z, alors évidemment xPz.

b)ySix#yety+#zetsi{x,y)€det(y,z)€A, posons y=x,; (x,) est
une partie de E a éléments numérotables telle que (x,y) € 4, et (x x,) € 4.
Donc xPz.

c)Six#£yetys#zetsi(xy)€ et qu’il existe une partie de E a éléments
numérotables x;, X, ... x, telle que [(y,x;) €4 ...(xix;3,) €4 ... (% 2) € A)]
i < s alors nous pouvons aussi numéroter la partic de E formée par les élé-
ments (¥ x, ... X;), ce qui nous permet d’écrire que xPz.

(Si (¥ 2) € 4 et que « xPy » est vrai pour la raison impliquant la numérota-
tion d’une partie de E X E, le raisonnement serait analogue et nous arriverions
a la conclusion xPz.)
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d) Si enfin les relations xPy et yPz sont vraies chacune pour la raison
impliquant une numérotation d’une partie de E, la réunion de ces parties
numérotables est elle-méme numérotable. Donc xPz.

Nous aurions pu simplifier cette démonstration, soit par des considérations
graphiques, soit en appelant 4 la fermeture réflexo-transitive de A(!) et en
définissant P de la fagon suivante : (V x € E)Y y € E)(xPy < (x, y) € 4).

Nous venons ainsi de mettre en évidence une application O de ’ensemble
des parties de E X E dans I’ensemble des préordres sur E.

D’ou le schéma ci-aprés :

Préordres

Parties
de ExE
¢ Mg

Préordres complets

-0
-—
=
=
(]
By

sur E

Figure 8

4.1.3. Application de I’ensemble des m-uples de préordres pondérés sur E
dans I’ensemble des parties de E X E

Soit E un ensemble fini quelconque.

Soient P,, P, ... P,, m préordres sur E. Pour chaque préordre P, on

m
suppose connu un nombre réel p,, compris entre O et 1, tel que Z ;=1L
i=1

p; est la pondération relative du préordre P;.

Notre probléme est de déterminer une application d’un m-uple quelconque
de préordres pondérés de E, dans une partie de £ X E.

Considérons un nombre réel k compris entre 0 et 1.
Soit Oy la partie. de E x E définie par la relation suivante :

(¥ (x, ) € (E X E)[(x, Y EQ, ./ZP P> k]
i/ xPsy
Nous appelons Q, « ensemble de concordance au niveau k ».

(1) Voir [4].
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Q, comporte donc tous les couples (x, y) d’éléments de E tels que la somme
des poids des préordres P;, pour lesquels « xP;y » est vérifiée, soit supérieure
ou égale a k.

Soit Q I’ensemble de parties O, de E X E, obtenu en faisant varier k entre
Qetl.Ona:

[k>k']:[QkCQk’]:>[| le < |Qk I]

Q est donc une famille de parties de £ X E incluses les unes dans les autres.
Le cardinal de Q, est une fonction de k monotone et décroissante.

Considérons ensuite un nombre entier /, positif ou nul.

Soit D, la partie de E X E définie par la relation suivante :

P1,P2 Pnp

(Vx€E)Y y€E) [(x, y)€D, < Sup [rangdex— rang de y] = ]

Nous appelons D, : ensemble de discordance au niveau /.

D, comporte donc tous les couples (x, y) tels que, pour un au moins des
préordres P,, P, ... P,, le rang de y (voir 4.1.1 -application r) est inférieur
d’au moins / au rang de x.

Soit D I’ensemble des parties D, de E X E, obtenu en faisant varier / entre
et +

> l’]=>[D,CD;:]=>[| D/ < | Dyl
Si nous notons «B,» le complémentaire de D, dans £ X E, nous aurons :
U>11=[D.CD]l=[|D | > |D|]

D est une famille de parties de E X E, incluses les unes dans les autres.
Le cardinal de D, est une fonction décroissante de /. Au contraire, le cardinal
de D, est une fonction croissante de /.

Posons pour tout réel k compris entre O et 1, et pour tout entier positif ou
null: I, =Q,N D,

Le cardinal de I, sera, bien entendu, une fonction décroissante de k, et
croissante de /.

Nous avons ainsi défini une partie [,; du produit cartésien £ X E, au moyen
de m préordres pondérés quelconques sur un ensemble fini E.

I, définit par conséquent une application de 1’ensemble de m-uples de
préordres pondérés sur E dans I’ensemble des parties de E X E.

Cette application dépend de k et de /.
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Nous la notons : ¢ ; d’ou le schéma suivant :

Parties
S de ExE
f‘?k,l
m~-uple
Préordres complets Préordres pondérés sur E
sur E
Figure 9

4.1.4. Application a Panalyse multicritére

Si nous vouions obtenir dans sa généralité une application de 1’ensemble
des m-uples de préordres pondérés sur E sur ’ensemble des préordres complets
sur E, il nous suffit d’utiliser 1’une des deux applications :

H;0600q9,,0ull,000¢,,

applications que nous appellerons : electre-f et electre-g.

Cela revient a ’application d’un m-uple d’ordres sur E dans I’ensemble de
préordres sur E.

Exemple d’application d’electre-f et g:

Soit E= { x4, %x,, X3, %, }

Supposons connus 5 préordres sur E.

P,, P, ... P,, de méme importance (ces préordres sont complets) :

MVi< D(p;=1D.

Nous convenons de représenter chaque préordre P; par une colonne telle
que : x;P;x; < X; se trouve, dans la colonne, 2 une ligne précédente, ou a la
méme ligne que x;.

D’ou le tableau représentatif des 5 préordres :

P, P, Py P, Py
X1 X1X2 X3 X2 X2
X3 X4 X

X4 X3 Xy X1X3X4 X3
X3 X4 X4
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Pour chaque couple d’éléments X;, X, de E X E, nous calculons :

1) nombre de préordres P; pour lesquels x;P;x, est vérifiée
2) Sup (rang de x; — rang de x;).

Nous obtenons les deux tableaux 1 et 2 suivants :

TABLEAU 1
Xk
X1 X X3 x4
Xj
Xy 5 4 4 5
Xy 2 5 3 4
X3 2 2 5 4
X4 1 1 1 5
TABLEAU 2
X
X1 X5 X3 X4
Xj
X 0 1 1 1
X5 3 0 2 1
X3 2 2 0 1
X4 3 2 3 0
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L’ensemble de concordance au niveau 4/5 est :
Q45 = { (x1x1), (x2X3), (x3X3),
(x4%4), (x1X2), (x1%3),
(x1x4), (x3%4), (x3x4) }
L’ensemble de discordance au niveau 2 est : .
D, = {(x3%,), (x,%3), (x3%,),
(x3%2), (x4%1), (X4%2),
(x4x3) }

Par conséquent :

Iiys,2 = Qs n Dz
= {(x1X1), (x1%2), (X1X3), (X1%4),
(%2%3), (X3%3), (¥4%4),
(x2%4), (¥3%4) }
Représentons I,,s,, par un graphe (deux sommets sont liés par une fléche

orientée du second vers le premier si et seulement si le couple d’éléments de E
qu’il constitue appartient & 1,5 ,)-

X1

X3
X1
P= X2X3
X4 x4
Figure 10
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Nous pouvons compléter ce graphe par la représentation de la fermeture
réflexo-transitive de 1,5 ,.

Nous obtiendrons ainsi la représentation d’un préordre.

Pour obtenir enfin un préordre complet, 3 partir de ce préordre, il nous
suffit de calculer, pour chaque élément de E, la valeur de la fonction f :

flx) =0
Sfxz) = f(x3) =1
S(x) =2

Et le préordre complet P résultant des applications successives :
(Prs,1 6, IL) est représentable par la colonne suivante :
P:|x,
Xy Xg
X4
Si nous avions voulu appliquer g au lieu de f, nous aurions obtenu :
g(x,) =0
8(xy) = glx;3) =1
- glx) =2
D’ou le préordre
P:ixg
X2 X3
X4
REMARQUE : Les préordres sont ici les mémes. Mais dans le cas général,
faut-il préférer 1’application Il; ou I1,?
Nous pourrions classer les éléments de E selon f— g.
Ce serait une application II,_ .
La méthode électre f — g correspondante serait peut-étre plus « objective ».

V. DONNEES SOUS FORME DE RELATIONS D’EQUIVALENCE

5.0. Supposons maintenant que chaque professeur i établisse seulement
une relation d’équivalence sur I’ensemble des éléves, ou, ce qui revient au méme,
une partition des éléves.

Si le professeur responsable cherche, avec de telles informations, & construire
une relation d’équivalence sur E, tenant compte le mieux possible de ces m
opinions, il peut utiliser une des méthodes de « partition centrale », que nous
allons développer ici.

Pour cela, nous allons d’abord définir un indice de distance entre
deux ensembles quelconques de parties de E.

n° V-3, 1971.



44 G. BERNARD ET M. L. BESSON

5.1. Indice général 3,

Considérons deux ensembles quelconques de parties de E : R et Q

R e TIE); Q e FITEN ()

_ 1 |xnz|
Ll’(R’Q)‘|R| [%5‘:5 |xUu z[]

Posons :

C’est-a-dire pour chaque élément Z de R nous cherchons 1’élément X de Q
tel que le rapport des cardinaux de X N Z et de X U Z soit le plus grand possible;
¢} est la moyenne des quotients ainsi obtenus.

Nous définissons 1’application 3, par la relation :

31(R, ©) = 1 — 5 [U(R, ©) +$(Q, R}

Démontrons que 3, est un indice de distance sur J[F(E)]

@ (R, Q) €0, 1]
Donc : 3,(R, Q) €0, 1]
Donc: 3,(R,0) =2 0

(ii) 3, est symétrique par sa définition. *

(iii) 8, est nul si et seulement si R = Q
En effet, [R = 0] = [{(R, Q) = ¥(Q, R) = 1].
Donc : [R = Q] = [3,(R, Q) = 0]

si 3,(R, Q) est nul,

‘alors Y(R, 0) = Y(Q, R) = 1
Or,siy(R,O)=1,0DOR

etsiY(Q,R)=1,RDQ
Donc : (3,(R, Q) =0 =>(R=0)

3, satisfait donc toutes les axiomes d’un indice de distance.

REMARQUE : 3, vaut 1 si et seulement si ¢(Q, R) = ((R, Q) =0

VXeRNV ZeQ)(XNZ =) Cclesta-dire: (U z) N (U z) =g

z€ER z€Q

(1) $(E) est I’ensemble des parties de E ; T[F(E)] est I’ensemble des parties de ’ensemble
des parties de E.
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5.2. Indice général 3,
C’est un indice analogue 4 &, mais variant entre 0 et I’infini.

11 est défini par :

1 1 1
”K@=§¢mQﬁW@JJ_I

Y(R, Q) étant compris entre 0 et 1, nous avons

82(R> Q) 2 0
3, est symétrique par définition :
3,(R, Q) est nul si et seulement si :

YR, Q) =Y(Q, R) =1
c’est-a-dire : R = Q
- 3, est donc aussi un indice de distance.
REMARQUE : Si chaque élément de R a une intersection vide avec chaque

élément de Q, 3, est infini.
5.3. Application a I’analyse multicritére : « partitions centrales »

Nous cherchons a obtenir, a partir de m relations d’équivalence pondérées
sur E, une relation d’équivalence unique sur E; ou, ce qui revient au méme,
a partir de m partitions pondérées de E, une partition unique de E.

Soit P; la partition définie par le professeur enseignant la matiére i.
5.3.1. Partition médiane

Nous appelons « partition médiane », la partition P de E qui rend la somme
pondérée des indices de distances de P aux P; la plus petite possible.

11 faut donc minimiser :
In,(P) = Z pi+8:(P, P)
i=1
ou

m®=2mmmm

On « essaiera » ainsi successivement toutes les partitions de E. On retiendra
la partition minimisant II; (ou II,, suivant I’indice choisi a priori).
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La relation d’équivalence qu’elle représente est celle que nous adopterons
et appellerons : « partition médiane ».

REMARQUE :
Pourquoi le nom « médiane »?

La médiane d’une population statistique est la valeur qui minimise la
somme des distances aux diverses observations. On peut généraliser cette défi-
nition :

Soit E un'ensemble quelconque,

Soit A4 une partie finie de FE,

Soit 3 un indice de distance sur E.

On dit que p est la 3-médiane de 4 si et seulement si . est I’élément de E

qui minimise la quantité : Z 3(x, w).
xX€EA

5.3.2. Partition moyenne

Nous appelons « partition moyenne », la partition P de E qui rend la somme
pondérée des carrés des indices de distance de P aux P; la plus petite possible.

11 faut donc minimiser :

mm=2mﬁmm
nm=2m%mm

On «essaiera » encore toutes les partitions de E, successivement. On
retiendra celle qui minimise p, (ou p, suivant I’indice choisi a priori).

La relation d’équivalence que représente P est appelée : « partition
moyenne ».

REMARQUE :
Pourquoi le nom « moyenne »?

La moyenne d’une distribution statistique est la valeur qui minimise la
somme des carrés des distances aux diverses observations. On peut généraliser
cette définition :

Soit E un ensemble quelconque.
Soit A une partie finie de E.
Soit 3 un indice de distance sur E.

On dit que . est la 3-moyenne de A si et seulement si p." est I’élément de E
qui minimise la quantité : Y, 8%(x, u).
xX€A

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle



METHODES D’ANALYSE MULTICRITERE 47

5.3.3. Dans quel cas pratique des professeurs formeront-ils des parti-
tions dans Pensemble des éléves? ’

Les notations A-B-C-D-E créent des partitions, mais ces partitions étant
ordonnées, ce sont plus exactement des préordres. Et la méthode de « parti-
tion centrale » ne sera pas intéressante.

Mais imaginons que pour organiser du travail en petits groupes, on demande
aux professeurs de scinder au mieux leur classe. Et supposons que, pour des
raisons administratives, les groupes de travail ne doivent pas varier suivant
les matiéres. Le professeur responsable ne devra-t-il pas tout simplement
agréger des partitions?

5.3.4. Existe-t-il un algorithme qui permette de cheminer dans 1’espace
des partitions de E, pour arriver au minimum de I1,, IT,, o, ou p, de maniére
systématique? Nous n’avons pas jusqu’ici trouvé de solutions a ce probléme.
11 semble que, dans les cas de dimensions raisonnables, ’exploration exhaus-
tive sur ordinateur ne serait guére plus coliteuse que l’utilisation d’un algo-
rithme rapidement convergent. Mais la question reste ouverte.

Une autre question importante demeure a 1’ordre de nos préoccupations;
les indices 3, et 3, sont-ils, ou non, des distances? C’est-a-dire vérifient-ils
I’inégalité triangulaire?

VI. DONNEES SOUS FORME
DE RELATIONS BINAIRES QUELCONQUES

6.0. Supposons maintenant que chaque professeur i établisse une relation
binaire tout a fait quelconque sur E. Comment agréger ces m opinions?

Nous allons définir, comme dans les chapitres précédents, un indice de
distance entre les parties de E.

6.1. Indice unipartite 3

Soient A4 et B deux parties quelconques de E. Posons Q = {4 }; R={ B }.

Appliquons I’indice « général » 3, aux ensembles de parties Q et R :

|4nB| |AAB|

5,(Q,R) =1—1 | _ 144 B|
(0. &) [4UB] [4U B

Posons : - ;
1(4, B) = 8,(Q, R).

3} est bien un indice de distance sur les parties de E (variant entre O et 1).
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REMARQUE : &) vérifie I’inégalité triangulaire, c’est-a-dire : 8] est une
distance sur F(E) (1).
6.2. Indice unipartite )

Si nous avions appliqué lindice général 3, aux ensembles de par-
ties Q = { 4 } et R = { B}, nous aurions trouvé :

|4UB| . _ |42 B

%0 ) = |4 N B T Jan B

Posons alors :
'Z(A’ B) = 8Z(Qa R)
L’indice 85 ainsi défini varie entre O et I’infini (il vaut I'infini si 4 et B
sont disjoints).

REMARQUE : La distance la plus courante dans $(E) n’est autre que la
différence symétrique. Elle correspond au carré de la distance euclidienne
entre les vecteurs formés par les diverses valeurs prises, dans E, par les fonc-
tions caractéristiques correspondantes.

6.3. Application a ’analyse muiticritére

Nous voulons agréger m relations binaires quelconques R;, pondérées par
des coefficients p,.

A chaque relation binaire R;, correspond une partie 4; du produit cartésien
E X E, d’aprés la relation :

, (VYxeE)(Yy€cE)(x,y] € 4;< xR;y)
6.3.1. Relation binaire médiane

Nous cherchons la partie 4 du produit cartésien £ X E qui minimise la
somme pondérée des distances entre elle-méme et tous les 4,

W) = 3 pie 8104, 4)
ou

A) = 3. pie B304, 4)
c’est-a-dire :

AA 4
((4) = Z LUA

ou

AA A,
od) = Z LnA

(1) La démonstration de cette propriété est due & M. Morlat, etsetrouveenannexe C, p. 60.
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La relation binaire correspondant a A sera appelée : « relation binaire
médiane ».

Il nous faudra donc calculer successivement I (ou II5) pour toutes les
parties de E X E, ce qui nécessitera 2" calculs différents. Mais si nous avons
une idée a priori sur le type de structure sur E désiré, pour rendre compte
des m relations binaires pondérées, les calculs seront moins nombreux. Par
exemple, si nous voulons obtenir un ordre sur E, il n’y aura que #! calculs de

IT; (ou IT%). Nous choisirons alors I’ordre qui minimise IT; (ou II%), que nous
1 2 q 1 2)s
appellerons « ’ordre médian ».

EXEMPLE : E = {a, b, c} (il y a 3 éléves)
n=3
ensemble des matiéres = { 1,2, 3 }
m=3

coefficients : p, = 2;p, = 1;p; =1

R, est définie par le tableau a b c

(fonction caractéristique de la partie de E x E correspondante)

R, est définie par le tableau a b c
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R, est définie par le tableau a b c

Il y a 512 relations binaires possibles dans E(2(32) = 512), mais seulement
6 ordres totaux possibles (31 = 6).

Si donc le professeur responsable cherche a obtenir un ordre médian, et
non pas une relation binaire médiane, les calculs seront extrémement allégés.

Soit 04, 0,, 03, 04, 05 et 04 les 6 ordres & considérer.

O,:azb>=c ou a b c

O,:azc2b
O,:b2c2a
0,:62a>c¢
O;:c=2b>a
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Tableau représentatif des distances 8] :

0, 0, 0, 0, 05 0,
R, 1/2 2/3 1/2 1/2 2/3 | 4/5
R, 7/8 57 7/8 57 57 | /8
R, 3/4 3/4 4/7 34 | 47 | 47
g 2,625 | 2,797 | 2,446 | 2,464 | 2,618 | 3,046

(115 = 2,446 = min IT*)

Donc 05 est I’ordre médian cherché

6.3.2. Relation binaire moyenne

Si au lieu de chercher 4 minimiser la somme pondérée des distances aux R;,
nous avions voulu minimiser la somme pondérée des carrés des distances
aux R;, nous aurions obtenu la relation binaire moyenne ou I’ordre moyen.

La relation binaire moyenne sera telle que la quantité p; (ou p3) est la
plus petite possible avec :

PIR) = 2. pie PR R)
P(R) = 2 pi+ 85'(R, R)

6.4. Remarque a propos de données préordinales, correspondant chacune au
méme nombre de classes

Il est actuellement fréquent que les professeurs ne notent plus leurs €léves
de 0 4 20 ou de 0 a 10, mais leurs donnent une lettre 4, B, C, D ou E, suivant
qu’ils les estiment excellents, bons, moyens, mauvais ou trés mauvais. Ils
créent alors dans 1’ensemble de la classe une partition en 5 parties ordonnées,
c’est-a-dire qu’ils établissent un préordre déterminant 5 sous-classes.
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Si le professeur responsable doit tenir compte au mieux de ces m préordres,
il pourra bien siir utiliser une des méthodes déja vues pour ce type de données
(Electre f ou g, ou bien méme, somme pondérée des rangs). Mais nous présen-
tons ici une autre méthode, également adaptée a ce cas particulier.

Supposons que le professeur i donne la partition :

P; = { 4;, B;, Cy, Dy, E; }
(Les A; sont des ensembles d’éléves notés A4, etc...)

et que le professeur j donne :
P;={4;,B;, C, D;, E; }
Posons
33(Py, Py) = 81(4;, 4;) + 31(B,, B)) + 31(C;, C)) + 31(D;, D) + d1(ELE)

35 est évidemment un indice de distance sur ce type de partitions.

C’est méme une distance (I’inégalité triangulaire, étant vérifiée pour 3{
sera vérifiée pour 33).

35 nous permet donc de trouver la partition P = { 4, B, C, D, E } médiane
ou moyenne, par des procédés analogues a ceux déja utilisés.

REMARQUE :

Posons :

34(P;, P;) = 83(A;, 4;) + 33(By, B)) + 35(C;, C)) + 85(Dy, Dy) + 3%(E;; E))
3, est bien siir un indice de distance, et permet encore de déterminer une parti-
tion centrale (moyenne ou médiane).

6.5. Remarque a propos de données sous forme d’ensemble de parties définies

Supposons maintenant que chaque professeur donne son avis sur chaque
éléve en répondant par oui ou par non aux questions suivantes :

« Est-il intelligent ?
Est-il dissipé?
Est-il travailleur?
Est-il bon éléve? »

Le professeur i déterminera ainsi un ensemble de 4 parties définies (chacune
correspondant 4 une qualité bien précise). Soit P; cet ensemble

P, =X} X7 X Xt
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Le professeur responsable de la classe cherchera & donner des appréciations
a chaque éléve du style :

« intelligent, travailleur, bon éléve, mais dissipé ».

L’indice 85 que 1’on vient d’utiliser s’applique ici :
3Py P) = 2, 3(X5 X))

Cet indice est méme une distance.

11 permet de déterminer un ensemble central (moyen ou médian) de 4 parties
définies.

L’appartenénce éventuelle a chacune de ces 4 parties permettra de qualifier
globalement chaque éléve.

REMARQUE : On aurait pu adopter 3, au lieu de 3;.

Ainsi le professeur responsable tiendra compte d’une part, des m critéres
que forment les m matiéres, et d’autre part des critéres d’intelligence, de dissi-
pation, de travail et de résultats effectifs. Cela n’est-il pas, en quelque sorte,
de I’analyse « bi-multicritére »?

VII. DONNEES SOUS FORME
DE RELATIONS QUELCONQUES

8.0. Supposons que chaque professeur 7 établisse seulement une relation R,
quelconque, entre les éléves, qui n’est pas binaire mais « k-aire » (k étant le
méme pour tous les professeurs).

by

8.1. Chaque relation R; est alors équivalente 4 une partie du produit
cartésien

EE=EXEX .. XE

k fois

Les indices « unipartites » 37 et 3’ peuvent s’appliquer & I’ensemble des R;,
et permettent chacun d’obtenir une relation k-aire médiane, et une relation
k-aire moyenne, par des procédés analogues a ceux employés précédemment.
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8.2. Cas particulier : Ia préordonnance

Une relation quaternaire particuliére entre les éléments de E est la préor-
donnance (). Elle correspond 2 un préordre dans le produit cartésien E X E.

Supposons que chacun des professeurs donne des informations du style : il
y a plus de différence entre les éléves x; et x;- qu’entre les éléves x; et x;..

On pourra noter cela : (x;, x;) = (g, Xier)
ou bien : (%, Xjr, Xy, %) € R,

(R; étant la relation quaternaire correspondant a I’opinion du professeur i).

Le professeur responsable de la classe pourra chercher la relation quater-
naire moyenne ou médiane, par la méthode que 1’on vient de voir. Mais cette
derniére relation sera trés. difficilement interprétable, en général; et il cherchera
plutot & obtenir une préordonnance comme structure finale. ‘

11 peut chercher la préordonnance médiane ou moyenne (de méme qu’on a
pu obtenir un ordre médian ou moyen (?). Mais les calculs sont, de toute
fagon, fort longs et le professeur responsable aurait sans doute intérét a appli-
quer une des méthodes se basant sur des données preordmales (dans I’ensemble
E X E).

Ainsi, la méthode Electre-f ou g permet, a partir d’un m-tuple de pré-
ordonnances pondérées sur E, d’obtenir une préordonnance unique. La somme
pondérée des rangs le permettrait aussi.

VI. CONCLUSION

Nous venons ainsi de voir douze méthodes d’analyses multicritéres, ou
d’agrégation des opinions. Peut-on dire que certaines de ces méthodes soient
« meilleures » que d’autres? Cela dépend du critére que 1’on utilise pour juger
de ces méthodes : la quantité d 1nformat10n nécessaire, le coiit, la précision, la
rapidité, etc...

Il faudrait, & proprement parler, faire une analyse multicritére sur I ensemble
des analyses multicritéres!

En fait, le genre de méthode que I’on adoptera dépend essentiellement du
type de probléme réel qu’il faut traiter. L’ensemble M des m critéres peut étre,
comme ici, un ensemble de professeurs, ou de matiéres.

Mais il peut aussi représenter :

— des états de la nature,

— des critéres de classification, d’affectation, d’ordonnancement, des items,
des variables,

— des branches d’activité,

— des électeurs,

— les opinions des membres d’un groupe, etc...

(1) Voir annexe B p. 60.
(2) Voir paragraphe 7-3-1.
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Quant a ’ensemble E des # éléments structurés par les m critéres qui était
ici un groupe d’éléves, il peut représenter aussi :

— des actions possibles,

— des objets, biens ou ressources économiques, des observations,

— des agents économiques, des individus,

— des candidats a un titre ou un poste,

— des lieux ou installer une usine,

— des activités,

— des moyens de communication,

— des hommes politiques, etc...

car dans tous les domaines apparaissent de tels problémes.

C’est ainsi que, dans la vie quotidienne, nous pratiquons a chaque instant
I’analyse multicritére ou 1’agrégation des opinions. Mais nous faisons cela
instinctivement, sans le savoir, tout comme M. Jourdain faisait de la prose.
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ANNEXE A

Nous supposons connus les signes de logique mathématique suivants :
V,3,9, =>,<, €0

VY  quelque soit

3 il existe... tel que |

# il n’existe pas... tel que

= implique

<> estéquivalent

€ appartient a.

O signe de composition d’applications

A signifie : complémentaire de 4
E x E :produit cartésien, ensemble des couples d’éléments de F

I(E) : ensemble des parties de E

relation

k-aire : relation entre k éléments de E

R : ensemble des réels

|X [ : cardinal de I’ensemble X
ANNEXE B

Rappel de quelques définitions
Soit E un ensemble fini quelconque.
Indice de distance : voir [8].

Une application 3 du produit cartésien E X E, dans R est un « indice de
distance », si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

())3(x, ) est nul si et seulement si x =y :
(Vx € EXY y € E)(3(x,y) = 0) = (x = »))
(ii) 3 est une application symétrique :
(¥ x € E)(V y € E)3(x, y) = 3(, x))

Distance :

Un indice de distance 3 est appelé « distance » s’il vérifie I'inégalité triangu-
gulaire :

Gi)  (YxeE)YyeE)XY z e E)3(x, ) < 3x2) + 3zp))
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Hiérarchie : voir [8].

Un ensemble J€ de parties de E forme une hiérarchie sur E si et seulement si
les 3 conditions suivantes sont vérifiées :

(i) Toute partie 4 un seul élément appartient 3 JC :
(Y x € E)((x) € )

(if) L’ensemble E appartient a4 £ : E€

(#ii) Si deux éléments A et B de JC ont une intersection non vide, 1’un des
deux contient 1’autre :

(VAcH)V BekR)ANB+F) = (4CBouBDA)
Hiérarchie indicée : voir [8]. -

Une hiérarchie J€ sur E est dite « indicée » s’il existe une application ¢ de J&
dans I’ensemble des réels positifs telle que :

@ (VxeEXp({x})=0
c’est-a-dire : pour toute partie a un seul é€lément, ¢ est nul.
@) (VAeX)Y Be X)(4 D Bet A% B) = (p(4) > ¢(B)))
c’est-a-dire : si 4 et B sont deux éléments quelconques d’une hiérarchie et
que A contient strictement B, alors ¢(4) est strictement plus grand que ¢(B).
Ultramétrique :

Un indice de distance 3 est appelé « ultramétrique », s’il vérifie I’inégalité
suivante :

@iii) (¥ x € EXY y € EXV z € E)(3(x, y) < Sup [3(x, 2), 3(z, y)])

* Toute ultramétrique est une distance.

* 11 existe une bijection entre 1’ensemble des ultramétriques sur E et ’en-
semble des hiérarchies indicées sur E.

Préordre :

Une relation binaire sur E est appelée « préordre » si elle est réflexive et
transitive.

Préordre complet :

Un préordre est dit « complet » s’il permet de comparer tout couple d’élé- .
ments de E :

(VY x € E)XY y € E)(xPy ou yPx)
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Ordre :

Une relation binaire sur E est appelée « ordre » si elle est réflexive, anti-
symétrique et transitive.

Ordre complet :

Un ordre est dit « complet » s’il permet de comparer tout couple d’éléments
de E.

Relation d’équivalence :

Une relation binaire sur E est dite « d’équivalence » si elle est réflexive,
symétrique et transitive. ~

* Les relations d’équivalence et les ordres sont des préordres particuliers.

Régle de souveraineté :

Soit E un ensemble de » éléments.
Soit M un ensemble de m critéres sur E.
Soit R I’ensemble des ordres totaux sur E.
Une application z de R™ dans R respecte la régle de souveraineté si et seule-
ment si :
(Y ReR)(z(R,R...R) = R)

Cela signifie, dans le cas ol les m critéres représentent les opinions de m
électeurs d’une certaine assemblée, et z est la régle d’agrégation choisie
pour obtenir une seule opinion générale, que, s’il y a unanimité pour un certain
ordre R sur E, I’ordre général de ’assemblée sera R.

Régle de loyauté :

Soit Ry, R, ... R, un m-t-uple d’ordres totaux sur E.
Soient xg, et xg. deux éléments quelconques de E.

G(Ry, Ro...Rm) (K> Xg7) = {i/xxRixg- }

Soit R I’ensemble des ordres totaux de E.

Une application z de R ™ dans R satisfait 4 la régle de loyauté si et seulement
si:

(¥ xg € E)Y xg € E)Y X €R™)(Y X' € R"/Gx(x, Xx') D Gx(Xk, Xk))

([xgz(X)xg ] = [xg2(X")xg])
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Pour clarifier cette formulation, reprenons le méme exemple d’assemblée
électorale. :

Si les opinions se modifient en faveur de xx par rapport & xg., et que la
régle d’agrégation choisie z donnait xx > xi-, elle donne encore : xg > xg-.
Préordonnance :

Un ensemble E est muni d’une préordonnance s’il existe un préordre sur
les couples d’éléments de E.

* L’existence d’un indice de distance implique celle d’une préordonnance.

ANNEXE C

Théoréme démontré par M. Morlat :

Soient 4 et B deux parties quelconques de E.
|4 A B|

|4 U B

d est une distance sur J(E)

Posons d (4, B) =

Démonstration :

On a toujours 0 € d(4, B) < 1

d (4, B) = Ossiet seulement si 4 = B

d(4, B) = 1siet seulementsi A N B = .

11 suffit de montrer que pour 3 parties 4, B, C,on a :
d(4, C) < d(4, B) + d(B, C)

Nous noterons :

card (ANBNC)=u

card (4 N B) =u-4z
card(4NC) =u-+y
card(BN C) =u-+Xx
- card (4) =u+y+z-+a
card (B) =u-t+x+z+>b
card (C) =yu+x+y-+c

Les 7 nombres u, x, y, z, a, b, ¢, ne sont astreints 4 aucune autre condition
que d’étre positifs ou nuls, et il faut montrer qu’on a toujours I’inégalité :
at+c+x-+z
atct+x+y+z+u

6))

a+b+x+y b+c+y+z
a+b+x+y+z4+u b4+c+x+y+z+u

~
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On montrera d’abord que cette inégalité est vraie quand b = y = 0;
en effet, elle s’écrit dans ce cas, en posanta +c+x +z +u=mn:

a+c+x+z=a+x+c+z<a+x+c+z

X
n n n n—c¢ n—a

ce qui s’écrit également :

atc+x+4z < a—+x X ¢4z
at+c+x+z+u at+x+z+u c+x+z4u

Si y n’est pas nul, on peut écrire :

at+c+x+z < at+c+x+z
atct+x+y+tz+tu atctxtztu

a-+x < at+x+y
at+x+z+u a+x+y+z+u

c+z < c+y+z
ct+x+z4+u c+x+y+ztu

D’ou on déduit immédiatement, en additionnant membre 3 membre les
deux derniéres inégalités écrites en confrontant avec la précédente, qu’on a
aussi D'inégalité :

atct+x+z - < at+x+y ct+y+z 3)
at+c+x+y+z+u at+x+y+z+u ct+x+y+z+u

Enfin passons de 14 au cas général, ol b lui-méme n’est pas nul; on a évi-
demment toujours, les fractions qui figurent dans les inégalités précédentes
étant toutes inférieures ou égales 4 1 :

at+x+y < a+x+y+5b
at+x+y+z+tu at+xty+ztutb

et

cty+z < c+y+z+5>b
c+x+y+z+u ct+x+y+zrut+b

d’ou résulte que l'inégalité (1), relative au cas le plus général, est toujours
vérifiée.

Nota : la démonstration précédente s’étend de fagon immédiate au cas ol
le cardinal des parties finies est remplacé par une mesure positive quelconque.
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ANNEXE D

IPHIGENIE
ou
Une treiziéme méthode d’analyse multicritére

D.0. Les méthodes dites « Iphigénie» (1) sont des méthodes de regroupement
et séparation ayant pour but de définir trés simplement des partitions (ou
relations d’équivalence).

D.1. IPHIGENIE — 1

La méthode IPHIGENIE I s’applique dans le cas de données cardinales
(voir chapitre II). E est un ensemble de n éléves notés par m professeurs. A
chaque éléve x; correspond un vecteur a m dimensions.

Calculons la distance euclidienne (2) entre ces vecteurs pris 2 4 2 :

1) = 3% G — pi?

L’ensemble de ces distances se traduit par une matrice D carrée symétrique,
3 n? termes, et dont la diagonale ne contient que des zéros. Le triangle T,

au-dessus de la diagonale comporte ’«L;—l) termes.
Xl XZ @000t ev 08088900 xn
X, 0
X, 0
X 0
n

(1) Dans la mythologie grecque, Iphigénie, fille d’Agamemnon et de Clytemnestre,
est la sceur d’Electre.

(2) Dans le cas général, on calculera non pas la simple distance euclidienne §, mais :

m
Di(xk, Xrr) = A/ Z iy — yi)2 ol 7 est le poids du critére i.

i=1

(3) Le lecteur verra que les méthodes Iphigénie sont basées uniquement sur des pré-
ordonnances. Les résultats seront donc identiques si la base du calcul n’est plus la distance
euclidienne mais son carré (ce qui peut alléger les calculs).

ne V-3, 1971.



62 G. BERNARD ET M. L. BESSON

Cherchons la plus petite valeur de 7, et décidons de regrouper les deux
éléments de E correspondants.

Puis cherchons la plus grande valeur de T et décidons de séparer les 2 élé-
ments de E correspondants.

Eliminons alors ces deux valeurs extrémes et, dans ce qui reste de T de
nn—1
('(—2———)- —2), termes

cherchons de nouveau la plus petite et la plus grande valeur, donnant lieu
respectivement a un regroupement et a une séparation.

Puis, éliminons ces deux nouvelles valeurs extrémes de 7 et continuons le
méme procédé jusqu’a obtenir une incohérence.

Il y aura, en effet, incohérence lorsque nous aurons par exemple :

x;.déja regroupé avec x;

x; déja séparé de x;
et qu’un nouveau regroupement donne :

X; & Tegrouper avec Xx;.

(Ce sera une incohérence par regroupement. Nous pourrons également
obtenir une incohérence par séparation.)

Lorsqu’une incohérence se¢ produit, on arréte le processus et on regarde

quels ont été les regroupements et les séparations effectués, ce qui détermine
une partition de E. C’est notre résultat.

D.2. IPHIGENIE — IT

D.2.0. La méthode Iphigénie II applique encore le méme procédé de
regroupement-séparation sur un tableau de distances, construit non plus a
partir d’un ensemble de vecteurs mais & partir d’un ensemble de relations
binaires.

Supposons que nos m professeurs aient défini m relations binaires sur E.
Chaque relation binaire correspond a une partie de £ X E. Or nous savons
calculer des distances entre des parties d’un ensemble (voir VI). Posons par
exemple :

Vi<sm(Vj<m) (S(R,-, R) = R, 4 Rfl)

|R; U R)|

Nous pouvons donc construire notre matrice carrée D (3 m?2 termes) et
appliquer le procédé décrit dans Iphigénie I.

Mais nous obtiendrons une partition, non plus de 1’ensemble des éléves
mais de P’ensemble des matiéres. Ce n’est plus de ’analyse multicritére mais
une démarche du méme type que les analyses factorielles ou de correspondances.
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REMARQUE :

11 est relativement rare dans la réalité de se trouver devant des relations
binaires tout a fait quelconques.

Le probléme se posera plutdt pour des relations d’ordre, de préordre ou
des relations d’équivalence.

D.2.1. Utilisations pratiques

Dans notre exemple, si chaque professeur établit une relation d’ordre sur
Pensemble E des éléves, Iphigénie II regroupera les matiéres donnant des
résultats analogues. Peut-étre aurons-nous ainsi la partition :

Mathématiques. Physique.

Frangais. Latin. Philosophie.

Histoire. Géographie. Sciences Naturelles.
Gymnastique.

Dessin.

D.2.2. Supposons maintenant qu’un psychosociologue essaic de déter-
miner les facteurs qui peuvent faire qu’un éléve travaille plus ou moins dans
une certaine matiére.

11 étudiera pour chaque éléve :

— le lieu d’habitation,

— I’age, '

— le Q.I,

— la profession du pére,

— celle de'la mére,

— le nombre de fréres, et de sceurs etc...

La plupart de ces variables, supposées explicatives, ne sont ni cardinales, ni
ordinales et établiront seulement des relations d’équivalence sur E. Nous trai-
terons ces relations d’équivalence avec les préordres complets relatifs aux
diverses matiéres, par la méthode Iphigénie II.

La partition résultante sera peut-étre :

— Lieu d’habitation, Mathématiques, Physique.
—- Q.I, Philosophie, Frangais, Latin.

— Age, nombre de fréres et sceurs, gymnastique.
— Profession du Pére, Histoire, Géographie.

— Sciences Naturelles.

— Dessin.

— Profession de la mére, etc...
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Et'nous en tirerons des observations du style :

Le Q.1 est en relation essentielle avec la réussite en philosophie, elle-méme
liée i celles en frangais et latin.

ou bien :

La profession de la mére ne semble pas influer sur le fait qu’un éléve soit
bon ou mauvais, etc...

D.3. IPHIGENIE 11

La méthode Iphigénie ITI applique sur I’ensemble des observations (ou des
éleves) le méme procédé de regroupement-séparation que précédemment a
partir de distances non plus définies sur des données cardinales mais sur des
données sous forme de relations d’équivalence.

Elle fait donc correspondre 4 un m-tuple de relations d’équivalence sur E
une relation d’équivaience unique sur E (comme en 5-3-3).

Principe :

Soit F, I’ensemble des classes d’équivalence correspondant au critére k.

soitF= U F

k€[1,m]

Chaque série de données attachée a la ;*™° observation x; (ou a I’éléve x;)
se traduit par une partie X; de F telle que :

Viell,nD(Vke[l, m)(F, N X, = {classe d’équivalence selon le k®™¢ cri-
tére a laquelle appartient x;

Nous pouvons ainsi trouver une distance entre tout couple x; et x; d’élé-
ments de E (ou d’éléves) par la formule :

X, 4X;
d(xis xj) = lle U X;}

Ce qui nous permet de construire notre tableau de distances D et d’appli-
quer le procédé de regroupement-séparation déja vu dans les méthodes Iphi-
génie I et IL
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