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PROGRAMMATION HYPERBOLIQUE
EN VARIABLES BIVALENTES

par M. FLORIAN et P. RoBILLARD (1) (?)

Résumé. — Plusieurs problémes économiques peuvent étre avantageusement formulés
dans le contexte de la programmation hyperbolique pseudo-Booléenne a variables bivalentes.
Dans cet article une approche nouvelle pour résoudre ces problémes est décrite alors que I’on
montre que la solution optimale peut étre obtenue aprés avoir résolu un nombre fini de pro-
blémes qui consistent a minimiser une fonction linéaire sous les contraintes du probléme
Zriginal. Un algorithme est décrit et des résultats numériques concernant son utilisation sont

iscutés.

1. INTRODUCTION

Comme ’ont noté Hammer et Rudeanu [4] plusieurs problémes écono-
miques peuvent €tre avantageusement formulés dans le contexte de la pro-
grammation hyperbolique pseudo-booléenne. Un exemple de ces problémes
est de minimiser le rapport entre le colit total de production, qui est habituel-
lement représenté par une fonction linéaire, et la quantité d’objets produits.
Un autre exemple est de vouloir maximiser par un investissement judicieux le
pourcentage des gains en respectant certaines contraintes. Des méthodes
mathématiques ont été présentées en [6] et [4] pour résoudre ces problémes
pour le cas ol il n’y a pas de contraintes et celui olt les contraintes sont expri-
mées grice & des inégalités sur des fonctions croissantes pseudo-booléennes.

Le probléme de programmation hyperbolique qui nous intéresse ici peut
étre formulé comme suit :

a + 2, ax;
M minimisez F(X) =-——=1—
bo + 2, bix;

i=1

(1) Département d’informatique, Université de Montréal, mai 1970.

(2) Cette étude a été effectuée grace a une subvention du Conseil National des
Recherches du Canada.
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avec les contraintes

) x={0,1}i=12,..,n

3 HX)< d,j=1,2,...,m,

ou les H; sont des fonctions pseudo-booléennes; on impose que
@ b;>0,i=0,1,2,..n

Nous désignerons a 1’avenir le probléme (1), (2) et (3) comme le probléme P
et nous dirons que le vecteur X* est une solution optimale de P s’il minimise (1)
et satisfait les contraintes (2) et (3). Notons que le probléme P étudié ici est un
peu plus général que le probléme étudié en [4] et [6] oit on spécifie en plus que
a;>0,i=12,..,n

Dans la premiére partie de cet exposé nous présenterons une approche
nouvelle pour résoudre ce probléme et nous montrerons que la solution opti-
male peut étre obtenue aprés avoir résolu un nombre fini de problémes qui
consistent a minimiser une fonction linéaire sous les contraintes originales (2)
et (3). Nous décrirons ensuite un algorithme pour résoudre le probléme P
et nous examinerons le cas sans contraintes. Nous terminerons cette étude en
présentant des résultats et des observations numériques concernant 1’utilisa-
tion des algorithmes proposés.

2. LINEARISATIONS SUCCESSIVES DU PROBLEME

Dénotons par C° ’ensemble des vecteurs X qui satisfont aux inégalités
données en (3) i.e.
CO={X|HX)<d,j=12,..,.m}

Si C° = @ nous disons que le probléme P est irréalisable. Dans le cas
contraire trouvons le vecteur X° qui maximise F(X) sans contraintes. Ceci peut
étre fait trés efficacement en utilisant un des algorithmes suggérés en [4] ou
en [6]. Le maximum de F(X) peut aussi se calculer en utilisant ’algorithme
suggéré ici, dans le cas particulier ou il n’y a pas de contraintes comme indiqué
en section 3.

Nous écrivons que F(X°) = A%et
&) F(X*) < F(X% =°

Utilisant la derniére inégalité et les conditions sur les b; on déduit que
6) g(X, 2% = (ag — 2%,) -+ Z(a; — 2%,)x; < O pour tout X € C°.

Nous définissons maintenant le premier probléme linéaire P! qui découle
du probléme P :

@) minimisez g(X, A% et X € C°.
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PROGRAMMATION HYPERBOLIQUE EN VARIABLES BIVALENTES 5
Soit X! la solution de P! et Al = F(X!). On a évidemment que
F(XY) < F(X°).

Si g(X1, A% = 0 on conclut utilisant (6) que X! est une solution optimale
du probléme P.

Dans le cas o g(X'!, A% < O on sait que A! = F(X1) < A%et que
F(X*) < F(X1).
On a donc

® g(X*,\Y) = (@o —N'bo) + D (a; — Ab)xF < 0
i=1

et on définit le deuxiéme probléme linéaire P? comme suit :
) minimisez g(X, A!) et X € CO°.

Soit X2 la solution de P2 et A2 = F(X?). On a immédiatement A2 < Al
et si g(X?, A1) = 0 alors X2 est une solution optimale du probléme P. Dans le
cas ot g(X?, A1) < OonaA? < A et F(X*) < F(X?). Nous définissions comme
précédemment un probléme linéaire P3.

On obtient de cette fagon une suite de vecteurs distincts X!, X?, ... tels que
X eClet F(X) > FX'*HYi=1,2,..

Comme C° contient un nombre fini de vecteurs la suite obtenue est finie
et le dernier vecteur obtenu est une solution optimale du probléme P. La
méthode décrite ici est analogue A celle de Abadie et Williams [2] et Isbell et
Marlow [5] pour le cas ol les contraintes sont linéaires et les variables sont
réelles quelconques. Bien entendu elle est ici adaptée au cas bivalent.

3. ALGORITHME POUR LE PROBLEME P

Nous formalisons I’algorithme pour résoudre le probléme P. Comme aupa-
ravant nous écrivons, g(X, 1) = (ap — Aby) + X(@; — Ab;)x;. Nous supposons
aussi que C° # .

(1) Trouvez X° qui maximise F(X) (voir [6] et [4]); soit A = F(X°);
(2) trouvez X+ qui minimise g(X, 2) et X € C9;

() si g(X*,) =0, X* est la solution optimale, arrétez; sinon posez
) = F(X*) et retournez a (2).

La solution du probléme P*~! est une solution de départ pour le pro-
bléme PE,

Nous faisons maintenant quelques remarques concernant certains cas parti-
culiers du probléme.

n° V-1, 1971,



6 M. FLORIAN ET P. ROBILLARD

Dans le cas out il n’y a pas de contraintes on doit modifier I’étape (1) de la
facon suivante :

(D* Pour un X° quelconque soit A = F(X9);
q q

si on prend X° = 0 (le vecteur nul), ’algorithme est alors identique & 1’algo-
rithme I décrit page 153 en [4].

Si on connait & I’avance un vecteur X € C° on peut accélérer la procédure
en remplacant ’étape (1) par (1)** A = F(X);

On note qu’il peut exister plusieurs vecteurs de C° qui soient solutions
optimales du probléme; ’algorithme décrit ici ne produira qu’un seul de ces
vecteurs solutions.

Le probléme qui consiste & maximiser F(X) avec les contraintes (2) et (3)
peut étre résolu avec 1’algorithme décrit plus haut ol I’on aura interchangé
les mots « maximiser » et « minimiser ».

Exemple numérique

Dans le cas ou les contraintes du probléme sont linéaires on peut utiliser
pour I’étape (2) de ’algorithme décrit plus haut des méthodes connues pour
la solution de problémes linéaires pseudo-booléen. Ainsi utilisant ’algorithme
de Goeffrion [3], dont le code pour ordinateur est décrit en [2], nous avons mis
au point un programme pour résoudre les problémes hyperboliques 4 con-
traintes linéaires et nous décrivons maintenant quelques essais faits sur un
ordinateur CDC 6400 & I’Université de Montréal.

Probléme 1

Ce probléme est celui décrit par Hammer et Rudeanu [4, p. 157]. 1l faut
minimiser la fonction

_ 3+ 2x; 4-4x; 4 x5 + 2x4 + 9x5 +- 6x6 -+ 12x5 + 8xg + 2xg + 3x40 4 3x;; + x4,

F=% + x; -+ 8x, + 3x3 + S5x, <4 15x5 + 10xg + 25x, + 18x5 + 6x9 + 3x,0 + 7x4

avec les contraintes
Xy —3x, + 12x3 + x5 — Txg + X7 —3x30 + 5%y +x,,—6 2 0,
—3x; +Tx;,—x,—6x5+120,
— 1Ixy — x5 +7x, + X —2x7; —Xg + 5xg— 9% —4 > 0,
— 5%, —6x3 -+ 12x5— Txg—3xg— X9 + 8x;0—5x, +82 0,
Txy + x5 4+ 5%x3 —3x, — x5 + 8x¢ + 2xg — TXo— X130 + Tx,,—7 = 0,
2xy +4x, +3x5 + 5x5 + xg—X3;, —X1,—4 2 0;

alors que x; € {0,1}i=1,2,...,12.
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Dans une premiére étape nous trouvons
X, =(,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0, 1)
et A = F(X% = .900
La fonction 4 minimiser est maintenant
g(X,09) = Llx; —3.2x, — 1.7x3 — 2.5x, — 4.5x5s — 3x5 — 10.5x,
— 8.2x8 - 3.4XQ + 0.3x10 _ 3.3x11 + xlz
Le minimum de g(X, 0.9) est atteint &
X=0011,1,10,1,0,0,0,0, 1)
et A = F(x) = .516
La nouvelle fonction 4 minimiser est
g(X, 0.516) = 1.48x;, — 0.13x, — 0.54x; — 0.58x, + 1.25x5 + 0.83x,
—.90x,; —1.29x5 — 1.09x4 + 1.45x,9 — 0.62x,; + X2
et le minimum est atteint a
X=(,1,1,110,0,1,0,0,0, 1)
ol A = F(X) = .509.
On doit minimiser maintenant g(X, 0.509) et son minimum est 0. La pro-

cédure se termine et la solution optimale est le dernier vecteur X. Le temps de
calcul sur ordinateur a été de 3.2 secondes pour ce probléme.

Probléme 2

Le probléme consiste ici & minimiser la fonction F décrite lors du probléme
précédent soumis aux trois premiéres contraintes du groupe de six contraintes
décrites plus haut.

La procédure débute de la méme fagon qu’auparavant soit en trouvant le
vecteur X0 ol la fonction F atteint son maximum.

La solution du premier probléme linéaire permet de trouver un vecteur
X=@©111101110,00)

pour lequel la fonction F prend la valeur 0.477. Ceci nous améne a définir un
second probléme linéaire dont la solution est

X=(,0,1,10,0,0,1,1,0,0,0)

pour lequel F prend la valeur 0.421. Le troisiéme probléme linéaire produit
enfin la solution optimale du probléme original soit

X=(0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0)

pour lequel F prend la valeur 0.4. Le temps de calcul pour résoudre ce probléme
a été de 0.76 secondes.

ne V-1, 1971.
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Probléme 3

Le dernier probléme que nous résolvons consiste 4 miniser la fonction

34 18xy + 42x, 4 12x3 4 x4 + 10x5 + 6x4 -+ 8x; + 55x5 + 111xg - 18x40

F =
1+ 9x; 4 42x, + Tx3 + 12x, + 18x5 + 9xg + 14x, + 60xg + 500xy + 4x4o

avec les contraintes

3x, + 12x, — 8x3 — x4, — Txg + 2x,0 - 8 > 0,
— X, —10x3 — S5x5 + x —Tx; —xg + 13> 0,

5x, + 3x, — x5 + 2xg + x0—6 =0,

—4x3 + 2x4 — S5x6 — X7 + x5 —2x9 + 8 > 0,

—9x, + 12x4 — Tx5 + 6xg — 2xg — 15x5 — 3x,0 + 12 > 0,
—8x; —5x, +2x3 + Tx4—x5 +5x,4+16 > 0,

alors que x; € {0,1},i=1,2, ..., 10.

Les vecteurs successifs produits par I’algorithme sont :

X°={0,0,0,0,0,0,0,0,0,1) et F(X%° =42
X1=(0,1,0,1,0,1,1,1,1,1) et F(X')=0.38
X?=(1,0,0,1,0,0,0,0,1,1) et F(X? = 0.287.

Le vecteur X2 est la solution optimale. Le temps de calcul pour ce probléme
est de 0.95 secondes.

CONCLUSION

L’approche suggérée ici pour résoudre les problémes de programmation
hyperboliques pseudo-booléen avec contraintes consiste a résoudre une
suite de problémes dans lesquels on minimise une fonction linéaire tout en
conservant les contraintes originales. L’efficacité de 1’algorithme proposé
dépend évidemment de I’efficacité des algorithmes utilisés pour résoudre les
problémes intermédiaires. Dans le cas ou les contraintes sont linéaires, les
essais tentés jusqu’ici sur ordinateur semblent indiquer ’utilité de ’algorithme
proposé. Notons que les trois problémes présentés plus haut sont de petites
tailles et nous devrons dans ’avenir évaluer ’efficacité de notre algorithme a
résoudre des problémes de grande taille.
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