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QUASI-NOYAU POUR UNE ECONOMIE D'ECHANGES
COMPRENANT DES BIENS INDIVISIBLES

par C. Henry (1)

Résumé. — L’auteur considére une économie d'échanges ol sont dispontbles des
biens tant indivisibles que divisibles. Le noyau d'une pareille économie peut étre vide,
méme dans des cas satisfaisant des conditions sévéres. D’oly Uintérét d’introduire la
notion de quasi-noyau, lequel jouit de propriétés trés proches de celles du noyau, dés que le
nombre de participants d I'économie est grand.

Il est démontré, dans une seconde partie de Uarticle, que, sous des hypothéses raison-
nables, le quasi-noyau n’est pas vide ; la démonstration se fonde sur un théoréme, dd a
H. E. Scarf, relatif au noyau d'un jeu balancé ¢ r joueurs. Dans une troisiéme et derniére
partie, la demande en excés qui peut apparaitre au sein du quasi-noyau est interprétée en
termes de crédit.

Depuis longtemps déja, G. Debreu [1] et L. W. McKenzie [5] ont
établi I'existence d’un équilibre concurrentiel pour certaines économies
comprenant un nombre fini d’agents consommateurs ou producteurs.
Ces deux auteurs supposent notamment que ’ensemble des consomma-
tions possibles de chaque agent est convexe ; les économies qu'ils consi-
dérent ne peuvent donc comporter que des biens infiniment divisibles.

Dans un précédent article [2], nous avons montré que, sous certaines
conditions, une économie d’échanges ne comportant que deux biens,
dont I'un est infiniment divisible et 1’autre n’est disponible que par
valeurs entiéres, posséde un équilibre concurrentiel. Cette propriété
n’est plus vraie, méme sous des conditions trés restrictives, lorsque le
nombre des biens disponibles excéde deux; il n'est alors méme plus
vrai — nous le montrons sur un contre-exemple dans la premiére partie
du présent article — que le noyau de I’économie comporte au moins un
élément.

{1) Laboratoire d’Econométrie de 1'Ecole Polytechnique.

Aux professeurs R. J. Aumann, E. Malinvaud et J. C. Milleron, dont les critiques
et suggestions ont grandement contribué & améliorer son travail, Pauteur exprime
toute sa reconnaissance.
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Dans la seconde partie, nous nous intéressons, pour une économie
d’échanges comportant un bien divisible et un nombre quelconque m de
biens disponibles seulement par valeurs entiéres, aux allocations jouissant
des propriétés suivantes :

1) elles ne peuvent étre bloquées par aucune coalition de consomma-
teurs ;

2) elles réalisent I’équilibre emplois = ressources pour chacun des
m biens indivisibles ;

3) la quantité de bien divisible que chacune d’entre elles répartit entre
tous les consommateurs excéde les ressources totales en ce bien d’un
montant inférieur & une borne dépendant de m, mais non des ressources
totales ni du nombre de consommateurs ; lorsque ce dernier croit, 'excés
des emplois sur les ressources en bien divisible peut donc, pour ces
allocations, devenir arbitrairement petit par rapport a la taille de I'éco-
nomie.

Nous appelons quasi-noyau 'ensemble des allocations jouissant des
trois propriétés énoncées au paragraphe précédent ; le théoréme central
de la seconde partie peut alors étre résumé dans les termes suivants : dés
qu’elle satisfait certaines conditions — que nous précisons et discutons —
notre économie d’échanges posséde un quasi-noyau non vide. Pour le
montrer, nous utilisons un théoréme d’existence relatif au noyau d’un
jeu balancé, théoréme dG & H. E. Scarf [6]. La troisiéme partie de notre
article est un essai d’ 1nterpretat10n des propriétés particuliéres du bien
divisible, et de la maniére dont on peut envisager de combler le déficit
de la balance emplois-ressources en ce bien.

PREMIERE PARTIE

Nous considérons ici une économie d’échanges E entre trois consom-
mateurs, dans laquelle sont disponibles un bien infiniment divisible B
et deux biens K1) et K@ dlsponlbles seulement par valeurs entiéres.
Chaque consommateur a le méme ensemble de consommations possibles

X = {x€R3|x 20,z €Ny, zx@ €N, }

1.1. Caractéristiques respectives des trois consommateurs

1.1.1. Le premier consommateur a pour ressources initiales les
coordonnées du vecteur w, = (b, 1, 2), avec b, > 3v/2; son préordre
des préférences est tel que la classe d’indifférence du point Py(u;) =

(by + a + V2 + uy, 0, 0) est la réunion de
10 tous les points z € X tels que zxw < zxo et satisfaisant 4 Péquation

25+ (V2 — ) + azgm = by + a + V2 + u, ;
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20 tous les points z € X tels que zxa > ax® et satisfaisant a I’équation

25 + azgw + (V2 — a)agm = by + a + V2 + uy,

01‘10<¢z<——22

Désignons par d la droite d’équations zxzm = zx» = 0 ; & tout point z
de X, nous pouvons faire correspondre I'unique point P,(u,), appartenant
a d, qui soit indifférent a2 z ; donc une et une seule valeur de u;, qui
apparait ainsi comme une fonction d’utilité définissant sur X le préordre
des préférences du premier consommateur.

1.14.2 Le deuxiéme consommateur a pour ressources initiales les
coordonnées du vecteur w, = (b,, 2, 1), avec b, > 3v/2 ; son préordre des
préférences est tel que la classe d’indifférence du point P,(u,) = b, + a +
V2 + uy, 0, 0) est la réunion de

10 tous les points z € X tels que ;'cx(n < zxo et satisfaisant a I’équation
zp + (V2 — a)zgo + azgo = by, + a + V2 + uy;

20tous les points 2 € X tels que zxzm > zxo et satisfaisant & I’équation
op + azgn + (V2 —a)zgn = b + a + V2 + u,

u, apparait comme une fonction d’utilité définissant sur X le préordre
des préférences du deuxiéme consommateur.

1.1.3 Le troisiéme consommateur a pour ressources initiales les
coordonnées du vecteur wz = (bs, 1, 1), avec b3 > 3v/2 ; son préordre des
préférences est tel que la classe d’indifférence du point P3(u;) = (b — 2a
+ 2v/2 + us, 0, 0) est la réunion de

10 tous les points z € X tels que zxm -+ zzo < 3 et satisfaisant &
I’équation

zp + (V2 — a)(zgw + zxo, = by — 2a + 2V2 + us ;

2° tous les points z € X tels que zxzm + zx» > 3 et satisfaisant a

I’équation
2y + a(@gw + xgm) = by + 4a — V2 + u,

us apparait comme une fonction d’utilité définissant sur X le préordre des
préférences du troisiéme consommateur.

1.2. Le noyau de E est vide

Considérons I'un quelconque des trois consommateurs, et supposons

qu’il dispose du complexe de biens (zp, zgm, zx®) conférant la valeur u
a sa fonction d’utilité. On voit immédiatement qu’en ajoutant ou retran<
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chant une quantité quelconque A zB, sans modifier zgw ni zgw, on
augmente ou diminue u de la méme quantité. L’économie E est par
conséquent un jeu A ‘utilité transférable pour lequel on calcule sans
difficulté que

1° aux ressources initiales de chacun des trois joueurs correspond la
valeur nulle de sa fonction d’utilité;

20 avec leurs seules ressources initiales, deux quelconques des trois
joueurs peuvent, au mieux, faire en sorte que la somme de leurs fonctions

d’utilité atteigne V2 =~ 2a ;

30 aucune allocation assurant 1’équilibre emplois = ressources pour
chacun’ des trois biens ne permet & la somme des fonctions d’utilité des
trois joueurs de dépasser V2 — 2a

Nous avons donc affaire 4 un jeu a trois joueurs essentiel () et de
somme constante ; or on sait que, pour tout jeu de ce type, le noyau est
vide (voir par exemple A ce sujet R. D. Luce and H. Raiffa [£], pages 194
et 195).

DEUXIEME PARTIE

Soit une économie d’échanges E dans laquelle 1 4+ m biens, B, K1),
..., K™, sont disponibles ; B est infiniment divisible, alors que K%, ...,
K(m) ne sont disponibles que par valeurs entiéres. n consommateurs
participent aux échanges, avec n > m. Soient @ = (b, kW, ..., k™) > 0
le vecteur des ressources initiales totales et, Vi€ {1,..,n}, o;= (b,
Y, ..., ™) > 0(®) le vecteur des ressources initiales du consomma-
teur i. Désignons par X l'ensemble des consommations possibles pour i,
avec ‘

X={z€R'"™™1zz > 0et,Vre{l,.,m} zxw€ N, }.

Les préférences de chaque consommateur ¢ s’expriment & travers un

préordre ‘> complet sur X (3) dont on suppose qu’il vérifie les quatre
hypothéses suivantes : '

Hypothdse 1 : continuité : V2 e X, {z€X|z'> 2}
et {z€ X |z‘> z}sont fermés
pour la topologie induite sur X par la norme euclidienne dans Rl+m,
(1) ¢ Essentiel » signifiant qu'il existe au moins une coalition de joueurs susceptible d’assurer il
chacun de ses membres un nivéau d’utilité supérieur A celui que, réduit a ses seules ressources, &
est capable d'atteindre.

(2} Puisque K(1), ..., K(™) sont indivisibles; il n'est pas réaliste de supposer w; > 0.
(3) Deux consommateurs différents peuvent évidernment avoir des préordres différents.
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Hypothése 2 : convexité : YV z € X, 3;(z) = 3;(z) N X
Si2) = {z€X|z'> 2}
ou

e ——
3(z)
désigne le plus petit convexe fermé dans R!+™ contenant 3;(z).
RemarQuE : de Phypothése 2, il résulte que, Vz € X, {z€ X |z ‘> = }
est fermé pour la topologie induite sur X par la norme euclidienne dans
Ri+m il y a donc redondance avec une partie de I’hypothése précédente ;
si nous n’avons pas cherché a éliminer cette redondance, c’est pour
conserver 4 ’hypothése 1 une forme traditionnelle.
Hypothése 3 : désirabilité du bien divisible B :

. Vre{l,.,m} zm =z
VzeX,VzeXtelsquey S

. T 2 2p
onaz> z

Hypothése 4 : substituabilité du bien divisible aux biens indivisibles :

Vse{l,..,m} tels que
VzeX,Vze X

xB=ZB
Vre{l,..,.m},r#s, ogn = zgn

'z
* 25 < @p+ B
da*eX tel que ¢ v, ¢ {1, ..., m}, zk» = zg»
a*i> 2
ou B est un scalaire positif indépendant de s, z et z. Cette hypothése
signifie que la perte d’utilité qui, pour un consommateur i, peut résulter
d’une variation du nombre des unités qui lui sont attribuées d’un quel-

conque K des biens indivisibles peut toujours &tre compensée par une

variation, au plus égale & B, de la quantité qui lui est attribuée du bien
divisible B.

Désignons par S le parallélipipéde

S={zeR"™|0<zz< bet,Vre{l,..,m},0 < zg0n < K }

Lemme 1 : la restriction 3 X N S du préordre ‘< est définie par une
fonction d’utilité u;, continue sur X N S.

Considérons en effet ’ensemble fini {zx € X N S | zg = 0}; en vertu
de I'hypothése 3, cet ensemble contient un point zo tel que

VzeXNS z'> z

En vertu d’un théoréme di & G. Debreu [1], la restriction dupréordre
< & lensemble connexe

Ey={zeXNS|Vre{l,..,m} agn = 2 }
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est définie par une fonction d’utilité u;, continue sur E,. Deux cas peuvent
alors se présenter :

1°Vze XN S 2'< zy = (b, 2oxm, ..., oK) 3
alors le lemme est démontré ;

203 x € X N S tel que 2°> x{ ; considérons alors 'ensemble

{xe(X N S)—E,|2'> 2} };en vertu des hypothéses 1 et 3, cet ensemble

est la réunion d’un nombre fini de segments (1) et contient un point z;

tel que ' '
Vze{ze(XNS)—E,|z>z} x> 2.

En vertu du théoréme de G. Debreu déja cité, la restriction du pré-
ordre < a I’ensemble connexe
E,={zeXN Slaizmet,Vre{l, . .,m}ag” =z” }

est définie par une fonction d’utilité u;, continue sur E,;, qu'on peut
choisir de telle maniére que

— s @~ @, wy(@;) = uy(wg)

—siay >z, uy(zy) > uy(a).

Deux cas peuvent alors se présenter :

1°V2eX NS, z2'< 2 = (b, Zy g, oy Tygpn) 3
alors le lemme est démontré ;

203 2 € X N S tel que z £ 2 ; considérons alors 'ensemble
{ze(XNS)—(EyU E,) | #'>;2{ }, et refaisons & son endroit le raison-
nement déja fait & propos de I’ensemble

{ze(XNS)—E,| 2> a5}

On peut ainsi, puisque {z € X N S | 23 = 0} est fini, définir de proche
en proche u; en tout point de X N S, comme fonction d’utilité, continue
sur X N §, engendrant le préordre <. Q.E.D.

Vie{1,..,n},VyesS, définissons

Ary)={zeXNS|yedxN S}
Lemme 2:V e {1,..,n},Yye S, Aly) # .

Tout point y dans S s’écrit en effet comme combinaison linéaire finie
de pointsde X N S :

4
y= 2 t;x;
Jj=1

(1) Nous réservons le terme segment aux intervalles fermés de la droite.



QUASI-NOYAU POUR UNE ECONOMIE D ECHANGES 59

avec, vie{l, .,v} 0<y¢< 1
p
etz tj == 1.
=1

De Iensemble {z,, ..., z,}, extrayons z;, tel que, V j € {1, ..., v},

'3
Zj, < rj;ona alors

Vie{l, ..., v}z €d(z;) NS,
e ——

donc y € 3;(z;) N S,
donc z;, € A(y). Q.E.D.

Lemme 3: V i €{l, ..., n}, V y € S, A(y) est fermé.

Considérons en effet une suite quelconque de points z» appartenant
tous a A;(y), et supposons qu’elle converge vers un point zo ; il suffit de
démontrer que P —

y €8(zo) N S

— 81l existe un point z» de la suite tel que z,’ > zp, le résultat
est immeédiat.

— Si, par-contre, pour tout point z» de la suite, z» ' < zo, nous allons
montrer que

N3,(z,) NS C8z) NS;

puisque, pour tout point z» de la suite,
om— —————

y € 8,(z,) N S, il en résultera que y € 3;(z,) N S.

REMARQUE : nous pouvons, sans restreindre la généralité du raisonne-
ment, supposer que la suite des points z, est strictement croissante par
rapport au préordre ‘> ; c’est ce que nous ferons dans la suite de la
démonstration.

Montrons qu’on a bien

A A

N8z ) NS C 8,z N S.

Considérons a cet effet un point z; = (0, z;¢,), --» T1xm)- 2Ppartenant

a X N S, et le point correspondant z; = (b, yk,), -+) T1kem)- EDn vertu des
hypothéses 1 et 3, I'intersection de ’ensemble 3;(z0) avec le segment

[z, z1] est elle-méme, pour autant qu’elle ne soit pas vide, un segment,
dont l’extrémité inférieure est la limite des extrémités inférieures des

intersections (elles aussi des segments) de [z;, ;] avec les ensembles
3;(zn) ; il en résulte que, € étant un nombre positif aussi petit que Ion
veut, pour tout n suffisamment grand, tout point appartenant &

[z, 1] N 3;(w,) est distant de moins de €/2 d’un point appartenant &
[z1; 1] NJ; (7). Comme, en outre, il n’y a dans S qu’un nombre fini de
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segments tels que [zl', xi]e il existe donc un entier positif no tel que,
V¥ n 2 no, tout point appartenant & 8;(zs) N S est distant de moins de £ /2
d’un point, de mémes coordonnées K1), ..., K(m) appartenant & 8,(z)o N S;

plus généralement, tout point appartenant a 8,(z,) N S est distant de
£/2, ou moins de €/2, d’un appartenant a 3,(z,) N S.
Appliquons le résultat précédent a un point z quelconque dans
e —— ——

N 8;(z,) N S: 1l existe dans §;(z,) N S un point dont la distance 4 z est
inférieure & €. Comme € peut &tre choisi aussi proche de 0 que 'on veut,
mm— ————

cela revient a dire que tout voisinage de z contient un point de 3;(z,) N S,
—— —— —— \——

donc que z est adhérent a §;(zy) N S. Mais 8;(x,) N S est fermé ; donc

2€3,(zy) NS
et e A
N 3,(z,) NS Cdx) NS QE.D.

13

Comme I’ensemble A (y) est non vide et fermé, et que toute fonction
continue sur un compact y atteint sa borne supérieure, A;(y) continet un
point w tel que

VzelAfy),w > =z
Nous sommes donc en mesure de prolonger & S la fonction d’utilité u,
définie sur X N S, et donc le préordre * <, en posant u,(y) = uy(w).

Remarque : il s’agit bien d’un prolongement puisque, en vertu de

I’hypothése 2, Vwez NS, Aw) ={zeXNS|wed(2)}

Lemme 4:YweX NS, {yeS|jy>w}=38wNS

Eneflfet : 10V y € 8;(w) N S, ona w € A(y)
done u(w) < uy).
20V y tel que uify) > ui(w),
3 z € Ay(y) tel que uy(y) = uy(z)
donc que u;(z) = uyw);
= §;(z) C 3;(w)
= J(z)NSC(w) NS

= 3(z) N S C Jy(w) N S.
————— S ———
Ory € 3;(z) N S, donec y € §;(w) N S. Q.E.D.
Corollaire : YV z € S, {y € S| y'> z } est convexe.
Eneffet,3 z€ X N Stel que z ~ z ; donc

{yeSly'zz}={yeS|y'22}=38() NS
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De ce corollaire, il résulte que la fonction d’utilité u; est quasi-concave
sur S.

Considérons maintenant 1’économie d’échanges Es, dans laquelle
1 4 m biens B, K, ..., K(™) tous infiniment divisibles, sont disponibles.
Les participants a Es sont les participants a E, et chacun y dispose des
mémes ressources initiales dont il dispose dans E ; nous continuerons donc
a les identifier au moyen des éléments de I'ensemble {1, ..., n}. Dans Es,
pour chaque consommateur i € {1, ..., n}, S est 'ensemble des consom-
mations possibles ; quant aux preferences de i, elles s’expriment au
moyen de la fonction d’utilité quasi-concave u, définie sur S. L’éco-
nomie E; est par conséquent un jeu balancé a n ]oueurs, dont le noyau,
en vertu d’'un théoréme di a4 H. E. Scarf [6], n’est pas vide ; soient
{yi| i =1, ..., n} un élément de ce noyau et C = {jy, ..., jo} C {4, ..., n}
une. coalition quelconque.

Lemme 5: VY C C {1, ..., n}

V{z Tjys ooy Ty

3/ eCtel que y;*> z;

En effet, V j € C, z; € S; le lemme résulte alors immédiatement du

fait que {y; | =1, .., n} en tant qu’élément du noyau de Es, ne peut
étre bloqué par la coalition C. Q.E.D.

Théoréme : 3 {2z} € X | i= 1, ..., n }Jtel que
leyCcCc{d,..,n}

V {le, ” 23}}. < i mj ,
. j=i =i
3 € C tel que z;7> af;
920 Vre { 1, .., m }, Z “’fx(,, — z k(r) k(r)
¥ fo Zb+1+m)ﬁ—-b+(1+m)25

ReMARrQUE : il apparait bien que ’excés de Z zm sur b est indépen-
dant de b et de n. =1
Démonstration : soit {y; | i = 1, ..., n} un élément du noyau de Es;
n
on a Z y; = w. D’autre part, en vertu des lemmes 3 et 4,
i=1

vie{l, .., n},3z,€ X NStel que y; L 2,
—————
donc que y; € §;(z;) N S.
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Il en résulte que @ appartient au plus petit convexe fermé contenant
la somme vectorielle des ensembles compacts §,(z;) N S ; par conséquent,
en vertu d’un théoréme di a J. H. Folkman, S. Karlin et L. S. Shapley [3]

[7] (8], » peut s’écrire
W= Z Z;
i=1

avec, pour tout consommateur i,
S \——

z; € 3;(z;) N S,
et, pour au moins n — (1 + m) parmi les n consommateurs i,
z; €3,(z;) N S.

Supposons que les consommateurs ¢ pour lesquels z; ¢ 3;(z;) N S soient
au nombre de ny < 1 -+ m ; nous pouvons, sans restreindre la généralité
du raisonnement, supposer qu’ils sont identifiés par les éléments de
Pensemble {1, ..., no}. .

Soit 7 € {1, ..., no}; comme z; € 3;(z;) N S, aussi petit que soit le
nombre positif d, 3 w; € 3,(z;) N S tel que w;p < z;3 + d. Considérons
maintenant ’ensemble

Eiz)={z€X|ap=zgpet,Vre{l,..,m}|agn—zgnl <1};

E(z;)) C S; en vertu de 'hypothése 4, a tout point z de E(z;), nous
pouvons faire correspondre un point z} de X tel que

Vre{l,.. m}, zixn = zgo,
etzip < wip + mP =i < zp+d+ mB < zp+ (1 + m)B,
et z} ‘Ziwi = a;i'iz z;;
désignons par E’(z;) C Cl’ensemble de ces points z’.
Soit un ensemble {zf € X|i=1,..,n} tel que Yie{1,.., n},
z7 € E'(zy),
no no
etVre{l,..,m} Z ahgn = Z 2K,
i=1 i=1

et,ViG {no + 1, ...,n},x’:: Zi;
de la définition de E’(z;) & partir de celle de E(z;), il résulte immédiatement
qu’existe au moins un pareil ensemble {z¥ € X| i =1, ..., n }. Montrons
que I’ensemble {2} € X | i =1, ..., n } présente bien les trois propriétés
annoncées dans I’énoncé du théoréme :

19 la premiére propriété résulte du lemme 5 et de ce que

Vie{l, . .,n}at>a~1y;
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n no n
20 Vre{l,..,m} Z zheon = Z e 4 z Zig®
i=1 i=1

i=no+1
n n
== z ziK(Y) + Z ziK(')
i=1 i=mo+1
n
1=1 :
n no n
3° Zx?,,: $73+Zzis<
i=1 i=1 i=no+1
no n
< X G+ (L4 m)B) + 2 5p
i= =no+

= b+ no(t + m)8 < b+ (1 + m)(1 + m)B. Q.E.D.

TROISIEME PARTIE

Nous nous proposons, dans cette troisiéme partie, d’interpréter les

n
* o qs \ * - .
vecteurs z; — et, en particulier, 'excés dez Z ;psur b-—en introduisant

i=1
la possibilité, pour chaque consommateur, d’obtenir du crédit en le
bien divisible B.

Nous considérons ici que I'issue des échanges auxquels se livrent les
n participants 4 1’économie E détermine, pour chacun d’entre eux, le
complexe de biens qu’il peut consommer pendant une période de temps
déterminée. Au terme de cette période, de nouvelles ressources seront
allouées aux participants et de nouveaux échanges auront lieu entre eux,
qui conduiront aux n complexes de biens qui seront consommés pendant
une seconde période. Et ainsi de suite, étant entendu que le préordre des
préférences d’un consommateur peut varier d’une période & une autre,
et qu’existent des marchés de I'occasion pour chacun des biens indivisibles
de fagon qu’un consommateur puisse, au début d’une période, en revendre
certains qu’il avait précédemment acquis.

Nous considérons en outre qu’aux cotés des n consommateurs existe
un agent économique ayant pour seule fonction, une fois les échanges
terminés, de leur consentir des préts en bien B, 4 échéance d’une période
et au taux d’intérét r. Par conséquent, la quantité totale z;53 de bien B
que le consommateur ¢ peut consommer pendant une période est suscep-
tible d’inclure un montant ¢; > 0 dont, au début de la période suivante,
il aura 4 rembourser le produit par 1 4 r; si r; est son taux d’intérét
psychologique, le crédit ¢; contribue a sa satisfaction comme le ferait la
quantité

(1 4+ 1) r;—r

“TTIEE T T4
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mise sans contrepartie a sa disposition, tous échanges terminés, pendant
la période pour laquelle le crédit lui est consenti.
Dans ces conditions, pour un consommateur i auquel serait consenti

le crédit c;, nous pouvons interpréter zfz comme une somme de deux

termes : r, -
1°la quantité ¢ T r,’ que nous désignerons par d; ;

20 la quantité de bien B dont, tous échanges terminés, ¢ dispose, sans
contrepartie future, pour sa consommation pendant la période considérée ;

SOit w?n - di‘
Pendant cette période, i peut donc consommer la quantité

oy = ol — dy + ¢ -—-xm‘i'cziij__r
incluant le crédit ¢;, du bien B, et les quantités
Ty = TiEW
.
Tigm = Zigom
des biens K, ..., K(m) ; soit z; le vecteur de coordonnées z;p, Zigw), «..,

x;xom ; 1 retire de la consommation de z; la méme satisfaction que, libéré
de toute dette, il retirerait de la consommation de z7.

Supposons qu’existent un nombre positif p et un ensemble non vide E
de consommateurs tel que

n
1° 2ok > ) o —b;
i€E i=1
20¢i€eE, r;2r+p.
Choisissons n nombres d; de telle maniére que

1OVL¢E,dg=0;
90 Vi€E 0<d; < alp;

3° Zﬂ dy = Z oty —b.

En vertu du théoréme énoncé et démontré a la fin de la 2¢ partie, on a

Y ot —b < (14 m)B,
i=1

done

2, & <i(t + m)?p.
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Choisissons maintenant n nombres ¢; tels que

. rp—r
Vle{i’__""n}’di:cil—}-ri'

ic‘rii-:r:: Tar—— =2 ¢

S
{€E '1+" @ 1+ r4¢

. x—r . .
puisque T2 est une fonction croissante de x ;
z

P
donc ;521:5 c;m 5 <1+ m) 8,
; (1 4+ m)’8(L +r +p)
d = < .
onc ;1 c; gl:? c; 5

Dans ces conditions, z; étant le vecteur consommé par le consomma-
teur i pendant la période considérée, on a les propriétés suivantes :

10 aucune coalition de consommateurs ne peut, par ses seuls moyens,
assurer a chacun de ses membres, soit 7, un niveau de satisfaction supérieur
a celul que lui assure z; :

20 Vre{l,..,m} z": Tt = z": oo = KO ;
i=1 i=1
0';:1:; Zx.a z;d.‘}‘ ;c,

n 2
b4 F oy LEmBLEr T,

nous aboutissons ainsi, moyennant la masse totale de crédit

R (1 4+ m)*B(1 4+ r +p)
i=Z10i< ) .

indépendante de b et de n, 2 un systéme {z; | i = 1, ..., n} d’allocations
stables eu égard aux préférences et aux ressources initiales des n consom-
mateurs.
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