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CRITERE DE CHOIX
EN AVENIR PARTIELLEMENT INCERTAIN

par MM. FourceEaup, LencLup et SenTis (1)

Résumé. — Cette note propose un crilére intermédiaire entre les critéres de Uespé-
rance et le critére minimaz, utilisant les informations partielles sur la vraisemblance des
événements. On choisit une décision qui minimise le mazimum de U'espérance mathéma-
tique du couit, compte tenu des coniraintes imposées, aux prebabilités des aléas, par les
informations disponibles. On démontre que le critére, qui conduit d résoudre un pro-
gramme lLinéaire par décision, se réduit a celui de Uespérance en affectant des probabi-
lités égales a un ensemble d’événements judicieusement choist.

INTRODUCTION

Lorsque les décisions immeédiates ont des conséquences qui dépendent
d’événements futurs dont la réalisation ne peut &tre prévue, on utilise
divers critéres de choix. Habituellement, on considére deux cas limites.

Le premier est celui ou I’avenir est connu en probabilité. Il corres-
pond au fait que celui qui prend la décision a une information suffisam-
ment riche sur son probléme pour affecter aux événements futurs des
probabilités raisonnables. On peut montrer, que dans ce cas, une décision
« rationnelle » est celle qui minimise espérance mathématique de Ja perte,
(ou maximise 'espérance de 1’avantage) en utilisant comme pondération
le systéme de probabilités subjectives dont on vient de parler. Ce critére
est appelé critére de Uespérance.

Le second cas est celul ot ’'avenir est totalement incertain. La seule
information disponible est la connaissance des événements possibles sans
aucun jugement de probabilité sur leur réalisation. Le critére employé
consiste, le plus souvent, & se garantir contre une perte importante ou 2
s’assurer un gain minimum. Ce sont les critéres minimaz.

Il est clair que les problémes réels correspondent a des situations
intermédiaires. Celui qui a étudié un probléme n’est pas sans avoir

{1) Ministére de I’Economie et des Finances, Direction de la Prévision.
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quelque opinion sur la vraisemblance des divers événements en concur-
rence ; mais le plus souvent cette opinion ne lui semble pas assez fondée
pour pouvoir &tre exprimée par un systéme de probabilités cohérentes.
L’avenir est partiellement incertain.

On propose dans cette note un critére, trés naturel, permettant
d’utiliser des informations partielles sur la vraisemblance des événements.
On suppose que cette information peut s’exprimer par un jugement tel
que « A est plus probable que B », c’est-a-dire une relation de préordre
sur les états possibles.

Le critére proposé associe le critére de ’espérance et le critére minimax.
I’idée en est la suivante : la relation de préordre limite les mesures de
probabilité possibles et leur impose d’appartenir & un ensemble donné.
Pour chaque décision envisagée, on calcule le maximum que peut atteindre
I’espérance mathématique du coiit dans cet ensemble, et on choisit une
décision qui minimise ce maximum.

Il est facile de voir que si I'information est inexistante, on retrouve le
critére habituel du minimax. A 'opposé, si I'information conduit & une
seule mesure de probabilité, le critére est évidemment celui de l'espé-
rance.

Le critére proposé conduit & résoudre un programme linéaire par
décision possible et & choisir une décision qui minimise le résultat de ce
programme.

On peut représenter les états de la nature et le préordre qui lui est
associé par un graphe. On montre alors que, pour chaque décision pos-
sible, il suffit de considérer une partie seulement des aléas. Le critére se
réduit a celui de Pespérance en affectant des probabilités égales aux
divers aléas composant le noyau associé & chaque décision.

Si le préordre est complet, le colit maximum associé & une décision
est obtenu en rangeant les aléas dans 'ordre de probabilité décroissante,
en calculant les moyennes arithmétiques successives des colits corres-
pondants, et en sélectionnant un groupe d’aléas qui définit le maximum
de ces moyennes.

On constate aussi que dans le cas ol I'on sait seulement qu’un événe-
ment a une probabilité inférieure & celle de tous les autres, cet événement
ne doit intervenir dans les arbitrages que dans la mesure o2t son colt
dépasse notablement celui des autres.

On évite 'inconvénient des critéres minimax dans lesquels Pintro-
duction d’un aléa peu vraisemblable mais de cotit légérement supérieur
a celul des autres, peut bouleverser la structure des décisions antérieures.

D’autre part on reproche souvent au critére de I’espérance d’affecter
aux états de la nature le méme systéme de probabilité quelle que soit la
décision envisagée. Avec le critére proposé on échappe a cette critique
puisque le graphe associé duquel on extrait le noyau optimal peut dépendre
de la décision.
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I. NOTATIONS ET EXPRESSION DU CRITERE

Notations
Posons :
« I = {1 }ensemble des décisions, t = 1 ... m,
J = {j } ensemble des états de la nature, j = 1 ... n,
R = {r;; } conséquence de (i, j),
P={py..p}ip;20,Zp;=1

mesure de probabilités sur J.

-« 2 préordre sur les états défini par des relations : j e 7' «] est aw
moins aussi probable que ;' »
< p; > pj (L.1)

Au systéme (I.1), dont on a éliminé les relations surabondantes,
on associe le graphe G = { J, I" } défini de la fagon suivante :

1 €J, ] elj<p; > pj

«« II ensemble des mesures de probabilité P satisfaisant aux rela-
tions (I.1)

M={P, > }
Critére

Soit 7 € I une décision possible et C; I'espérance mathématique duw
coiit associé avec la mesure de probabilité P €II.

C:=Ep {Ri} = ; PiTij (L.2)
ou
Ri={rypj=1..n}
On pose :
M; = Max C;
Pell

(qui existe, IT étant compact).
Une décision optimale i* est définie par :

Ml‘t - Min M,' (1.3)
iel
II. CALCUL DE M, = Max C;
Pell
1. Définition des sous-graphes et supports admissibles

Considérons I’application S définissant le support de P :

0> P38y ={jljed p>0}
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et S(IT) Pimage de II par S, ensemble des supports :
S(II) = { S(P) /P eIl }
A tout élément S(P) € S(II) on peut associer le sous-graphe Gp de G
défini par :
Gp = {S(P), T's }

ou

Is; = I, N S(P)

J

Gp sera appelé sous-graphe admissible et S(P) support admissible.

Gp représente l'ensemble des états de probabilité strictement positive
associé & P et compatible avec la relation de préordre.

Un support admissible K satisfait 4 la propriété suivante :
jeK , i'»zj=i €k (L4)
Si un sommet du graphe appartient & un support admissible, il en est

de méme de tous ses ascendants.

Par exemple sur le graphe suivant :

2
o/ \4/§
§ 4
' /

P -)

we

{6}, {1, 2,3, 4} sont des supports admissibles.
Par contre, { 3, 4 } n’est pas un support admissible.

2. Lemme

Soit 4 nombres 4, B, C, D (C+ D > 0), ’'une des 3 propositions incom-
patibles est vraie :

b
b
+
&

Ole Ulw Slw

n
B O
+ +
w ©

A

LN

+ +
m O
A

A
A

Sl Olx O

O
+
S

Ce lemme ne sera pas démontré.
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3. Théoréme
Pour alléger I’écriture I'indice ¢ sera omis.
Posons pour tout K € S(II)

| K| = cardinal de K

Y(K) = —

K]

alors :

M = Max Z pir; = Max ¥(K)

Pell jeJ Ke S(I)

Démonstration (1)

a) Soit P* une solution de Max Z pjrj et K* = S(P*). Posons :
Pell jeJ

g=Minp¥f, ¢>0
jeks
et partitionnons K* en :
L* ={j[j € K* pf = q} (IL1.1)
N* ={j[] € K*, p} > q}
Deux cas sont & distinguer :
Premier cas. N* = @&
Alorsona :p¥f =¢ Vje€K* donc:

_ ot
| K*|

*

Pl et W(K*) = M

Deuxiéme cas. N* # &

On peut écrire :

2 i+ 2 (B —a)
_ i€k jERe no (1L2)

g|K*|+ 2, (pf—9)
JE N*

(1) La démonstration présente est due & M. Lacaze qui a simplifié trés nota-
blement la démonstration initiale, fournie par les auteurs, en utilisant le lemme
précédent.
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En utilisant le lemme, on voit que I'une des 3 propositions suivantes
est vraie :

. T Z‘ (pf — )
q . J€k* =M _— JEN
| K*| 2. (o —a)
JE N*
2T ,Z‘ (pf —a)r;
J 2. i€k <M<igX (IL.3)
| K*| 2 (pt—aq)
J€ N*
2 (P — Z Ty
3. IE€EN 0000« M < i€X
PRCEL | K*|

La proposition 3 est fausse, car sinon étant un systéme de pro-

K*
babilité admissible, p* ne-serait pas une solution optimale.
Il en est de méme de la proposition 2. En effet, N* est un support
admissible. Le systéme de probabilité (> 0) sur N* :
__Pi—4
(P} —4)

J€N*

e, car il se déduit du systéme des p} par une transformation
affine qui conserve le préordre.

C’est donc la propriété 1 qui est vraie et on a :

M = Max ). pr; = ¥(K*). (1L.4)

PETL j€J
b) Pour tout K admissible, le systéme de probabilité :
L pour je€K
T
J
0 pour j¢K

définit une solution réalisable du programme linéaire

Max Y, pyr;
Pell jeJ
Il en résulte que :
1 *
Y(K) =X ;Krj < M = ¥(K¥).
J

K* appartenant a S(IT), la proposition est établie.
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REMARQUES

1. Le théoréme précédent montre que pour chaque décision le calcul

de M = Max Z p;rj conduit a :
Pel jeJ

. sélectionner les supports admissibles K € S(II),

. calculer les moyennes arithmétiques ¥'(K) associées & ces supports
et déterminer un élément K tel que ¥'(K) soit maximum.

2. La considération de la structure du graphe G = { J, I' } permet
dans de nombreux cas pratiques d’alléger la procédure en réduisant le
nombre des supports admissibles & examiner. On utilisera le fait que
si K et K’ sont des supports admissibles :

« KU K’ est admissible,

.« KN K’ est admissible si KN K’ # .

En effet, d’aprés la définition des supports admissibles (cf. 1.4).
{/jeKUK', ">} =>{j€eK}V{j €K'} > € KUK’
(JEKNK', ">} >{/'€eK}A{/ €K'} >] eKNK"

III. CAS PARTICULIERS

1. Graphe décomposable

Supposons que l'on puisse définir une partition § ={ G, } du
graphe G telle que :

Gm:{Jm7Pm}
rj=TjnJ,
m % m' 7¢Iy’
J€Jm =
1" €Jmw "¢y

=7

Le graphe G est dit décomposable.



16 MM. FOURGEAUD, LENCLUD ET SENTIS

Par exemple sur le graphe suivant :

2

1,2,3, 4,5} et {6, 7} forment une partition de G. Dans ce qui suit
on ne considére que des partitions minimales (c’est-a-dire ne contenant
pas de sous-partition). En appliquant le théoréme général présenté au
paragraphe II nous allons voir qu’il suffit de considérer les sous-graphes
admissibles associés a la partition &. Cette propriété fait I'objet du
corollaire suivant.

Corollaire

Soit P* une solution de :

Max z Pi"i et K* = S(P¥*)

PeIl jeJ

Supposons le graphe G décomposable et désignons par § = { G, } la
partition associée.

Posons :

K*=_J K4

K*=K*nJ,

avec

Alors, pour tout ! € { m } tel que Kf # &, on a :
W(K}) = ¥(K*).
En d’autres termes, la recherche d’une solution est limitée & Pexamen
des sous-graphes G,,.
Démonstration

Remarquons que tout J,, étant support admissible, il en est de méme

(cf. remarque 2 du paragraphe II), de K} et de | IK,",‘, pour tout
le{m}

m#l
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On peut écrire :

Z i+ 2o

JGK,

(U K*) - = lK*l Iy

a) l l K¥ = @ et la propriété est établie.

m#!

b) | l K* # @¥. 1l s’ensuit que d’aprés le lemme 1’une des 3 propo-

m#l
sitions survantes est vrale.

1 ‘If(U K;';,) =W(LMJ K:) = W(K?)

2 \Y(U K;‘,) < ‘P(U Ki:) < Y(K})
3: V(K}) < ‘I’(U K*) < ‘F(U K*)

Les propositions 2 et 3 étant contradictoires avec I’hypothése que K*
est un support optimal, le corollaire s’en déduit.

REMARQUE
Si on ne dispose d’aucune information sur les probabilités, le graphe G
se décompose en n sous-graphes G; et ’application du théoréme conduit
a:
Max Z r;= Max rj

PeIl jeJ

On retrouve ainsi le critére minimax.

2. Le préordre est complet

Le graphe G est un chemin
{1} > {2} .. {n—1}=>{n}
Les supports admissibles sont :

{(1,{1,2}{14,2,3}..{1,2..n}
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L’application du théoréme conduit & calculer la suite des moyennes
arithmétiques :

re+r;
ry, T cery

s [ipge

et a sélectionner celles qui correspondent au maximum.

REMARQUE

On peut retrouver le résultat précédent par I’étude directe du pro-
gramme linéaire associé et de son dual.

Max D, PjTj
j=1

P> pay  j=1l.n—1

=1
=1

J
pi=0
Le¢ programme dual s’écrit :
[ Min ¢
ri+u—v<0

w ity —u; —e <0, l<j<n

r,—u,—v¢ <0

u; = 0

J

En considérant les inégalités successives il vient :
vz2zritu =2nr
r1+rj+...—|—rj+uj> ry 441
- 2> -
7 ]

P = s 1

VAN
N
S

On en déduit que :
1 m
p = Max — Z r.

mé€{1,nl
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3. Aléa uniformément dominé en probabilité

Supposons que la seule information disponible soit qu’un aléa, le
nieme par exemple, a une probabilité inférieure a celle de tous les autres.

Le graphe associé se présente de la fagon suivante (out 'on a supposé
que les aléas 1 ... n — 1 sont rangés par colit décroissant) :

L’application du théoréme et du corollaire montre que deux cas sont
a envisager :

. L’élément { n } est retenu dans le support admissible optimal K*

et donc K* = J
1 n
MaX Z pjrj z—;)‘._‘,; rJ-

Pell jeJ

. L’élément { n } n’est pas retenu ; on est amené & un probléme dans
lequel le graphe considéré est décomposable en (n — 1) sous-graphes. La
solution est obtenue par :

Maxr; =rq
Jj¥n

Donc I’élément { n } ne sera & prendre en compte que si :

1 n

——E r,zr
J 1

n 5

n—1
r,—7ry = 21 (ry—r;) = 0.
j=

Ainsi, I’élément de plus faible probabilité ne sera inclus dans le noyau
d’aléas associé & une décision que si son colt dépasse notablement celui
de tous les autres.

Y

On échappe ainsi & un des inconvénients du critére minimax, avec
lequel I'introduction d’un événement nouveau de colit élevé mais de trés
faible probabilité peut bouleverser la structure des décisions antérieures.
Avec le critére proposé, si cet événement est pris en compte dans le noyau,

o e . . |
il n’intervient dans la valeur du maximum qu’avec le poids — -
n



