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INTERPRETATION ECONOMIQUE
DU PRINCIPE DU MAXIMUM

par M. Arsouy (1) et A. Breron (2)

Résumé. — Les économistes disposent, avec le Principe du Maxzimum de Poniryagin,
d’un outil efficace pour traiter les problémes d’optimisation dynamique dans le cas rela-
tivement fréquent des systémes transitifs.

En optimisation statique le théoréme de Kuhn et Tucker fait apparaitre des variables
duales dont Uinterprétation économique est fondamentale. De méme le Principe du
Maximum fait appel a4 des variables associées dont linterprétation semble essentielle
en économie dynamique.

En dehors de toute idée d’eptimisation on peut montrer Uexistence d’un vecteur de
prix d’usage attaché i chaque commande du systéme a partir d'un état donné. Dans le
cas de la commande optimale on peut montrer que ce vecieur de priz d’usage est préci-
sément le vecteur des variables associées défini par Pontryagin.

On peut meiltre en évidence la dualité qui lie le vecteur prixz d’usage au mouvement
dans le temps du vecteur d’état. On peut ainsi faire apparaitre un probléme primal et
un probléme dual. On peut alors interpréter Uoptimum comme Uéquilibre d'un jeu a
somme nulle entre U'exploitant du systéme (aspect primal) et le propriétaire fictif du sys-
téme (aspect dual).

Depuis les travaux de Kuhn et Tucker sur la programmation mathé-
matique & variables continues, les économistes disposent d’un outil d’ana-
lyse statique extrémement utile pour expliciter les théories marginalistes
classiques, souligner leurs limites et préciser leur portée.

Les premiers travaux de Pontryagin et de son équipe ainsi que les
développements récents de la théorie de la commande fournissent & pré-
sent aux économistes un outil d’analyse dynamique un peu plus subtil
mais tout aussi fertile en enseignement.

Cet article ne prétend pas substituer 2 la démonstration donnée par
les auteurs du Principe du Maximum une démonstration plus simple ou
plus abstraite. Restant volontairement simple du point de vue mathé-
matique, il vise 4 montrer que les résultats de Pontryagin et de son
équipe sont essentiels pour le développement de la pensée économique.

(1) Ingénieur Etudes Economiques Générales E.D.F. Professeur d'Economie 2
T'E.S.E. et & I’6cole des H.E.C.

(2) Ingénieur Etudes Economiques Générales E.D.F.
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I. THEORIE DE LA COMMANDE
ET PRINCIPE DU MAXIMUM

I-1. — Classe de systémes concernés

Dans la suite de cet article nous nous intéresserons & une classe parti-
culiére de systémes. Tout d’abord nous supposerons que le vecteur « état »
du systéme, noté X, est défini dans un espace Rn, c’est-a-dire que chaque
composante X;( = 1 ... n) posséde toutes les propriétés de la droite
réelle. La base de temps qui repére I’évolution du systéme est elle-méme

0
définie dans R. L’évolution "id)—{ au cours du temps (notée aussi X) est
t
régie par une transformation F qui dépend :

— de ’état X du systéme a linstant ¢,

— de ’époque t (et, par I'intermédiaire de ¢, de signaux extérieurs dont
I’évolution w(t) est connue),

— de variables de commande u(t) permettant d’agir & tout instant
sur le systéme.

Le vecteur de commande u(t) de composantes u;, U, ... 4, appartient
a un certain domaine de commande u € U.

On admettra que chaque signal de commande est une fonction du
temps, u(t), continue par morceaux sur 'intervalle d’étude t, < ¢t < T.

Ainsi, lorsqu’on connait I’état initial X, , la trajectoire du systéme
est définie par le systéme d’équations différentielles du premier ordre :

0
X, = Fy(X, u,t)

Les fonctions F;sont définies dans tout le domaine u € U. On les suppose
continues par rapport & X et u et contintment différentiables par rapport
a X. Il s’agit donc d’un systéme :

— transitif (c’est-a-dire non héréditaire) « Toute I'histoire passée est
résumée dans Pétat X atteint par le systéme au moment présent »,

— non autonome : « La transformation qui régit ’évolution dépend de
la date a laquelle s’effectue cette transformation »,

— déterministe : « St ’'on connait la commande et I’état initial, I'évo-
Jution est complétement déterminée ».

Nous supposerons, en outre, que ce systéme est muni d’une structure
d’évaluation interpériodes unidimensionnelle additive, c’est-a-dire qu’il
existe une fonction numérique d’évaluation instantanée Fo(X, u, t)
associée a toute portion infinitésimale de trajectoire et que la fonction
d’évaluation globale relative 4 une portion de trajectoire quelconque
comprise dans l'intervalle de temps (¢, ¢;) est donnée par I'intégrale :

ty
f Fo(X, u,t)dt pour t,¢,€(t, T)
131
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I-2. — Problémes de régulation

On peut, & propos de tels systémes, se poser plusieurs questions. La
premiére consiste 4 étudier I’évolution du systéme entre ¢, et T en fonc-
tion de I’évolution des commandes u€ U. Cette exploration permet de
définir 'ensemble des points qu’il est possible d’atteindre a partir d’une
situation initiale fixée, ou réciproquement l’ensemble des situations de
départ permettant d’atteindre une cible donnée (étude de controlabilité).
On peut ensuite chercher & repérer la valeur prise par la fonction d’éva-
luation globale associée & une trajectoire. Cette analyse, trop souvent
négligée, est extrémement importante, car elle fait déja émerger, en
dehors de toute préoccupation d’optimum, un systéme de valorisation
(étude de dualité). On peut enfin rechercher une commande optimale u*(t),
c’est-a-dire une commande qui appartienne a la classe des commandes
possibles et qui maximise (ou respectivement minimise) la fonction
d’évaluation globale entre t, et 7.

1-3. — Portée économique de la théorie de la commande

En dépit du caractére assez général des problémes qui viennent d’étre
soulevés, on notera qu’il s’agit d’une classe particuliére de systémes, et
on peut s’interroger sur la portée économique de la théorie de la
commande. Bien évidemment Phypothése d’une transformation continue
déterministe ne correspond pas & la perception que nous pouvons avoir
des phénoménes économiques; cependant, devant les difficultés mathé-
matiques, nous sommes souvent obligés de nous en contenter, tout au
moins en premiére approximation.

L’hypothése de transitivité est commode car elle évite de manier les
équations intégro-différentielles ; elle n’est pas absurde dans la mesure
ol le systéme se préte 2 une observation convenable. En effet, on peut
constater que le caractére héréditaire que nous attribuons souvent aux
phénoménes, provient d’une carence dans la procédure d’observation et
d’identification. Ceci étant, il est facile de montrer sur de nombreux
exemples que 'on cherche souvent a identifier les phénoménes écono-
miques sous forme de systémes déterministes transitifs, non autonomes.

L’hypothése la plus critiquable concerne la structure d’évaluation, mais
la encore nous sommes contraints de constater qu’il est commode, pour
le centre de commande, de choisir une fonction numérique intertemporelle
additive.

_ C’est ainsi qu’en matiére de choix des investissements, le vecteur
« Etat » du systéme est défini par les capacités installées des différents
moyens de production, le vecteur « commande » par les décisions d’inves-
tissement et de déclassement, la fonction globale d’évaluation par la
somme actualisée des dépenses d’investissements et d’exploitation.

Concernant la gestion des stocks, le vecteur « Ktat » du systéme est
formé des niveaux des différents stocks. $’il s’agit d’un probléme d’appro-
visionnement-stockage, le vecteur «commande » représente les flux
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d’entrée, la fonction d’évaluation enregistre la somme des dépenses
actualisées d’approvisionnement et de stockage occasionnées pour satis-
faire les flux de sortie prévus. Sl s’agit d’un probléme de production-
stockage, les flux d’entrée du systéme étant connus, le vecteur de com-
mande concerne les flux de sortie tandis que la somme actualisée des
dépenses d’exploitation sert de fonction économique d’évaluation.

Cette formalisation s’étend & d’autres phénoménes, par exemple aux
problémes de financement. Dans ce cas, le systéme est repéré par 'état
du stock de réserves alimentées par I'autofinancement et I'état des diffé-
rents endettements.

Parmi toutes les politiques financiéres d’emprunt et d’autofinance-
ment qui permettent de faire face aux besoins d’investissement, I’entre-
prise choisira celle qui minimise durablement ses charges financiéres. Ces
quelques exemples démontrent la nécessité d’une interprétation écono-
mique générale du Principe du Maximum.

I-4. — Rappel du principe du Maximum
I-4-1. — Fonctions auxiliaires

Considérons done un systéme appartenant a la classe définie ci-dessus.
L’évolution est régie par n équations de mouvement

)%izFi(X,u,t) avec 1= (1...n)

La fonction d’évaluation sur U'intervalle d’étude (t,, T) s’écrit
T
Xo =J. Fo(X, u,t)dt
t0

Parmi les commandes admissibles u(t)¢ U on suppose qu’il existe au
moins une commande optimale.

Quelles sont les conditions caractéristiques d’une commande (ou si
I’on préfére d’une trajectoire) optimale ?

Pour énoncer ces conditions, Pontryagin introduit un systéme de
variables auxiliaires $g, ¢; ... ¢, définies par n + 1 équations différen-
tielles du premier ordre :

‘L:O a);”‘)q,w (i=0..n)

0
(; dérivée de Y; par rapport au temps).

La solution de ces équations différentielles définit un vecteur a n + 1
composantes, ces derniéres étant des fonctions du temps différentiables
par morceaux. Ces fonctions auxiliaires sont alors utilisées pour construire
une nouvelle fonction d’évaluation instantanée, JC, appelé hamiltonien,

et qui s’écrit :
¥ = Z Yol (X, u, t)
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d’ou ’on déduit immédiatement :

0
X, = 2%6_, (i=0..n), avec )%0=F0(X7u7t)5

I-4-2. — Enoncé

Ces définitions préalables étant données, le principe du Maximum
s’énonce alors de la maniére suivante :

Sott u(t) pour t € (ty, T) une commande admissible faisant passer le

systeme de Pétat initial (X, to) & un état final (Xy, T). Pour que u(t)
et la tra]ectOLre correspondante X(t) soit respectivement une commande
optimale u*(t) et une trajectoire optimale X*(t), il est nécessaire qu’il existe
un systéme de fonctions auziliaires non nulles U(t) telles que :

1° Pour tout t€ (f5, T) I’hamiltonien JE[Y(t), X(¢),
maximum pour u = u*(t); c’est-a-dire :

JG[EIJ(l), X*(t)’ u*(t)’ t] = Je*(ql(t)a X(¢), t).

20 A tout instant ¢.

u(t), t] atteint son

$o(t) est une constante négative, et :

. T& OF,[X(B), u(B), B
wzmﬁz [X(6), u(B)

]
P e . (G) dG

— Si le systéme est autonome, c’est-a-dire si la fonction d’évaluation

instantanée F, et les équations du mouvement F; (i = 1 ... n) sont indé-

pendantes du temps, on obtient alors | J* = 0 .
— Si Pon conserve un systéme non autonome, on peut faire jouer au
temps le rdle d’une variable supplémentaire en écrivant X4, = t d’out
0
Xn+1 = 1.

Dans ce cas, on peut associer une variable adjointe ¢,,; a cette nou-
velle variable d’état en écrivant :

b = — 3 elaltly

Et s1 ’on pose :
ntl

Z ‘pa X u, t Je + "pn+1’

on définit un nouvel hamiltonien J€'.
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Avec cet hamiltonien généralisé, on obtient :
10 3¢/ (§(t), X(t), u(t), ) = J*((e), X(1), 1), pour u = uk(z).
20 J*(Y(t), X(t), ¢) = 0, car * 4 Yp4(t) = 0.

I-4-3. — Conditions aux limites

On a énoncé le principe dans le cas d’un état final (X7, T) imposé.
Que se passe-t-il si I’état final est libre ?

D’une facon générale, Pontryagin a établi une condition dite condi-
tion de transversalité qui permet le raccordement de la trajectoire aux
conditions limites. Soit S I’hypersurface sur laquelle doit se trouver
Pétat final pour t = T et (K) ’hyperplan tangent & S en ce point. On
dira que le vecteur §(7T) de composantes ¢, ... §, satisfait la condition
de transversalité en T sile vecteur $(T) est orthogonal a (K) (1).

I-4-4. — Remarque

Ce résultat mathématique est fondamental pour plusieurs raisons.

Tout d’abord il généralise dans plusteurs directions le calcul classique
des variations :

— 11 s’intéresse non plus & une variable de commande unique mais &
un vecteur de variables de commande.

— Les variables de commande ne sont pas nécessairement les dérivées
par rapport au temps des variables d’état.

— Les conditions caractéristiques de la trajectoire optimale sont
valables non seulement & 'intérieur du domaine de commande mais aussi
sur sa frontiére.

Ensuite, et c’est 1a 'objet principal de cet article, il fait apparaitre
un ensemble de fonctions auxiliaires {(¢) qui jouent en théorie écono-
mique un role de premier plan.

Enfin, bien que s’adressant & une classe de systémes un peu moins vaste
que ceux que prétend traiter la programmation dynamique, le principe
du Maximum parait plus adapté & la résolution de nombreux problémes.

D’un point de vue mathématique, on peut noter que la démonstration
de Pontryagin évite soigneusement de s’appuyer sur le principe d’opti-
malité sur lequel est fondée la programmation dynamique.

De méme, on peut observer que les problémes d’existence d’une
trajectoire optimale sont supposés résolus et que le principe du Mazimum
constitue seulement une condition nécessaire d’optimalité. Toutefois, on
peut démontrer qu’il fournit une condition nécessaire et suffisante dans
le cas d’un systéme linéaire soumis & une commande additive, du type :

X(t) = A(t)- X(t) + o (u)

(1) Autrement dit la condition de transversalité signifie que le produit scalaire,
noté < (7, 6 >, pour tout vecteur 6 appartenant a (K) est nul. Pour un état final
libre, {(T') = 0.
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II. INTERPRETATION ECONOMIQUE

Cette interprétation économique sera divisée en trois parties :

Tout d’abord, nous montrerons que 'on peut associer a4 toute trajec-
toire, qu’elle soit ou non optimale, un systéme de valorisation, et nous
énoncerons un théoréme de conservation de la valeur.

Ensuite, nous nous intéresserons a une trajectoire optimale afin
d’identifier ce systéme de valorisation avec le systéme des fonctions auxi-
liaires de Pontryagin et I’équation de conservation avec I’hamiltonien
généralisé.

Dans une troisiéme partie, nous montrerons la liaison qui peut exister
entre les équations de récurrence de la programmation dynamique et le
principe du Maximum, ce qui nous permettra d’expliciter le role des

fonctions ¢ de Pontryagin comme indicateurs de décomposition tempo-
relle.

II-1. — Régulation commandée. Théoréme de conservation
I1I-1-1. — Variables et forme bilinéaire associées & une commande

RECHERCHE D'UN VECTEUR DE VARIABLES ASSOCIEES

On suppose connue a I'instant ¢ la régle de commande u(X(G), B) que
Pon appliquera au systéme aux époques G € (¢, T') ainsi que I’état X(t)
dans lequel se trouve le systéme a Uinstant . On considére la fonction
d’évaluation globale entre ¢ et T

T
[ raixcw), ixco), ), v s
qui ne dépend, pour u(X(G), B) fixée, que de X(t) et de ¢, soit :
T
T, 0 = | FolX(8), i(X(9), ), ] 4%
t

En différentiant par rapport au temps, on obtient :

Fo[X(t), u(X(2), t), t] + ﬂ)%(:_)iﬂ -0
solit encore :
. n aF[X(), 6] ©  dJ[X(t), 1]
FolX,u,t X, o
oA '; oX; + ot
(équation 1)
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On peut définir les nouvelles variables

_ dX@, g

Pi— aX 1= (1 . n)
_ X, g
Pn+1 = o

Le vecteur p(t) représente donc un systéme de variables associées a la
régle de commande u[X(G), B] pour Be€ (¢ T). Comment peut-on le

calculer ?

DETERMINATION D'UN VECTEUR p(t)

Le vecteur p(t) satisfait & Péquation (1), équation aux dérivées par-

tielles qui s’écrit :

FolX(0), #(X(0), 1), ] — 3 piXs— pray = O

i=1

On peut poser :

GIX (0, WX(),0) p, ] = Fo— 2. piX,
L’équation (1) prend alors la forme suivante :
GLX(t), w(X(t), t), py 1] — Ppey =0
En utilisant les équations du mouvement :
X, = FiX(e, ut)h ] , i=(l..n

on déduit immédiatement de I’équation (3) :

)0( oG

=~ (i=1..n)

i

D’autre part, comme I’équation (3) se met sous la forme :

oJ[X(0, 4

G[X(t)’ ZL(X(t)9 t)a P t] Bl Yy

en prenant la dérivée partielle par rapport & X;, on obtient :

oG o Ow 0 TalX(, 1
8X+zau X, aX[ ot ]

Soit, en inversant 'ordre des dérivations :

op; o oJ 0G & 8G _ duy
= ] = — — X

(2)

(3)

(4)



INTERPRETATION ECONOMIQUE DU PRINCIPE DU MAXIMUM 45

D’une fagon générale, le vecteur p dépend de la régle de commande w
et de la trajectoire X. Mais si celles-ci sont fixées, on peut considérer le

vecteur p comme une simple fonction du temps, d’ou le systéme d’équa-
tions différentielles :

0 0 - 0G _ Qu t=1..n
;= — X , 5
4 +;au,. ( ) (5)

aX Jj aX j=1...r

13 i

Ces équations permettent de déterminer I'évolution du vecteur p(G)

associé a la régle de commande u(X(TB), B) sur I'intervalle (¢, T') & condi-
tion de connaitre les conditions aux limites.

En particulier, dans le cas d’un état final libre (1), on sait que
T
JX(),t] = J- Fo[X(B), u(X(B), B), B] dG tend vers 0
t

lorsque ¢ tend vers T et ceci quels que sotent X(7) et T. Donc j[X(T), T
est 1identiquement nul, ce qui entraine p,(T) = 0 dans le cas particulier
d’un état final libre.

FORME BILINEAIRE ASSOCIEE A LA COMMANDE

. vge 4 e 0
Il existe une forme bilinéaire entre les X; et les p;. On peut en effet
mettre I’équation (1)

F, (X, u:t)n—;pi'Fi(X’ Uy t) — Pus1 =0

sous la forme

M=

pi'Fi(X, u:t) +pn+1 =0

i

1]

[}

0
en posant Xy = Fo (X, u, t) et po = — 1.
Si 'on pose a présent :

0

Xp+1 =1t (dou X,y = 1), on obtient :
nt+1 0
Z pi* X; = 0
i=o

0 0

Il existe donc une forme bilinéaire entre les p; et les X;. Lorsque X;
décrit I’espace vectoriel Rn+2, p; décrit une partie de I'espace dual de Rn+2.
C’est pourquoi on appellera, par la suite p;, variable duale.

(1) Cas auquel on peut se ramener fréquemment en économie.
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11-1-2. — Interprétation économique

Quelle est la signification économique du vecteur p(t), du vecteur

P (t) et de la forme bilinéaire ?
D’aprés sa définition, la quantité — [p;(¢)] représente a I'instant ¢ la
T
variation de la fonction d’évaluation globale | Fo(X, u, G) dG, engendrée

t
par une variation marginale de I’état X;(¢) lorsqu’on connait la régle des
décisions futures.

Dans le cas d’un probléme d’investissement, par exemple, X représente
le parc d’équipement, u la politique d’investissement, F (X, u, G) la
valeur actuelle & époque 0 des colits d’investissement et d’exploitation
de I’époque B. Si a partir d’un état donné du parc & I'instant ¢, on se
donne une politique d’investissement et de gestion dans le futur, on
connait la dépense totale actualisée qui lui est associée. La quantité p;
est la réduction des dépenses futures actualisées, entrainée par une aug-
mentation marginale de la capacité installée en type d’équipement (i).
Autrement dit, p est la valorisation (1) que lon attache implicitement
au parc d’équipement lorsqu’on a défini la politique d’investissement et de
gestion c’est-a-dire la maniére de Uutiliser.

Dans le cas ou X représente les niveaux des stocks d’eau d’un systéme
de réservoirs hydrauliques, u les décisions de turbinage et les ordres de

T
production aux centrales thermiques, f Fy(X, u, G)dG le coit total de

production entre ¢t et T pour satisfaire exactement la demande d’électri-
cité D(G) a tout instant G, 'interprétation économique des-variables p(t)
est claire. Elles représentent la valeur implicite que Uon attribue & Uins-
tant G aux différents stocks d’eau du seul fait qu’on se donne la politique
de gestion c’est-a-dire Uévolution du systéme. La valeur p; dustock d’eau X;
est en effet égale & I’économie de combustibles que P'on peut dégager
dans le futur s1 'on dispose d’un m3 d’eau supplémentaire (au niveau X;)
dans le réservoir (i) et si ’on suit la politique de gestion fixée.

En matiére de financement, si 'on posséde un niveau X de réserves,
a toute stratégie financiére correspond une valeur implicite de auto-
financement. Cette valeur est révélée par la réduction des charges que
P’on pourrait espérer sil’on disposait d’une réserve plus élevée. Elle mesure
donc le tauz d’actualisation interne implicite de cette entreprise.

Bref, toute trajectoire d’un systéme économique d partir d’un état X(t)
représente, qu’on le veuille ou non, un arbitrage dans le temps : il est donc
normal qu’d chaque niveau des variables d’état corresponde un systéme de
valorisation lié & U'usage que U'on va faire dans le futur des « potentialités »

(1) Au sens de la fonction d’évaluation adoptée.
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résumées dans Uétat X(t). Donc d’une facon générale, p;(t) est le « priz
d’usage» du bien X; a la datet, eu égard a la politique de gestion adoptée (1).

Cette mesure du « prix d’usage » du systéme est évidemment comme
toute mesure, une mesure marginale. La détermination de la valeur de
p(G) a un instant G quelconque au moyen du systéme d’équations diffé-
rentielles (4) et (5) montre que cette interprétation est valable pour
n’importe quel état X et & n’importe quel instant GE [¢,, T].

Le vecteur 1())(‘6) est évidemment la variation au cours du temps du
« prix d’usage » du systéme considéré. Cette variation permet d’apprécier
la réponse du systéme en termes de variables duales, c’est-a-dire la varia-
tion du prix d’usage d’un parc d’équipement, du prix fictif des réserves
hydrauliques ou encore du taux d’actualisation interne li¢ & I’évolution
des réserves financiéres. En matiére d’équipement, la variation du prix

d’usage prend d’ailleurs une appellation plus précise : ;(t), différence
entre le prix d’'usage a 'instant ¢ et le prix d’usage a Pinstant (¢ 4 di),
n’est pas autre chose que l'amortissement économique, c’est-a-dire la
mesure de la dépréciation. Quant a la forme bilinéaire :

n 0
G—pus1 = Fog— lei'Xi_—pn+l =0

elle exprime la conservation de la valeur & chaque instant.

0
Le colt immédiat F, entrainé par le changement d’état X est en
effet compensé par P’accroissement de la valeur potentielle du systéme :
atl
pi* X;. Cet accroissement de la valeur potentielle du systéme a une
=
i ., o
double origine : accroissement autonome Z pi* X; et accroissement non
i=1
autonome dt a 'effet du paramétre « temps» : ppyq.
Cette forme bilinéaire explique l'intérét du « compte de capital» (2)
c’est-a-dire d’un compte retracant les mouvements du « patrimoine» au
cours de la période (¢, t 4 dt).

Ce compte de capital reflete le compte d’exploitation : les dépenses
d’investissements qui figurent au débit du compte d’exploitation sont
portées au crédit du compte de capital ; cette double écriture exprime
donc la conservation de la valeur. Par ailleurs, on comprend facilement
que la valeur du patrimoine ne dépende que des services qu’il peut rendre,
donc de la régle d’utilisation.

(1) Le prix d’usage d'un ouvrage de production a été défini par M. Boiteux
comme la dépense supplémentaire qu’aurait & supporter I’exploitant pour poursuivre
ultérieurement son activité comme il avait prévu de le faire, s’il devait étre privé
d’une unité marginale de cet ouvrage au moment considéré.

(2) Le « compte de capital » n’apparait pas explicitement en comptabilité tradi-
tionnelle de l’entreprise. On peut cependant le retrouver en comparant le bilan en
}t) aprés distribution des bénéfices et le bilan en (¢ + 1) avant distribution des béné-

ices.
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Une troisiéme interprétation de la forme bilinéaire peut &tre donnée
en termes de jeu. On peut en effet imaginer de décomposer ’entreprise
en deux parties : un centre de commande qui s’intéresse a la valeur du
patrimoine et qui a le choix des variables p, un centre de commande qui

0
s’intéresse aux décisions immédiates de gestion et qui a le choix de X par
Pintermédiaire des décisions u. D’aprés la forme bilinéaire, il s’agit d’un
jeu & somme nulle. Reste & savoir si 'on ne peut pas définir une stratégie
optimale u* ainsi que la stratégie duale correspondante p*.

Le principe du Maximum nous indique les conditions caractéristiques
de Poptimum u*. Peut-on interpéter ces conditions ?

II-2. — Régulation optimale du systéme
1I-2-1. — Identité de p et de { a ’optimum

CAs DE L’ETAT FINAL LIBRE

N

S1 I’on s’intéresse & présent & la trajectoire optimale, c’est-a-dire a
la régle de gestion optimale u*(X(T), T) pour TG€ (t,, T) a partir d’un
état initial Xo = X(t,) donné, 1l existe un vecteur p*(G) de variables
associées défini par le systéme d’ equatlons “différentielles :

o * ,
8 (B) = oG - 0G y ou;
°0X; Jj=10u; oX;

D’autre part, le principe du Maximum nous apprend qu’a toute régle
de commande optimale, on peut aussi associer un vecteur $*(B) qui
vérifie le systéme différentiel suivant :

§r ) = — 2

X,

Il est évident que I’on peut transformer ce systéme différentiel en le
mettant sous la forme :

0 oJe* 4 '\JC" ou
V() =— T - —2F
oX;  j=1 du; aX
En effet, 4 I'intérieur du domaine de commande la maximisation de
s . . . oJc* . . Ou;
I’hamiltonien s’écrit —— = 0 et sur la frontiére de ce méme domaine —

Ou; ;
est nul puisque les limites du domaine sont indépendantes des variables
d’Etat.

Il faut & présent montrer que p et ¢ sont identiques a ’optimum. On
notera tout d’abord que les formes de JC* et de G* sont identiques. En
effet, si1 'on remplace p* par {*, on obtient :

JO(X*, u¥, ¥, B) = — G(X*, u*, §*, B)

On en déduit que ¢*(G) et p*(C) sont solutions du méme systéme
différentiel. Il s’agit d’un systéme d’équations différentielles linéaires
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qui admet une solution unique. Par conséquent, si on montre qu’a un
instant quelconque on a I’égalité de {* et de p*, on aura montré 'identité
de §* et p* & chaque instant.

On a déja montré que, pour un état final libre, p(T) = 0 quel que
soit i = 1 ... n. D’autre part la condition de transversalité permet d’af-
firmer que ¥ (T') = 0 quel que soit t =1 ... n. On a donc p*(T) = {¥(T),
ce qui permet d’affirmer que pour t € (8, T),

P =9 )

CAs D'UNE CONDITION SUR L'ETAT FINAL

L’identification précédente n’est pas valable dans le cas d’une condi-
tion sur I’état final du type g [X(T), T] =0, k =1 ... m. En effet dans
ce cas p(T) est nul tandis que (7T') est généralement différent de zéro.

Ceci suggére de modifier la fonction d’évaluation sur laquelle est batie
la définition de p en prenant comme nouvelle fonction :

X0, 44, X(T), T = JIXO), 0 + 3, % el X(T), T)

Lorsque les conditions sur 1’état final sont vérifiées, il est clair que la
valeur de J’ est la méme que celle de J En procédant comme précé-
demment on pourrait définir un vecteur de variables associées

- aJ’
!
pilt) = —
oX;
A Pinstant T, ce vecteur est égal & :

S, L 9el X(T), T
k;l" oX(T)

D’autre part, a Uoptimum et lorsque les conditions sur Uétat final sont
satisfaites, on vérifie que *(G) et p* (B) sont solutions du méme systéme
d’équations différentielles linéaires. La condition de transversalité énoncée
par Pontryagin permet d’affirmer qu’il existe un vecteur I’ tel que

m apk
¥{T) k; " ax i

Or comme on dispose du choix des A, on peut prendre en particulier
N = I, ce qui détermine complétement la nouvelle fonction d’évaluation.

On a alors : p¥(T) = ¢¥(T) pour i = 1...n, d’ou:

p¥t) = d¥t) pouri =1...n

quel que soit .
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Dans le cas particulier d’un état final imposé, X; (T) = «; on obtient :
pi*(T) = K(T) =2

Nous venons donc d’identifier p*(t) et ¢*(¢) sous réserve d’une modi-

fication de la fonction d’évaluation. Par la suite nous n’utiliserons plus

que les notations p et J laissant au lecteur le soin de choisir la fonction
d’évaluation adéquate.

ProsrLeme PRIMAL

Lorsqu’on suit I’énoncé du principe du Maximum, on remarque que
la recherche de la commande optimale u*(t) 4 la date t se raméne a la
recherche du maximum de I’hamiltonien JC par rapport & u en supposant
connu ¢*(t) que I’on considére dans ce cas comme un paramétre. Pontryagin
écrit en effet :

Je* (X*, u*, *, t) = Max [X*, u, §*, £]
ueU

On sait maintenant que ceci peut encore s’écrire au moyen des fonc-
tions G

G*[X*, u*, p* t] = Min G[X*, u, p*, {]
ueU

Py

Choisir la commande optimale u*(¢t) & la date ¢, a partir de I’état
X*(t), revient & choisir I’évolution du systéme X* (¢) qui parait la meilleure
A cet instant.

Autrement dit, tout se passe comme si & tout instant ¢ on cherchait,

0
parmi tous les mouvements possibles X (t), celui qui minimise la fonction
G[X*, u, p*, t] construite a partir d’un systéme p*(t) de valorisations
optimales.

On reconnait 1a 1’énoncé d’un probiéme PRIMAL qu’on peut résumer
dans P’inégalité :

[F§~le?-)%?]< [Fo—ip?‘a)%i] (6)

¢’est-a-dire :
0 0
Glp*, X*] < G[p*, X]
Rien n’interdit d’ajouter aux deux membres de I’'inégalité, la quantité
] g q
P¥+q> soit avec les notations précédentes :

[

0
0= G (p* X*) < G'(p* X) (7)

0
Les variables sont ici X et on raisonne en un point X*(t) de la trajec-
toire optimale.
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Prosreme DUAL

Au probléme PRIMAL qui correspond a I’énoncé du principe du
Maximum, on peut associer un probléme DUAL qui est équivalent.

En effet, on a montré au paragraphe précédent qu’a une commande
quelconque % (G) définie sur la période GE€ (¢, T), & partir d’un état quel-
conque X(t) on peut associer un systéme de valorisation p (t) tel que

~

" n+i 0
Fo— z pi+ X; = 0 (équation de conservation)
i=1

Le principe du Maximum nous indique que pour une commande %(B)
définie sur la période G€ (¢, T) & partir d’un état optimal X*(t) on peut
écrire 'inégalité :

- o nt1 )
Fo— ) pr-Xi> F§— ) pr- Xt =0
i=1
Cette inégalité jointe a I’équation de conservation nous permet
d’écrire :

~ 1 ~

n+1 0 n - 0
ZP?'Xi_ pi X; <0
i=1

ou encore, en ajoutant F§.

i=1

0
F§— Y pt-X

~

1%
pi* X; (8)
1

=3
+
-

+

1

n
> F¥ —

-
]
-

Supposons que nous nous intéressions, a partir d’un état optimal
X*(t), aux commandes % (B) qui se décomposent en :

— u*(¢t) pour la premiére période (¢, ¢ + dt),
— u(B) quelconque pour les époques ultérieures G € (¢t + dt, T).
Dans ces conditions, quelle que soit la commande u(G) pour

0 0
BGelt + di, T on a X (t) = X*(t), ce qui permet d’écrire I’équation (6)
sous la forme :

nt+1
Ff— ),

i=1

n

=

1

0 0
pte Xt > Ff— 3 p;- Xt
1

On reconnait dans cette équation les fonctions G'.

(9)
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On obtient donc :

: G'lp, X* < G'[p*- X1 =0 | (10)

qui exprime un probléme DUAL.

0

La forme bilinéaire G’ (p, X) = 0 nous permet donc d’associer au
probléme PRIMAL, un nouveau probléme que 'on appellera probléme
DUAL. Ce deuxiéme probléme s’énonce de la maniére suivante : « Trouver
parmi tous les systémes de valorisations possibles, le systéme de vaI%ri-
sation optimal c’est-a-dire celui qui Maxzimise la fonction G'[p, X*]
construite en supposant que les décisions présentes u*(t) sont optimales (1).

OPTIMUM ET EQUILIBRE D'UN JEU

Posé en ces termes, la recherche de I'optimum apparait comme la
recherche du col de la fonction G’.

On obtient en effet :

0 0 0
¢'[p, X*] < G'[p*, X*] < G'[p*, X]
avec

G’ (p*, X*) = 0

Ce résultat s’appuie évidemment sur le principe du Maximum, mais
il le compléte d’une certaine maniére. En effet bien que Pontryagin intro-
duise les fonctions duales {(t) U'énoncé du principe du Mazximum reste
Uénoncé classique d’un probléme PRIMAL. Mais il existe un probléme
DUAL et Uintérét des formes bilinéaires G’ est précisément de le faire émerger.

Il convient cependant, & ce propos de faire plusieurs remarques :

— La dualité ne porte ni sur ’état du systéme (on se place en un
point X*(t) de la trajectoire optimale), ni sur la commande u(t). Elle met
en cause, comme on pouvait s’y attendre, ’évolution instantanée dusys-

Py

0

téme X (t). Les variables duales p(¢) n’ont donc rien & voir avec les
contraintes qui peuvent limiter le domaine U des commandes possibles.
Elles sont simplement associées aux équations de mouvement et & ce
titre elles expriment les « tensions » provoquées par ’évolution du sys-
téme.

— Bien entendu, dans toute cette analyse on suppose qu’il existe
une solution optimale. Sous cette hypothése, le paragraphe II-2-1 nous

. 0
apprend que cette solution optimale est un col de la fonction G’ (X, p)
et que dés lors on pourra I'interpréter comme un point d’équilibre d’un
jeu fictif & somme nulle entre deux centres de décision.

(1) Bien entendu, le domaine des vecteurs p parmi lesquels on doit choisir le
vecteur p* est borné.
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I1-2-2. — Interprétation économique

Fonctions auxiuiaires $*(t) pe PonTrYAGIN
Nous avons déja donné une interprétation ‘conomique de p(t) en nous
‘ oJ
oX;

qu’a Voptimum p*(t) = ¢*{¢). On va don: pouvoir utiliser 'identité
*

ey O
V) =—25

Cette interprétation est la suivante :

. Nous venons de montrer

basant sur la relation de définition pi = —

pour interpréter d’'une maniére analogue {*(t)

13

A tout point X*(t) d’une trajectoire optimale on peut associer un
systéme de valorisation $*(t) pourvu qu’au-dela de la date t on gere le
systéme d’une maniére optimale. Chaque valeur ¢¥ (t) représente donc la
variation (changée de signe) de la fonction d’évaluation future (entre ¢
et T) entrainée par une variation marginale de I’état X; au voisinage

de X7 (t) pourvu que 'on applique au systéme une régle de gestion opti-
male entre t et 7.

Autrement dit, a Uétat X*(t) correspond un systéme de valorisation lié
a Pusage optimal que 'on fera dans le futur des « potentialités » du sys-
téme. En reprenant les exemples des paragraphes précédents, on peut dire
que toute stratégie optimale d’investissement définit du méme coup
le priz d’usage des équipements ainsi que l’amortissement économique
correspondant. De la méme maniére une gestion optimale des réserves
hydrauliques révéle un prix d’usage du m3 d’eau, prix implicite qui carac-
térise la gestion du systéme.

S’agissant de financement, toute politique optimale de financement
engendre un tauz d’intérét interne c’est-a-dire un prix implicite de I'auto-
financement. Il s’agit donc d’une interprétation en tout point identique
a I'interprétation que nous avons faite au paragraphe II-1. Mais comme
on se place ici dans une perspective de gestion optimale, & chaque état
du systéeme X*(t) correspond un seul vecteur de valorisation *(t) = p*(t).

Toute la politique de régulation de ’entreprise, comme nous le verrons
sur ’exemple du paragraphe III repose sur la comparaison du vecteur de
valorisation interne (*(t) et du vecteur priz sur le marché. Ainsi on cons-
truira des centrales nucléaires si la valeur d’usage ¢ (t) d’un équipe-
ment nucléaire est supérieure ou égale au cott d’investissement Iy(t) du
kW de puissance installée nucléaire. On turbinera 'eau en stock dans
les réservoirs hydrauliques tant que le prix d’usage de Peau ¢*(f) est
supérieur ou égal au colit marginal d’exploitation du kWh fourni par le
parc de production thermique. De méme, on cherchera & dégager des
ressources de financement interne si le prix d’usage de 'autofinancement
(c’est-a-dire le taux d’actualisation interne) est supérieur ou égal au taux
d’emprunt sur le marché.

S’agissant d’un probléme possédant des conditions sur I’état final,
on vient de voir que le prix d’usage, bati sur la fonction d’évaluation
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modifiée J', n’est pas nul & 'horizon T. Comment interpréter ce résultat ?
Se fixer des conditions sur I’état final ¢’est admettre qu’il existe un systéme
de valorisation supplémentaire N, associé auz conditions g,, c’est-a-dire
gqu'un reldchement marginal de ces conditions induirait une variation
marginale du résultat obtenu J™ = J* Ainsi si 'on se propose d’atteindre
dans les divers réservoirs hydrauliques (¢ = 1 ... n) un niveau de rem-
plissage «; fixé au 1°rf septembre 1969 (date prise comme horizon T),
tout se passe comme si ’on définissait du méme coup un systéme de prix
d’usage implicite A(T) T) du m3 d’eau marginal dans les dlf‘ferents réservoirs.
Le prix A7) représente ’économie de combustibles qu’on aurait pu
réaliser dans les meilleures conditions de gestion, si I’on se fixait un niveau
«; un peu moins élevé. Le systéme de paramétres auxiliaires A(7T) ferme
le probléme sur lui-méme, Faute de pouvoir mesurer la valeur marginale
des différents stocks d’eau au-deld de I’horizon 7', on ’évalue au travers
de ’économie de combustibles qu’on aurait pu réaliser dans le passé.

EqQuiLiBRE DP'UN JEU

Puisque l'optimum peut &tre décrit sous forme d’un col, on peut
interpréter -le probléme sous forme d’un jeu & somme nulle entre
deux adversaires. L’équilibre du jeu correspond alors a la solution opti-

0
male. Les variables (X et p) définissent la nature des joueurs en présence.

Le premier (décisions X par lintermédiaire de u) apparait comme
I’exploitant du systéme. Le second (décisions p) joue le role du proprié-
taire du systéme.
. n+1 .
La fonction ¢’ = Fy (X, u, t) — Z szi représente la dépense immé-

diate du «locataire » F,, corrigée de la réduction (ou respectivement
de Paugmentation) des charges qui résultent de Pamélioration (ou res-
pectivement de la détérioration) de 1’état du systéme.

Le «locataire » peut donc agir, par ses décisions sur ’état du sys-
téme et on suppose qu’il connait le prix p; auquel le propriétaire pénalise
ses dégradations ou au contraire évalue ses améliorations. Il est clair que
si le propriétaire surestime la valeur des transformations (p; trop élevé),

le locatalre cherchera & améliorer un peu plus ou & détériorer un peu

\

moins (X plus grand algébriquement). Si le propriétaire sous-estime le
prix d’usage du systéme, le locataire aura tendance & détériorer un

0
peu plus ou a apporter moins d’améliorations (X plus petit algébrique-
ment). Il est clair que les intéréts des deux joueurs sont opposés, mais
qu’il peut exister une position d’équilibre.

Le jeu est en équilibre si :
0 0
Min |Max G'(p, X)| = Max [Min G'(p, X)
0 0
X p P l X

Le terme de gauche représente le point de vue du «locataire ». Il
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0
s’agit pour lui de chercher le changement X qui mimimise sa fonction

dépense totale G'(p, X) en supposant que le propriétaire ne lui fait pas
de cadeau lorsqu’il évalue les dégradations ou les améliorations. Clest le
point de vue du probléme PRIMAL qui coincide avec ’énoncé classique
de Pontryagin.

Le terme de droite illustre le point de vue du « propriétaire. Ce dernier
cherche & définir le prix p* qui maximise l'augmentation de valeur du
systéme lorsque le locataire agit au mieux de ses intéréts. En effet, dans

0
ce cas X étant fixé, la dépense immédiate F, du «locataire » est connue
n+1
et la maximisation porte uniquement sur le terme — Z pi* X c’est-a-
i=1

dire sur la variation de valorisation du systéme. C’est ainsi qu’en matiére
d’investissement, on peut scinder ’entreprise en deux services : un service
chargé des décisions d’équipement et de ’exploitation du parc des moyens
de production. Pour assurer la production demandée, ce service dépensera
a chaque instant Fy(X, u, t). Mais on peut imaginer qu’un second service,
le «service financier » par exemple, s’intéresse quant a lui a I’accroisse-
ment ou a la diminution de valeur du patrimoine. Si le patrimoine
s’accroit, le service financier verse au service d’exploitation la valeur
correspondante ; si le patrimoine décroit, il recoit du service d’exploita-
tion la valeur de la dépréciation. Dans ce cas, il est bien clair que toute
surestimation par le service financier du prix d’usage du parc des moyens
de production a pour effet de retarder les déclassements et d’encourager
les investissements, au contraire toute sous-estimation se traduit par des
déclassements plus importants et une stratégie d’investissement plus
prudente.

Il en est de méme dans la gestion d’un systéme mixte hydraulique-
thermique. On peut décomposer le systéme en deux services distincts :
un service qui geére le systéme au jour le jour, c’est-a-dire qui donne les
ordres de turbinage aux centrales hydrauliques et de démarrage des
groupes thermiques ; un service qui « posséde » I'eau contenue dans les
réservoirs hydrauliques et qui, de ce fait, s’intéresse aux services futurs
de ’eau stockée. Si’on suppose que la valeur de I’eau est nulle, le service
d’exploitation, dans son souci de minimiser les charges d’exploitation,
turbinera au maximum ’eau dans les réservoirs : il gérera le systéme en
économie de combustible. Si ’on suppose au contraire que le prix d’usage
de 'eau stockée est trés grand (par suite des services que cette eau peut
rendre dans le futur), il fera fonctionner le parc thermique au maximum :
on dit dans ce cas « qu’il gére le systéme en garantie ». Il est clair qu’il
existe certainement entre ces deux solutions extrémes, une solution
meilleure qui réalise I’équilibre entre ces deux soucis contradictoires
économiser immédiatement du combustible (point de vue de «l’exploi-
tant » au jour le jour), maintenir une valeur élevée du stock d’eau pour
se prémunir contre les aléas liés au futur (point de vue du « propriétaire
de l'eau »). En pratique, bien évidemment, c’est un seul et méme service
qui assure les deux fonctions, mais la décomposition fictive en termes de
jeu a I'avantage de faire apparaitre le conflit permanent qu’il a & résoudre.
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En matiére de financement enfin, «le gestionnaire du systéme » est le
service financier, le «propriétaire du systéme» est représenté par
I’assemblée des actionnaires c’est-a-dire toutes les personnes qui légale-
ment possédent les « capitaux propres » augmentés de la «réserve ». Le
but du «service financier » est évidemment de minimiser durablement
les charges financiéres (intéréts des emprunts et remboursement de ces
emprunts). Pour ce faire, le «service financier» peut se proposer de
minimiser & chaque exercice les charges financiéres a4 condition de tenir
compte de P’accroissement ou de la réduction de la valeur du patrimoine
que ces décisions entrainent. Si les actionnaires attachent une valeur

AT d .
trop élevée a4 Pautofinancement | mouvement ax des capitaux propres |,
de

le service financier sera réduit pour faire face aux besoins d’investisse-
ment de recourir & 'emprunt c’est-a-dire d’augmenter les charges finan-
ciéres. Siles actionnaires attachent une valeur peu élevée a ’autofinance-
ment, P’entreprise évitera de faire appel au marché extérieur. On congoit
aisément qu’il puisse exister, 12 encore, une situation d’équilibre entre
ces deux stratégies extrémes.

I1-3. — Liaison entre les équations de récurrence de la programmation

dynamique et le principe du Maximum

Pour achever I'interprétation économique du principe du Maximum,
il faut encore montrer pourquoi on peut remplacer 'optimisation inter-
temporelle par une optimisation instantanée en modifiant la fonction
d’évaluation, c’est-a-dire en construisant ’hamiltonien. Nous savons
déjd qu’il existe d’autres facons de décomposer 'optimisation et en parti-
culier qu’on peut calculer de proche en proche la trajectoire optimale en
utilisant les équations de récurrence de la programmation dynamique.
Das lors, on peut s’interroger sur le lien gui existe entre la programma-
tion dynamique et le principe du Maximum.

A PROPOS DU PRINCIPE D’OPTIMALITE
Pour expliquer cette liaison, nous partirons du principe d’optimalité.
On sait que c’est sur ce principe de caractére empirique que R. Bellman
a fondé la programmation dynamique ().

Peut-on admettre le principe d’optimalité «a priori» comme le fait
R. Bellman ? Plusieurs auteurs se sont penchés sur cette question et il
semble (2) qu’on puisse justifier mathématiquement ce principe dans les
conditions suivantes :

— Systéme continu, transitif.

— Structure d’évaluation numérique additive.

— Classe U des commandes possibles fermées vis-a-vis des opéra-
tions de translation et de juxtaposition de plusieurs commandes.

(1) Pontryagin, pour sa part, rejette le principe d’optimalité, comme hypothése
de travail.

(2) Ci. A. Strauss, Introduction to optimal control theory », Mathematical Sys-
iems Theory and Economics (Summer School Varenna, 1967).
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Cette troisitme hypothése est essentielle : elle signifie que si u,(TG) et
u,(B) sur Vintervalle (¢, ;) appartiennent a la classe U, u,(6) sur I'inter-
valle (t3,t,) appartient aussi & la classe U; de méme la suite u () sur I'inter-
valle (¢,, t,) puis u,(TG) sur intervalle (¢,, t;) appartient aussi a la classe U.

S’il en est ainsi, on peut démontrer par Uabsurde que toute portion
d’une trajectoire optimale est elle-méme optimale.

On en déduit immédiatement une équation de récurrence :
fn T T
J Fo[X*, u*, G]1dG + f Fo[X*, u*, B dTG = f Fo[X*, u*, G]dG
to t1 . ty
c’est-a-dire :

t; T
Min f "Fo[X, «, 6] dG + Min J Fo[X, u, G d
to ty

u(G)eU u(C)eU
B €{r, n) Gen, 11 r
= Min f FolX, u, G] dG
u(B)eU Vy
G €1, T1

APPLICATION DU PRINCIPE D OPTIMALITE ET CHOIX D INDICA-
TEURS DE COUPURE DANS LE TEMPS

Que I'on admette la démonstration de A. Strauss sous les conditions
€noncées ci-dessus, ou que Pon accepte le principe d’optimalité comme
une donnée intuitive, il reste que ’on peut décomposer Uoptimisation et
écrire :

PX@, = Min [FO(X, u, t) dt + JH[X(t + di), ¢ + dt}]

TBeqt, t+dn]
en posant :
to=1t;t =t dt
T
et J*[X(t),t] = Min J Fy(X, u, G]dB6
u(B)eU V;
Ge(t, T} r
J*[X(t 4+ dt), t + df] =  Min f Fo(X, u, B)dB
u(B)eU t+de
Beft+de, T]

En remarquant & présent que J*[X(t), t] ne dépend pas de u(t) et en
divisant par d¢, on trouve :

Min [FO(X, u, t) + dJ* [X(t), z]] =0
w(B)eU dt
TGere, t+dr]

En passant 2 la limite, lorsque d¢ — 0, on obtient ’équation :

. S oJHX(t), 8] 2 oJ*
M Fo(X, u,t —2= X, — =0
u(:)lenv[ olXow8) i; oX; ] + ot
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On pose :
oJ*
L= 2 x(),
P aX[ (t),1]
aJ*
Pnt+1 = — 3 — [X(2), ¢]
t

Si Pon introduit la fonction suivante appelée hamiltonien =
R[X, u, py t] = — Fol X, u, t] + Zp‘ X, u, ]

I’équation ci-dessus s’écrit alors :

Max [JC[X, u, p, t]] 4 Pus1 =0

u(t) €U

Elle signifie que, d’une fagon générale, u* est une fonction de X, p, t.
Si’on pose a présent :

X, p, t] = Max [K(X, u, p, t)]

u(t) €U

on obtient ’équation :

Je* +pn+1 =0

qu’'on appelle équation de Hamilion-Jacobi.

Cette équation signifie clairement que la commande optimale u*(t) &
chaque instant ¢t s’obtient en recherchant le mazimum par rapport & u(t)
d’une nouvelle fonction d’évaluation instantanée JC, appelée hamiltonien.
Autrement dit, il existe un systéme d’indicateurs de coupure dans le temps
qui permettent de décomposer le probléme de la recherche de Uoptimum dyna-
mique en une sutte d’optimisations instantanées.

DETERMINATION DU SYSTEME D' INDICATEURS DE COUPURE DANS.
LE TEMPS

Si Yon résoud Véquation de Hamilton-Jacobi par la méthode pré-
cédemment employée, on obtient le systéme d’équations :

g ek, goRr o
ap" ji=1 auf api
o _ _o®r okt duf

J

0X,; j=10ouf oX;
(u vecteur de commande & r composantes)

a condition de poser, comme aux paragraphes précédents : X,,; = &
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* *
On remarque que of X oy = 0.
ouf op;

En effet, pour une commande u, intérieure au domaine de commande,

*
la dérivée est nulle. Pour une commande u située sur la frontiére

ouf
Rk . ou¥ ,
du domaine de commande, on sait que —. — ( car u} ne dépend plus
ap,-
dans ce cas des variables auxihaires p;.

* *

De méme, a9 X Ouf’ = 0. En effet, pour une commande u intérieure
auj aXi

au domaine de commande, la dérivée 0
ou¥
est située sur la frontiére, elle ne dépend plus des variables d’état X;.

est nulle, s1 la commande u

En définitive, on obtient :

* *
O I IF S Y
ap,- aXi

Si I'on identifie p; et ;, on reconnait les 2n équations de Pontryagin.

INTERPRETATION ECONOMIQUE

Ce calcul extrémement simple n’a pas la prétention de démontrer le
principe du Maximum, mais simplement de montrer le lien qui existe
entre les équations de récurrence de la programmation dynamique et les
résultats de Pontryagin. Ce lien nous permet en effet de comprendre le
sens précis du principe du Maximum : décomposer 'optimisation globale
en optimisations instantanées au moyen d’un systéme d’indicateurs
convenables.

Dans cette perspective, les fonctions auxiliaires {,(t) sont en effet
les indicateurs de décomposition qui assurent la cohérence temporelle entre
les régulations instantanées et la régulation dynamique sur Uensemble de
la période d’étude. Certes, Uesprit de 'homme n’a pas attendu les analyses
mathématiques de Pontryagin pour imaginer les conceptis nécessaires a une
décomposition temporelle, mais le mérite de Pontryagin et de son équipe a
été de leur donner une existence mathématique au travers d’une formalisa-
tion rigoureuse.
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III. MODELE DE CHOIX D’INVESTISSEMENTS :
ARBITRAGE DYNAMIQUE THERMIQUE — NUCLEAIRE

Pour montrer l'intérét des méthodes d’optimisation dynamique
basées sur le Principe du Maximum et pour illustrer 'interprétation éco-
nomique des variables associées aux équations d’état du systéme, on
va développer ici un exemple d’arbitrage dynamique entre deux tech-
niques concurrentes dans la production d’électricité : le thermique et le
nucléaire. Il s’agit d’ailleurs d’un modéle trés simplifié, mais les hypo-
théses retenues ne sont pas trop éloignées de la réalité.

L’exemple que l'on va développer ici dans le cas de la production
d’électricité fait d’ailleurs partie d’un probléme assez général : celui
de la substitution d’une technique nouvelle 2 une technique ancienne
dans un processus de production.

Pour déterminer le rythme d’engagement optimal du nucléaire, on
minimise le coit global actualisé des dépenses d’investissement (en ther-

" mique et en nucléaire) et des dépenses d’exploitation de I’ensemble du
parc de centrales thermiques et nucléaires sur la période de temps (0, o),

de telle fagon que I'on puisse satisfaire & chaque instant la demande
d’électricité.

III-1. — Evolution de la demande d’Electricité

L’année t, la consommation d’électricité est caractérisée par la fonc-
tion P(h, t) qui indique le nombre d’heures h pendant lesqueiles est

appelée la puissance P(h, t). Cette fonction s’appelle la monotone des
puissances classées.

On connait la monotone p(h) des puissances classées & I'instant ini-
tial 0. On pose p(0) = P,.

{kp(h)

Po

Figure 1
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On suppose une croissance continue de la demande au taux 9, d’ou :

P(h, t) = p(h) e%.

A la date ¢, si 'on veut satisfaire la demande d’électricité, on devra

. 4 . ’ -
disposer d’un parc de centrales correspondant 2 une puissance installée
Pye®. De méme ’année ¢, on devra mettre en service un flux d’investisse-

ments en thermique et en nucléaire, correspondant a une puissance
installée Opyedr.

Autrement dit, si on appelle X(t) et Y(¢) respectivement les puissances
installées a la date ¢ en nucléaire et en thermique on aura :

X(t) + Y(t) = Poet.

Si on appelle z(t) et y(t) les flux d’investissements en nucléaire et en

d‘)it) et y(t) = M on aura :
dt die

thermique, c’est-a-dire z(t) =

z(t) + y(t) = 0Pgyeb.

ITI-2. — Expression de la politique de gestion

Pour éviter d’avoir a tenir compte du parc hydraulique (et également
des turbines & gaz) on est conduit a faire I’hypothése suivante : on suppo-
sera que la durée h; d’utilisation de la centrale hydraulique (ou de la
turbine &4 gaz) la mieux placée ne varie pas au cours du temps.

A pih)

P1 p

\ Hydraulique +
! tuy;bine g gaz

Po

$Therr'nique+
nucléaire

b~
g
o
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On supposera également d’une part que le codt d’exploitation du
nucléaire est toujours inférieur au colit d’exploitation du thermique, et
d’autre part que le colit d’investissement du nucléaire est toujours supérieur
au cofit d’investissement du thermique; et cela quelle que soit la date de
naissance de 1’équipement considéré. On connait alors 'ordre de mise
en marche des centrales lorsque la puissance appelée augmente :

— On exploitera d’abord les centrales nucléaires en partant de la
plus récente jusqu’a la plus ancienne, car on suppose également que les
colits d’exploitation du nucléaire augmentent avec I’dge des équipements
nucléaires.

— On exploitera ensuite les centrales thermiques en partant de la
plus récente jusqu’a la plus ancienne, car on fait une hypothése analogue
pour le thermique.

AP(h,t)
Poeat oo & l
T Thermique
t \ J
~oco \
£ l/
$ Nucléaire

! l Z— h

0 hT( 1.7) h N(x,z) hy

Figure 3

Enfin, on supposera qu’il n’y a pas de déclassement des centrales par
usure ou par obsolescence. Cette hypothése se justifie d’une part par la
forte croissance de la demande d’électricité et d’autre part par la durée
de vie élevée des équipements, ce qui a pour effet de diminuer grandement
dans le parc I'influence des centrales susceptibles d’étre déclassées.

En tenant compte des hypothéses précédentes, on obtient pour le
nucléaire :

Plhylt, B), ] = L;””(“’ du = X(t) — X(B)

plhn(t, B)] = [X(t) — X(B)] ™"



INTERPRETATION ECONOMIQUE DU PRINCIPE DU MAXIMUM 63

d’ou
hy(t, B) = p~ ' [(X(2) — X(T)) e™*]

Pour le thermique, on a de méme :
DPlhy(t, B), t] = J: u) du + f p)de = X(t) 4 Y(t) — Y(G)
plhr(t, B)] = [Poe™ — Y(B)] ™"

d’our : he(t, B) = p [Py — Y(B) - e

III-3. — Expression du coiit global actualisé

Pour que le systéme, muni de sa fonction d’évaluation, soit transitif,
on doit faire I’hypothése suivante : on admettra que le colt d’exploita-
tion & la date ¢t d’une centrale thermique ou nucléaire née en G ne dépend
que de la date t et de la taille X(6) ou Y(G) du parc thermique ou nucléaire
a la date T, mais pas de la date G elle-méme. Cela signifie que le progrés
technique provient entiérement de la croissance du parc. S1 on n’accep-
tait pas de faire cette hypothése (et comme on ne sait pas optimiser des
systémes héréditaires), on serait conduit & une nouvelle identification du
systéme avec un découpage suffisamment fin du parc, tel que dans chaque
‘partie on puisse faire I’hypothése précédente.

Pour le nucléaire, on pose :

Iy = colit Investissements + charges fixes actualisées pour
‘une tranche de 1 kW 4 la date ¢.

Cy [X(TB), t] = Cotit d’exploitation & la date ¢t d’'une tranche de 1 kW
née a la date G.

Pour le thermique, on pose de méme :

Ip(t) = Colt Investissements -+ charges fixes actualisées pour
une tranche de 1 kW 4 la date t.

CY(TB),t] = colt d’exploitation a la date ¢ d’'une tranche de 1 kW
née a la date G.

Avec les notations précédentes, le colit global actualisé prend la forme
‘suivante :

"W—J [In(e) » () + I(t) - y(8)] e~ de

(1) _ _
+ f [ f CALX(B), 1] - p~ IIX(t) — X(B)] e~ dX(‘B)] " dt

X(—©)=0

Y(t) .
+ f [ f CL[Y(B), 8]+ p '[Py — Y(B)e ¥ dY(“G)] e it dt

Y(—©)=0
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On pose :
X

Fy[X@®, g = | Cy(U, &)+ p~'[(X(1) — U) e™™]dU

Y(1)
Fr[Y(0), 8 = | Cr(U,t) - p~'[Po— Ue *)1dU

On obtient alors lIe cotit global actualisé
T = L [In(t) » 2(t) + Fu[X(t), 6] + Ir(t)  y(0) + Fr[Y(2), )] e” " de
ou les quantités In(t), Ip(t), Fy [ X(¢), t] et Fy [Y(t), t] sont connues.

III-4. — Détermination de la commande optimale. Interprétation

Parmi toutes les commandes z(t) et y(t), sur I'intervalle de temps
(0, ), appartenant au domaine de commande admissible défini par

z(t) =2 0

Yy =0

x(t) + y(t) =0p, €.
on cherche & déterminer la commande optimale z*(t) et y*(t) qui minimise

le cotit global actualisé © pour un systéme évoluant selon les équations
d’état.

dX(t)

T W
dY () N
% y(t)

On applique le principe du Maximum et pour cela on forme I’hamil-
tonien :

K = —[Iy{t) -z + Fy[X, (] + Ir(t) y + Fo[Y, t]] e 7"+ ¢y o2+ s y

Les variables ¢, et {, associées au systéme étant définies par les
deux équations de Pontryagin.

‘1’ oKX, Y, y,t]
T 30X

XX, Y, 2, y, t]
- Y

$r =
solt encore :
— oFy[X, {] o= it
oX
_ OF[Y, ] o it
oY

—Ce

1

e

2
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Si Pon fait intervenir la fonction de cott global entre t et l'infini,
pour une politique d’investissement donnée :

@

I, Y, 0 = [ U®) 2 4 Fa(X, 8] 4 12(6) -y + FalY, 6] o™ © a8

t

on peut affirmer que ¢, et ¢, vérifient :

= — AJ[X,Y,
v X

4, — X, Y, 1)
2 Y

¢, représente la diminution marginale du cott d’exploitation et
d’investissement résultant d’une augmentation marginale du parc
nucléaire.

De méme {, représente la diminution marginale du cott d’exploita-
tion et d’investissement résultant d’une augmentation marginale du parc
thermique.

On retrouve bien ici Iinterprétation économique de ¥ et ¢% : ce
sont les prix d’usage des équipements nucléaires et thermiques, c’est-a-
dire la somme des valeurs actualisées des services qu’ils peuvent rendre,
dans la perspective d’une politique d’investissement optimale. Le prix
d’usage est, & I'optimum et a4 chaque instant, le prix auquel on accep-
terait d’acheter ou de vendre ces équipements s’il existait un marché
correspondant. L’amortissement étant la différence de valeurs d’usage

0 0
4 deux instants différents, ¢§ et ¢¥ représentent I'amortissement annuel
des équipements nucléaires et thermiques ’année i.

La commande optimale est obtenue en écrivant que J est maximum
a chaque instant. Trois cas peuvent se présenter selon les différences

relatives entre le priz d’usage et le coit d’investissement des deuz techniques
en présence.

Ier cas Yy — Iy(t) emit > ¢, — Ip(t) e~it

Dans ce cas ’hamiltonien est maximum pour :
a*¥(t) = 0Py e et y*(t) = 0.
C’est le régime bloqué nucléarre.

L’interprétation économique est immédiate. Si & P'instant ¢, la diffé-
rence entre le prix d’usage {, et le cotit d’investissement IN() e~it est
plus grande pour le nucléaire que pour le thermique classique, on doit
installer le plus possible de centrales nucléaires. Le programme total de
la période (t,t 4 dt) devant étre égal a OP,e®, ce programme scra
exclusivement formé de centrales nucléaires.
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2e cas "pl —_— IN(t) e~it <L 4‘2 - IT(t) e—it
La maximisation de ’hamiltonien conduit alors & choisir z*(t) = 0
et y*(t) = 0P, e®. C’est le régime bloqué « thermique classique» et

I'interprétation est symétrique du régime bloqué nucléaire.

3¢ cas Yy — In(t) et = §p — Ip(t) e~

Il existe un programme mixte nucléaire-thermique classique. On
appelle ce régime régime équilibré. Pour définir les quantités z*(t) et
y*(t), il faut alors différencier, par rapport au temps, I’équation précé-
dente, ce qui s’écrit :

[91“’——'5(;" Y h + iINa)] = [f’f%‘;yl’-’ — 1) + urm]

Cette équation signifie qu’a Uoptimum équilibré il doit étre indifférent
a instant ¢ de faire un kW supplémentaire de nucléaire au lieu d’un kW
de thermique classique, & condition de réaliser Uopération inverse en
(t + dt) pour que toutes choses restent égales par la suite.

—)év représente le colt marginal d’exploitation du parc nucléaire.

ily(t) les charges financiéres supplémentaires dues a I'opération «anti-
cipation de la mise en service d’'un kW nucléaire ».

9 . . . , . ..
[ Iy(t)] la baisse de prix dont on se prive en décidant d’anticiper la
| mise en service.

Le terme de droite représente donc le supplément de charges relatives
au parc nucléaire, occasionnées par la décision d’anticipation ; le terme
de gauche la réduction de charges relatives au parc thermique classique,
occasionnées par la décision de retarder légérement la mise en service
d’1 kW thermique classique.

L’équation ci-dessus nous apprend qu’a Poptimum le bilan complet
de cette double opération est nul.

Le raccordement des différents arcs de régimes bloqués et de régimes
équilibrés est obtenu en écrivant qu’aux instants de commutation, il
existe une continuité de la trajectoire (X, Y) et du vecteur associé (Y,

b2) (1)

(1) Mais évidemment il n’y a pas continuité sur les dérivées z, y, {pl, gi;z.
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III-5. — Interprétation en termes de jeu

Nous avons déja signalé qu’on pouvait décomposer fictivement
Pentreprise en deux parties :

— Un service d’exploitation qut se préoccupe de la gestion instantanée
(en entendant par la, une gestion du parc d’équipement existant et
I’élaboration de la politique d’investissement entre ¢ et ¢ + dt). Ce service

. . 9 0 . . .. .
détient le choix de X et de Y, c’est-a-dire le choix de la politique instan-
tanée d’investissement z et y. Ce service supporte les dépenses Fy corres-
pondantes, mais en méme temps il modifie ’état du systéme.

— Un service financier qui se préoccupe de la gestion future. Pour ce
faire, il définit un systéme de prix p, qui lui permet de déterminer
P’accroissement de valeur du systeme en tenant compte de la gestion
future de celui-ci.

A chaque instant le service d’exploitation et le service financier vont
échanger entre eux des flux de valeur. Le service financier en cas d’amélio-
ration du systéme versera au service d’exploitation une somme corres-
pondant a cette amélioration ; en cas de détérioration, le service d’exploi-
tation versera au service financier la valeur correspondant & cette dété-
rioration. Le solde algébrique de ces échanges en faveur du service

ntl
)
d’exploitation est donné par expression ), p;+ X,
i=1

Si I'on suppose donc que le service financier adopte les prix pf (t),
p3 (t), le probléme du service d’exploitation consistera & choisir parmi les
investissements possibles (z, y) celui qui minimise ses dépenses Fy compte
tenu des échanges avec le service financier.

On peut ’écrire Min [G'[z, y, pf, p3 1]

(x,)

C’est le probléme PRIMAL.

Si I’on suppose que le service d’exploitation adopte la politique (z¥,
y*), le probléme du service financier est de déterminer parmi tous les
vecteurs prix possibles p(t) celui qui minimise les transferts en faveur
du service d’exploitation. F§ étant dans ce cas une constante, tout se
passe comme si le service financier avait pour but de trouver le vecteur
p(t) qui maximise

Gl[w*’ y*y P1> PZ]

C’est le point de vue DUAL.

Dans ce jeu entre «service d’exploitation » et «service financier », le
premier peut toujours opposer aux décisions p du second, une stratégie
d’investissement qui rende G’ nul, voire méme qui dégage un solde en
sa faveur (G’ < 0). Mais dans ce cas, le service financier modifiera ses
prix p pour rétablir Iéquilibre. Le méme raisonnement s’applique en
sens inverse. Il existe donc une position d’équilibre qui assure optimum
de chacune des parties dans des conditions acceptables par I’autre.
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Evidemment dans cette position d’équilibre G'* = 0, ce qui signifie
nt p equili » ce q g
qu’en considérant Pensemble du systéme, il y a conservation de la valeur
& tout instant.

*
* ¥

Pour conclure cet article, nous reviendrons & notre point de départ.

Jusqu’a présent, les outils bien connus de la programmation mathé-
matique nous ont fourni un type de variables duales : les colits margi-
naux associés aux contraintes ou aux liaisons du systéme. On sait le
role considérable que peuvent jouer ces variables duales comme indica-
teur de régulation interne dans la gestion et l’organisation des entre-
prises.

En dynamique, ces variables duales constituent une réponse partielle ;
il faut y ajouter les fonctions duales {(t) associées aux équations d’évolu-
tion du systéme.

En économie, ce deuxiéme type de variables s’interpréte comme
Pensemble des valeurs du patrimoine, c’est-a-dire les prix d’usage du sys-
téme et il semble qu’aucune organisation économique soucieuse d’une
bonne régulation de Uavenir ne peut se passer de ces concepts.
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