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SUR LE PROBLEME D'ORDONNANCEMENT
DANS LA FABRICATION EN SERIE

par L. NemetI (1)

Résumé. — On donne dans cet article un modéle de Uordonnancement dans la
fabrication en série. Celui-ct représente un probléme de programmation avec conditions
dogiques, a résoudre par Ualgorithme de F. Rado. Aprés une présentation trés succincte
de cette méthode, on donne un procédé de résolution des problémes nommés fondamentauz

du modéle. Ce procédé est une généralisation et amélioration d’un algorithme de R. Cruon
et Ph. Hervé.

1. La fabrication en série est caractérisée par le fait que les téches
s’en répétent périodiquement. Dans les modéles usuels d’ordonnancement,
¢’est la durée totale de la fabrication qui doit &tre minimisée. Par contre,
au cas de la fabrication en série, on util sera une autre fonction écono-
mique : ce sera la longueur maximale de la période de fonctionnement de
chaque machine de I'atelier. MM. R. Cruon et Ph. Hervé [1] ont été les
premiers i souligner cette circonstance.

Dans ce qui suit nous construirons un modeéle de ce genre de fabrica-
tion et en indiquerons une méthode de résolution qui consiste en une
généralisation et amélioration du procédé indiqué dans l’ouvrage [1].
Mentionnons tout d’abord que I'auteur a indiqué un modéle d’ordonnan-
cement [2] pour le cas usuel qui constituait un probléme de programma-
tion linéaire & conditions logiques. Pour ces problémes on peut utiliser
Palgorithme de F. Rado [3], [4], apparenté aux méthodes « Branch et

Bound » et « 5.E.P.». Le modéle qui suit, constitue aussi un probléme
de ce genre.

. Supposons qu’on ait m machines & sa disposition et qu’on doive exé-
cuter périodiquement n téches. Les machines seront numérotées de 1
4 m et les tiches de 1 a n. Désignons par M = {1, ..., m }, 'ensemble
des nombres représentant les machines et par N = {1,..,n} l'en-
semble des nombres représentant les téches. Nous dirons sxmplement

(1} Institut de Calcul 4 Cluj de’Académie dela République Socialiste de Roumanie.
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que M est 'ensemble des machines et N celui des taches. L’ensemble N
admet une partition déterminée par les prescriptions technologiques :

(1.1) N=|_J M
keEM

ou IV, est le sous-ensemble des tiches qui sont exécutées sur la machine k.
De méme, ces prescriptions déterminent I’ensemble H C N X N ayant
pour éléments les couples de taches entre lesquelles il y a une relation
de succession technologique, c’est-a-dire la relation (i, ;) € H indique le
fait que la tiche j ne peut &tre commencée qu’aprés ’achévement de la
tiche i. On donne aussi la durée ¢; d’exécution de la tiche i et on désigne
par z; le moment (inconnu) du commencement de celle-ci.

Nous introduisons encore I’ensemble
(1.2) fz{(i,j)li,jeNk;keM}=| l(NkXN")
KM

contenant les couples de taches qui s’exécutent sur la méme machine
{onaieN=(i,t) €J) et 'ensemble

(1.3) ={GNli<i}nd.

La durée (inconnue) de la période de fabrication sera désignée par ¢.

Les inconnues doivent vérifier les conditions

T;—x; 2t (i,7) €H
(1 4) xj—*x, > tivxi—xj > tj’ (i, j) GJ
xj'—‘xi> ti'_‘V, (i,])ej

f = ¢: minimum.

La deuxi¢me condition s’appellera celle de la non-interférence et la
troisieme celle de la période.

Nous avons mentionné que ce probléme de programmation a condi-
tions logiques peut étre résolu par I'algorithme de F. Radd. Cet algo-
rithme prescrit la résolution d’une suite de problémes de programmation
ordinaire appelés problémes fondamentaux. Ceux-ci sont constitués par
les conditions ordinaires du probléme et par le premier ou second terme
d’une partie des disjonctions du probléme. Par suite, un probléme fonda-
mental sera de la forme,

T, —z; 2 1 (t,7)eL (HC L)
(1.5) T, — & 2 i — v, (i’ ]) eJ

¢ : minimum
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2. Nous allons maintenant développer la méthode de résolution du
probléme posé par (1.5). Nous écrivons sous une forme plus générale :

(2.2) T —x; > a;—9, (1,j)eVCNX N
(2.3) ¢ : minimum

avec les nombres réels a;; et a; et les ensembles N, A, V donnés, les

inconnues étant ¢ et z;,1 € N.

Il est évident que la valeur minimale cherchée de v est égale au plus
petit nombre ¢ pour lequel le systéme constitué par les conditions (2.1)
et (2.2) est compatible.

On pourrait appeler ce probléme un probléme de quasi-potentiel.

Il semblerait qu’il est au fond identique a celui traité dans [1]. En réa-
lité, il y a des différences essentielles, notre probléme étant une généra-
lisation du modéele de [1]. Pour formulerles hypothéses que nous suppo-
serons remplies, nous attachons d’abord a notre probléme le graphe

G = [N, A]

dont l'arc (i, j) € A est doté de la «longueur » a;;. Soient ¢ et j deux som-
mets liés par un chemin dans le graphe G et soit m;; la longueur
du plus long chemin de ¢ & j. Soit

G' = [N, U]

le graphe qui est la fermeture transitive de G, c’est-a-dire si les sommets ¢
et j sont liés par un chemin dans G, alors ils sont liés par un arc dans G'.
La longueur de I'arc (i, j) dans G’ est précisément m;;. Nous introduisons
ensuite le graphe

G' =[N, UUV]
Parc (i, j) ayant la longueur
mgj, si (t,j)eU
ay—v, si (i) e V®
Les arcs éléments de V seront nommeés des arcs «en ¢ ».
Le graphe G’ admet les sous-graphes
G,=[N,Ul,reM (U =UN(N, X N,)),
ou Met N = U N, ont été définis au paragraphe 1.

rEM

(1) Si les ensembles U et V admettent I'élément commun (i, ), alors il y aura
deux arcs (i, j}, 'un de longueur mgj, 'autre de ag— ¢.
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Nos hypothéses sont les suivantes :
a) le systéme (2.1) est compatible,

b) 'ensemble V admet la partition

v=1J"

reM
avec
(2.4) V,=N, X N,
¢) Soit (i,j) € U,. On a
(2.5) m;; > 0
et
(2.6) m;; > a; — a;.

d) Il n’y a pas de sommets isolés dans G, respectivement dans G”.

Les hypothéses dans [1] sont plus restrictives. On y suppose (outre
les hypothéses a, b, d) :

a) a; 2 O.

8) Dans un sous-graphe G,, chaque sommet posséde au plus un pré-
cédent et au plus un suivant, c’est-a-dire que ’ensemble U, détermine un
ordre dans IV, tandis que, dans nos hypotheéses, NV, n’est que partiellement
ordonné.

Soit maintenant N, une base et N/ une anti-base de G,. Notons
[ A0
N, = N] UN?

=UN;

(2.7) rEM

1v=m

r&EMm
N =NUN=| N,

L rEM

puis

9= N’ x N?
V—VnNoxNo UV°

(2.8) 1 r&EM
V =VN(N'"x NycV°

| U° = U N (N° x N°.
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L’ensemble V contient tous les arcs «en ¢» de la réunion N’ des
bases a la réunion N” des anti-bases. Par ces ensembles, nous définissons
le sous-graphe de G":

G® = [N° U° U VI,
ou n’interviennent que les sommets N© et le graphe partiel
G=I[N° U°U V]

Aprés ces préliminaires, remarquons que le systéme (2.1) équivaut
au systéme

(2.1 a) z;—ax; = my, (i) €U.
Considérons le systéme d’inégalités

(2.9) @ — 3 > my, (i) €U°

(2.10) @ —z > a;—v, (i) €V

attaché au graphe G°.

Nous démontrerons le

Théoréme. — On se donne le systéme d’inégalités S défini par les for-
mules (2.1 a) et (2.2) et le systéme SO défini par (2.9) et (2.10). Soit v le
plus petit nombre ¢ pour lequel le systéme S est encore compatible et v° le
méme nombre pour le systéme S°. On a :

(2.11) p =%

Démonstration. — Le théoréme résulte immédiatement des deux pro-
positions suivantes :

a) Sile systéme S est compatible pour le nombre ¢, alors le systéme S°
est aussi compatible pour ce nombre. C’est évident.

b) Sile systéme SO est compatible pour le nombre ¢, alors le systéme S
est aussi compatible pour ce nombre.

Soit le vecteur X = { ;|1 € N } la solution des conditions (2.1 a)
obtenue par

(2.12) z; = max (k, + my,), tEN
s&Na

ou N, est une anti-base du graphe G’ et les constantes k, s € N, sont
arbitraires. Cette formule est une généralisation de la solution de B. Roy [5]
d’un probléme de potentiels :

Z; = max my;, t€N.
sEN
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Le vecteur X° = { ;| i € N° } C X est évidemment une solution des
inégalités (2.9). Nous supposerons la valeur de ¢ telle que ¢ et X° véri-
fient les conditions (2.10). Nous montrerons qu’en ce cas ¢ et X vérifient
les conditions (2.2) ce qui démontrera la proposition b).

Considérons deux sommets i,7 € V,, ou r est un élément de M.
Soit « un sommet de N} pour lequel on a

(2.13) @5 = 3y + Mg

et soit y un sommet de N, pour lequel le nombre m;, est défini. On a
alors

(2.14) zy, 2 x; -+ my.

D’une maniére analogue, nous écrirons : § € N/

(2.15) & = a5 + my
et 3 € N]
(2.16) Ts = Z; -+ m;s.

En vertu de la prémisse de la proposition b), on a

(2.17) v 2z, +a,—z5
et
(2.18) v 2 x5+ a5 — T

En tenant compte de (2.14) et (2.15), nous obtenons de (2.17) :

(2.19) ¢ 2 @ —z; + my + ay + my;
et, similairement
(2.20) v 2 x;—x; + mys + a5 + my;

On en déduit en utilisant les propriétés (2.5) et (2.6):
v 2T, —Z+ o
v 2 x;—x; + a;
Puisque ces inégalités ont lieu pour tout r € M, nous sommes arrivés

aux relations (2.2). La proposition b) est démontrée et, avec elle, le théo-
réme aussi.

2 s 7 . A
En vertu du théoréme, nous pouvons déterminer la valeur de ¢ du
systéme S° ce qui raccourcit les calculs. Mais nous pouvons continuer
les simplifications.
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Nous affirmons d’abord que dans le graphe G0 = [No, U° U V°]ona:

(2.21) (ieN, jeN)= (i,])¢ U°, reM.
N/
,____._./\_._.‘
O}
\
\
]
y
{
l
N! Ny
a) b)

»

En effet, au cas contraire il résulterait (voir fig. 1) ou bien qu’il y a
un chemin entre deux sommets de la base et de I’anti-base (marquée
par une ligne double dans la figure) ce qui contredit la définition de la
base respectivement de I’anti-base, ou bien que les sommets ¢ et j sont
reliés dans les deux sens, c’est-h-dire qu’il existe un circuit d’une lon-
gueur positive [voir la propriété (2.5)] ce qui contredit ’hypothése a).

En deuxiéme lieu, on a

(2.22) v>a, i€N

ce qui est immédiat, si ’on pose j = i dans la condition (2.2).
Une fois en possession de ces résultats, nous montrerons que (4) pour

déterminer la valeur ¢° il suffit de considérer parmi les arcs (1, j) € VO seu-
lement les arcs avec

1eN',jeN".

Dans ce but nous démontrerons que les autres arcs «en ¢» n’ont
aucune influence sur la valeur de ¢°. Nous rappelons que la valeur de ¢°
résulte de la condition que tout circuit (en G°) contenant des arcs «en ¢»
a une longueur négative (ou nulle). Supposons qu'un tel circuit vy con-
tienne des arcs (1, j) des quatre arcs «en ¢ »:

1) teEN',jeN"
2) ieN,jeN
3) teN", JeN"
4 i€eN",jeN

de longueur a; — ¢. Nous montrerons qu’il y a dans G° un autre cir-
cuit v’ contenant au plus autant d’arcs «en ¢ » que v, mais tous de la
catégorie 1 et ayant une longueur plus grande que y. Alors la valeur de ¢,
déduite de v’ sera supérieure & celle déduite de v ce qui prouvera la pro-
position (A).
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Considérons d’abord un arc (i, ), de la catégorie 2. Il va de soi que
les sommets i et j se trouveront tous les deux dans le méme sous-graphe G,
puisqu’autrement il n’y aurait pas un arc «en ¢ » qui les joigne. Il y a un
sommet k € N] tel qu’il existe un chemin de k a j de la longueur my;.
D’autre part 11 y a un arc «en ¢ (i, k) (de la catégorie 1) puisque les
deux sommets appartiennent & G,. Cet arc, de méme que l’arc (i, j), est
de longueur a; — ¢. Nous remplacons I’arc «en ¢» (i, j) par le chemin
[¢, k, j] de longueur a; — ¢ + my;, plus grande que la longueur de (i, j)
(voir la propriété (2.5)).

On peut éliminer les ares de la catégorie 3 par un raisonnement &
peu prés identique.

Dans la catégorie 4 nous distinguerons plusieurs cas :

Premier cas. La base N.et l'anti-base N/ contiennent en plus de
jresp. i, au moins un sommet /resp. k et il n’y a pas de chemins en U
de 7 a4 j. Alors il y a des chemins (en U) de 7 4 [ (longueur maximale m;)
et de k & j (longueur maximale my; ; voir fig. 2).

Figure 2

Nous remplagons 'are (i, j) de longueur 6; — ¢ par le chemin {7, I, %, 7]
de longueur m;; + a; — ¢ + my;. Cette longueur est, en vertu de la
propriété (2.6) supérieure a @; — ¢ + my; qui est, & son tour, plus grande
que a; — ¢, la longueur de I'arc (i, j).

Second cas. La base N/ contient le seul élément j (fig. 3) et il n’y a
pas de chemins de ¢t a jen U.

N

@---=---

Figure 3
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Alors le sommet ¢ est isolé dans le graphe G, (dans G’ il n’est pas
isolé !) et nous pouvons le considérer au méme titre comme faisant partie

de N.. Par cela, 'arc (i, j) entre dans la catégorie 2, déja traitée.

Troisiéme cas. L’anti-base N contient le seul sommet i et il n’y a pas
de chemins [z, j] en U. Ce cas est évidemment impossible.

Quatriéme cas. 11y a des chemins [z, j] en U (longueur maximale m,;).
Nous remplacons alors Yare (i, j) «en ¢ », de longueur a; — ¢ au plus nulle
[voir (2.22) par le chemin [i, j] € U, de longueur m;; positive.

En procédant ainsi avec tous les ares « en ¢ » du circuit iy nous arrivons

au circuit y’, ayant les propriétés énoncées plus haut. La proposition (A)
est démontrée.

En conclusion, il suffit de résoudre le systéme

(29) T;— x; = my, (") ]) e’

(2.22) 2 —z 2> a,—v, (,])€V

J
avec un ¢ minimal. A ce systéme est attaché le graphe G = [N° U°® U V].

Le graphe G est la « somme » de m sous-graphes G,, r € M et chacun
d’eux est une juxtaposition de deux graphes simples : les sommets en
sont positionnés en deux sous-ensembles N. et N/, les arcs étant parti-
tionnés eux aussi : les arcs (i, j) € U® du graphe G, sont tous incidents
a N’ vers lextérieur et a N, vers Pintérieur, les arcs (i,j) € V du
graphe G, sont tous incidents & N vers extérieur et & N” vers I'inté-
rieur. Les sous-graphes G, sont liés entre eux par des arcs éléments

de Up°,

3. Afin de déterminer la valeur minimale de ¢(= ¢ = ¢) pour laquelle
le graphe G ne présente aucun circuit de longueur positive, on étudiera,
I'un aprés I’autre, les circuits de G contenant 1, 2, ... arcs «en ¢ ».

On désignera par ¢, la plus petite valeur de ¢ pour laquelle il n’y a

aucun circuit de G de longueur positive et contenant p arcs «en ¢ »,
Nous avons, évidemment

(3.1) o = max (¢, 03, oy 9), v = |N°,

étant le nombre des sommets en G,

a) Circuits contenant un seul arc «en ¢ » Un tel circuit contient les

sommets [«, B, a],c € N, B €N/, r € M. La longueur de l'arc (a«, B)
est a, — ¢, celle de I'arc (8, «) est mg,. On aura par conséquent

Y1 > ay + Mgq,
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c’est-a-dire
(3.2) v, = max (ag; + mga,).
®.x)EsU’
b) Circuits contenant p arcs «en ¢ ». Désignons ces arcs par
(215 B1)s (225 Ba)s +ovs (%5 Bo)s ooy (2 Bp)

avec o, € N, B, € N, s=12,..,p.

Le circuit qui parcourt ces arcs dans ’ordre sus-indiqué est

T = [(ay, B1), (B1s %2)s (25 B2)s ooy (Bp1s %p)s (01 Bp)s (Bpy 211)]

ou les arcs (B, s4,) appartiennent & U° et les arcs (o, B,) 2 V.

La longueur de ce circuit est

Qgy + mg,q + Qyy + Mpyay + vee + Ay, + Mpyey — PYs

d’ou la condition

(3.3) P9 Z Gyg + Gogas + v+ oy
On a noté ic1
(3.4) deg = 0, + Max m.g, o, 5 €N,
YEPa(B)

ot P,(B) est 'ensemble des précédents du sommet B (en G) adjacents
2 B par un arc de U® qui appartiennent au méme ensembie N, que ie
sommet «. Si P,(8) est vide, alors le nombre d g n’est pas défini et n’entre
pas dans la. composition de la formule (3.3). La formule (3.4) fournit
pour p =1
(3.5) vy = max dgg,

aEEN°
identique avec (3.2) (1).

La simplification des calculs peut étre poussée encore plus loin.
Introduisons a cette fin le graphe

G* = [N, U']
déduit du graphe G, avec ’ensemble d’arcs
(3.6) U ={(Gj)|jeN,(hjeUheN>ieN}

(1) Jusqu’ici notre procédure est au fond identique avec celle de R. Cruon et
Ph. Hervé.
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c’est-a-dire un couple des sommets (z, j) avec i, ] € N est un arc élément
de U’ si et seulement s’il y a un chemin en G du sommet ¢ au sommet j
composé de deux arcs : le premier (i, h) étant «en ¢ », le deuxiéme (h, j)
sans ¢ (fig. 4). On attribue & l'arc (7, j) € U’ la longueur d;; (3.4) (7).

Remarquons que tout sommet i € N’ posséde aussi une boucle de lon-
gueur d;;.

— e -

Figure 4

A chaque couple d’arcs (a, B), (Bs, %s41) du circuit I' correspond

un arc (o, o4 ;) dans le graphe G*. Au circuit I' d’ordre 2p en G cor-
respond un circuit I'™* d’ordre p en G*, d’une longueur positive

duwz + da2u:3 + + d«pal
qu’on peut utiliser dans la formule (3.3).

La méthode de calculer ¢ sera donc la suivante : on détermine dans
le graphe G* — contenant v’ = |N'| sommets — tous les circuits d’ordre

p=12.,v;

tous ont une longueur positive. Soit , la longueur du plus long circuit
d’ordre p. On a

{3.7) 3=max<7\1,2\§-,...,)-\\:—)-

v

La détermination des circuits de divers ordres dans le graphe G*
peut étre facilitée 4 P'aide des matrices 4 éléments définis sur Pen-

semble # = R U {6} (R: Pensemble des nombres réels, 6 interprété

comme — 00) introduites par R. Cruon et Ph. Hervé [1]. La procédure
est la sulvante :

Premier pas. On détermine la matrice D = (3;;) correspondant au
graphe G* = [N’, U'] en posant

o dij, s () el
oij =
6, si (G, ¢U.

(1) Le sommet j peut 8tre aussi bien un ¢élément de N° qu'en dehors de celui-ci.
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2e pas. On calcule les puissances

D, D*@, ., D*)

3¢ pas. A chaque puissance D*), on détermine la valeur A, (> 0)
de 1’élément le plus grand de la diagonale principale.

4e pas. On a

(3.8) p = max(AI, A; 2 eeny j—\l) .

vI
Nous devons démontrer que les formules (3.7) et (3.8) sont équiva-
lentes. En effet, le nombre A, est égal (voir [1]) & la longueur maximale

des circuits d’ordre au plus p dans le graphe G*, tandis que le nombre 2,
indique la longueur maximale des circuits d’ordre p. Désignons par

zZ, = max(kl,z\;, ...,h)

P

a) P
Z,= max(AI, ﬁz, ...,A—")-
2 P
Nous démontrerons qu’on a
b) 2, = Z,, p=12,..
Les relations suivantes sont évidentes :
c) A, =2,
d) Ay =N (Zy = z)
e) Ap+1 > Ap
1 (Ap > ) = (A, =2,y
Supposons qu’il y ait lieu
g) zp—l = Zp-l = 2;
On a alors
A
h) zp=max(§,b), Zp=max(C,J)~
P p

Nous distinguerons les cas suivants

®) A, = %, Alors il résulte de (k) que la formule (b) est vraie.
A
P

B) A, > A,et L > —F. La formule (b) est encore vraie.

A . . .
Y) A, > A, et § < =2. Ce cas est impossible. En effet, nous aurions
P
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alors [voir (f)]: A, = A,_,, ¢’est-a-dire
g < Dozt o Apm
p p—1

Mais cette relation est en contradiction avec les formules (g) et (a).
Les formules (3.7) et (3.8) sont bien équivalentes.

RemarQuEs. — a) Par les itérations (puissances) de la matrice D
nous obtenons la longueur des circuits qui peuvent contenir plusieurs
circuits élémentaires (qui contiennent un sommet au plus une fois),
cette longueur étant égale & la somme des longueurs des circuits élémen-
taires composants. Si toutes les longueurs des circuits sont négatives
(ou nulles), alors la longueur d’un circuit n’est pas plus grande que celle
d’une de ses composantes élémentaires. Mais cela n’est pas vrai pour les
circuits du graphe G* qui sont tous d’une longueur positive. Il semble
donc qu’il faille répéter les itérations de D au-deld de I'ordre v’. Mais il
est facile & voir que par une itération d’ordre ¢ > v’ on n’obtient pas
une valeur ¢ supérieure a celle que I’on a obtenu par les itérations d’ordre ¢
au plus.

Considérons en effet un circuit qui se compose de circuits élémentaires
possédant les ordres et les longueurs respectivement ny, I, ; na, 15 ... 3
ny, b (n; € ). L’ordre du circuit considéré est n’ = Zn; et sa longueur

l’ == Eli.

En considérant 'un des circuits élémentaires composants nous
obtenons

l.
vi =2
ny

alors que, en considérant le circuit entier, nous obtenons

U3,

o= ==

n  Zn
Or on sait qu’on a la relation

2l l;
=— < max-—* lyn, >0
Zn,- = n; ( LA )’
c’est-a-dire
¢’ € max v;
i

ce qui prouve notre affirmation ; les itérations seront donc effectuées
seulement jusqu’a I'ordre v’.

b) L’algorithme proposé n’étant pas itératif comme le procédé dans [1],
il comporte en général moins de calculs que celui-ci.
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Tandis qu’avec notre algorithme on doit effectuer v’ — 1 multiplica-
tions de matrices, avec la méthode Cruon-Hervé on exécutera au cas le
plus favorable v/ — 1 multiplications et au cas le plus défavorable

vi(v 4+ 1)
2

multiplications. Le rapport moyen entre les volumes de calcul nécessaires
sera donc

vi2 43y —2
olv) ="t =2,
4(vi —1)
Le petit tableau suivant contient quelques valeurs de cette fonction :
viole(v)
2 2
10 3,56
50 13,5
100 26,1
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