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L’ORIGINE DESMETHODES MULTIPAS POUR
L'INTEGRATION NUMERIQUE DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Dominique ToURNES (¥*)

RESUME. — L’histoire des méthodes multipas pour I'intégration numérique des
équations différentielles ordinaires a été peu étudiée. Ces méthodes peuvent étre rat-
tachées a la formule de quadrature de Gregory-Newton, qui a été appliquée pour la
premiere fois a un systéeme différentiel par Clairaut, en 1759, a ’occasion du retour de
la comete de Halley. Les méthodes multipas proprement dites sont ensuite inventées a
plusieurs reprises et de fagon indépendante par J.C. Adams (1855), G.H. Darwin (1897),
W.F. Sheppard (1899) et C. Stgrmer (1907). Elles donnerent lieu & de gigantesques cal-
culs de tables numériques pour répondre & des problemes complexes de mathématiques
appliquées. Fruit du savoir-faire des astronomes britanniques, ces méthodes marquent
I’apogée d’une époque de 'histoire de I’analyse numérique.

ABSTRACT. — THE RISE AND DEVELOPMENT OF MULTISTEP METHODS
FOR THE NUMERICAL INTEGRATION OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUA-
TIONS . — The story of the rise and development of multistep methods to integrate
ordinary differential equations has been somewhat neglected so far.These methods may
be viewed as originally stemming from the Gregory-Newton formula, involving quadra-
tures, this being applied first by Clairaut to a system of differential equations, in his
calculations of the motion of Halley’s comet on its return in 1759. This pointed the way
for the rise of multistep methods proper, these subsequently being arrived at indepen-
dently at various times, by J.C. Adams (1855), G.H. Darwin (1897), W.F. Sheppard
(1899), and C. Stgrmer (1907). These methods called for the computation of massive
numerical tables, to cater for the requirements of highly involved problems in applied
mathematics. These methods, originating as they did in the mathematical skills of
British astronomers, stand out as the apogee of one era in the history of numerical
analysis.

INTRODUCTION

Soit a calculer approximativement la valeur, en un point z, de la
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solution y du « probleéme de Cauchy » dy/dx = f(z,y) et y(xo) = yo. Dans
la méthode des différences finies a pas séparés ou a un pas, on considere
une subdivision (zg,x1,...,2, = x) et on remplace, sur chaque intervalle,
I’équation différentielle par une équation aux différences finies ne faisant
intervenir que les différences premieres. Il en résulte que la détermination
des y; = y(x;) se fait progressivement et de facon indépendante jusqu’a
yn = y(x) : & chaque pas, le calcul de y;4+1 n’utilise que la valeur y;
précédemment calculée. Déja présente en substance chez les fondateurs
du calcul infinitésimal, la méthode & pas séparés a été principalement
développée par Euler puis, vers la fin du XI1X° siecle, par les mathématiciens
allemands C. Runge, K. Heun et W. Kutta.

Au contraire, dans la méthode des différences finies a pas liés ou mul-
tipas, le calcul de y; 1 fait intervenir plusieurs des valeurs précédemment
calculées, avec leurs différences finies d’ordre supérieur. Les variantes de
la méthode multipas sont souvent évoquées dans la littérature spécialisée
actuelle sous le terme générique de « méthodes d’Adams », du nom de celui
qui a, semble-t-il, mis en ceuvre pour la premiere fois I’idée des pas liés.
Bien que recevant généralement les faveurs des calculateurs, ces méthodes
ont mis beaucoup de temps a étre connues et a s’imposer. On peut situer
leur origine dans les travaux de 1’école anglaise, en particulier de New-
ton, sur le calcul des différences finies, l'interpolation polynomiale et
I’application au calcul approché des intégrales. Les techniques de quadra-
ture ainsi dégagées ont été régulierement pratiquées aux XVIII® et XIX°
siecles, notamment par les astronomes : ce sont ces techniques de quadra-
ture qui permettaient de concrétiser, sous forme numérique, I'idée des
approximations successives. Cela dit, les méthodes multipas naissent tres
précisément d’une transformation de la version numérique des approxima-
tions successives en une nouvelle méthode de calcul des courbes intégrales
par arcs successifs, susceptible de rivaliser avec la méthode des différences
finies & pas séparés. Plusieurs savants réalisent cette transformation, a peu
pres indépendamment les uns des autres, au cours de la période 1850—
1910. On peut citer, par ordre d’entrée en scene, J.C. Adams vers 1855,
G.H. Darwin [1897], W.F. Sheppard [1899] et C. Stgrmer [1907].

Les techniques multipas appartiennent en totalité aux mathématiques
appliquées. Créées par des physiciens et des astronomes, elles n’ont pas
été publiées pour elles-mémes dans des revues mathématiques, mais sont
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apparues en tant qu’outils dans des textes dont l'objet principal était
toujours I’étude d’un phénomene physique. Ceci explique sans doute que
chacune d’elles, concue pour répondre & un besoin précis et spécifique,
soit ensuite passée inapercue aupres de la communauté mathématique.
Un fait significatif le confirme : dans larticle de I’Encyklopidie der
mathematischen Wissenschaften consacré a lintégration numérique et
graphique des équations différentielles, modele d’érudition s’appuyant sur
environ cent trente références bibliographiques, Runge et Willers [1915]
ignorent totalement les méthodes multipas. Parmi les quatre savants que
nous avons mentionnés ci-dessus, ils ne citent que Sheppard, en rattachant
a tort son article de 1899 aux méthodes a pas séparés de Runge, Heun
et Kutta!

Cette méconnaissance a perduré jusqu’a nos jours. Quelques travaux
récents ([Goldstine 1977], [Kiro et Chal’tseva 1981], [Gear et Skeel 1990],
[Hairer, Ngrsett et Wanner 1993], [Chabert et al. 1994]) permettent
d’esquisser une histoire des méthodes multipas mais ils sont loin d’avoir
épuisé le sujet. Face a cette situation, il nous a semblé utile de reprendre
la question de fagon systématique.

1. LESQUADRATURESNUMERIQUESUTILISANT LES
DIFFERENCESFINIES!

Rappelons brievement certaines techniques d’interpolation utilisées a
partir du XVII® siecle pour calculer numériquement l'intégrale

xr
o) =w+ [ flwdu
Zo
c’est-a-dire, en fait, pour intégrer de fagon approchée ’équation différen-
tielle la plus simple dy/dxz = f(x), avec la condition initiale y(zo) = yo.

1.1. Lesformules de Gregory-Newton
Supposons qu’on connaisse les valeurs de f en zg,z1,...,Zy,... Dans
la pratique, ces valeurs peuvent étre calculées au moyen d’une formule

1 Cette premiere partie n’a pas pour but de présenter I’histoire de ces quadratures.
Pour cela, on pourra se reporter & Goldstine [1977] ou & Chabert [1994]. Notre intention
est simplement de rappeler la terminologie, les résultats mathématiques essentiels
et quelques reperes chronologiques de facon a faciliter la compréhension de ’exposé
historique qui suit.
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analytique, lues dans une table ou issues de mesures expérimentales.
A partir de ces données, le probleme est de construire une table analogue
pour la primitive y, autrement dit de calculer des valeurs approchées de
Yy aux points x;.

Le cas le plus simple et le plus fréquent est celui de valeurs équidistantes
de la variable. Si h désigne le pas utilisé, on a alors x; = x¢ + ¢h pour
i = 0,1,2,... En posant f; = f(z;), on peut former le tableau des
différences finies progressives

fo bil f2 I3 fa
Afo Afi Afs Afs
A? fo A? fy A2 fy
A?fo A?fy
A'fo

Ces différences sont définies, de proche en proche, par Af; = fir1 — fi et
AM =AM — ATTLE
Une des premieres formules d’interpolation, utilisée des le XVII® siecle,
est la formule de Gregory-Newton progressive. En posant t = (x — x9)/h,
elle s’écrit
Fla) = fo+tafo+ LoD azg  WEDEZD) pap

21 3!
Remarquons que, par troncature au rang n, on obtient ’approximation

N B T — xg (x —x0)(x — 1) o
f(z) = Pu(z) = fo+ T Afo+ e A% fo
TR C %)7'1"'}(; “ o) g,
ou P, est le polynome de degré au plus n qui coincide avec fenlesn+1

points xg, x1, . .., Z,. Ce n’est rien d’autre que le polynéme d’interpolation
redécouvert plus tard, sous une autre forme, par Lagrange.
La valeur de y en x, soit y;, s’obtient alors par intégration terme a

terme de la série
1

1
Y1 =Yo + f(x)d:r:yo+h/ f(zo + ht)dt

Zo

—yo+hfo+h/ tthfo+h/ th2f0

1
+h/0 %th?’fo-i-"‘

= yoth{ fo+ § Afo— 5 A% fork 3y A% fo— 6 A fo 125 A fo— -+ }.
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On peut recommencer a partir de y; pour calculer y, et ainsi de suite.
Les calculs peuvent étre organisés dans une seule table.

Peut-on adapter cette méthode de quadrature numérique a une équation
différentielle générale dy/dxz = f(x,y), avec la condition initiale y(z¢) =
1o ? Pour un calcul analogue de y; = yo + f f(u,y(u))du par différences
finies d’ordre m, il faudrait connaitre f(mo,yo),f(xl,yl), o f(@n, Yn),
autrement dit les valeurs y1, . . . , ¥, que ’on souhaite précisément calculer.
On voit aussitot 'obstacle majeur qui a sans doute dissuadé nombre de
mathématiciens de poursuivre dans cette voie, si du moins ils en eurent
un jour I'intention.

Une version de la formule de Gregory-Newton progressive fut d’abord
énoncée sans justification par James Gregory, vers 1670, comme un
procédé destiné a un double usage : interpoler entre les valeurs d’une
table numérique et quarrer n’importe quelle figure. De son coté, New-
ton a abordé la théorie de linterpolation et des différences finies a
plusieurs reprises, a partir de 1675, dans le cadre plus général de valeurs
non équidistantes de la variable. Outre la formule de Gregory, New-
ton a mis en évidence de nombreuses autres techniques d’interpolation
d’une courbe par des «lignes paraboliques» (courbes représentatives de
fonctions polynomiales), a tel point qu’on peut le considérer comme le
véritable fondateur de la théorie de l'interpolation polynomiale. Sup-
posons désormais qu’on connaisse les valeurs de la fonction f en des
points ...,x_p,...,x_1, X0, précédant xg, et qu’on veuille encore calculer
la valeur de y en x1 (il s’agit, cette fois, d’'un processus d’extrapolation).
On peut définir, par récurrence, des différences finies régressives, en posant
Vii=fi—fic1et V7 f; =Vm 1§ —V™ 1f,_; de maniere & obtenir un
tableau illimité vers la gauche

J-a I-3 J=2 =1 fo
Vs Vf_a V- Vfo
V2f_g V2fy V2fo
V3foa V2 fo
V4 fo.
En posant toujours t = (z — x9)/h, la formule de Gregory-Newton

régressive s’écrit

f(z) = f0+tVf0+t( D)

V2f0 in”f(ﬁ_...’
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d’ou, par intégration terme a terme,
- 1 5 2 33 251 74 95 5

A présent, Padaptation & une équation différentielle semble possible.
Pour pouvoir calculer y1, il suffit de connaitre f(x_n,y—n),-- -, f(To,yo)-
Ainsi, la méthode est praticable & I'ordre n a condition de disposer déja
des valeurs de la solution pour n pas. Evidemment, la détermination de
ces valeurs de démarrage doit se faire par une autre méthode. Voici I'idée,
en apparence toute simple, qui sera mise en ceuvre par Adams en 1855 et
par d’autres ensuite, de fagon plus ou moins indépendante.

1.2. Autresformules d interpolation

En plus des différences progressives et régressives, on fait appel, de nos
jours, ala notation 0 f; = f(x;+ % h) — f(ax;— % h) des différences centrales.
Concretement, il suffit de savoir que les trois sortes de différences sont
liées par les égalités Af; = Vfiy1 = 5fi+%. Aussi, dans un souci de
simplification, nous n’utiliserons plus dans la suite que les différences finies
progressives.

Pour construire les formules de Gregory-Newton, on n’exploite quun
seul coté de la valeur initiale. On a parfois intérét a utiliser simultanément
tous les points ...,T_n,...,T—1,T0,T1,---,Tn,--., de facon a ne faire
intervenir que les différences situées sur la colonne correspondant a la
valeur initiale et sur les colonnes adjacentes (voir fig. 1). On obtient alors
les formules d’interpolation progressive et régressive de Newton-Gauss
et, en faisant leur moyenne arithmétique, la formule d’interpolation de
Newton-Stirling.

Par intégration des séries précédentes, on obtient trois formules de
quadrature qui ne sont pas pleinement satisfaisantes car, alors que
l'intégration devait étre faite sur lintervalle [xo,z1], on a centré la
construction des formules d’interpolation sur le point zy (voir fig. 1).
Deux idées simples permettent de rétablir la symétrie et, par voie de
conséquence, de faire disparaitre au cours de l'intégration toutes les
différences d’ordre impair.

o Premiere idée : utiliser une série d’interpolation de Newton-Stirling
centrée sur zy = o + %h. En posant désormais t = (z — x1)/h, on
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f-2 f-o1 . fo_. fi fo

e
Af_s Af o Afa ,qu Af Afs
Y . . N y .
A*f g Af oy Af oy AQfo A%f
o o '
A3f_y A3f g A3f_y ABf 1 Ag,fo A3 fy
Y . . N k/ . N
.,A4f—4 AYf_g Atf oy AYfy A4fo
y . Y . . N . N
Gregory-Newton Newton-Gauss Newton-Gauss Gregory-Newton
régressif régressif progressif progressif

Newton-Stirling

Figure 1. Schéma des principaux procédés d’interpolation

obtient
Af_y +Afy 2 tE2 —1) A% g + ATy
f(ff)—f%thf —A foi+ 3 5
t2(t2 -1
+ %A‘*f_% +

Une intégration entre — % et +% conduit alors a la formule de quadrature

— 1 A2 4
(1) yl—yo+h{f%+—A foy = A,

367 A6; . 27850 A8
+ 9676802 /-2 ~ Toaaseao0 D -1 }

L’inconvénient de cette premiere idée est évidemment que les valeurs de la
primitive ne sont pas calculées aux mémes points que les valeurs données
de la fonction (pour calculer la primitive en ...,x_1, 20, 21,..., il faut
connaitre la fonction en ... VT LT, ).

o Deuxiéme idée : faire la moyenne arithmétique d’une série de Newton-
Gauss progressive centrée sur g et d’une série de Newton-Gauss régressive
centrée sur xy. Le résultat de la manipulation n’est autre que la formule
d’interpolation de Newton-Bessel qui s’écrit, en revenant a la notation
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t= (@ — 20)/h,
_ 2 2
fly= 2 g hag WD A AT
tt =1t - 3) H2 1)t —2) AYf_y+ AYf
+T2A3f71+ 1] 2 5 1

L’intégration conduit ensuite & la formule de quadrature

fo+ f1 1 A%f 1+ A%f 11 A'f o+ A%f
2 = - - - J= = J7 - =J7s = J7-
@) wn y°+h{ 9 12 2 720 2
_ 191 Aﬁf_g + Aﬁf_g 2497 ASf_4 + ASf_g _ }
60480 2 3628800 2 '

Au XVIII® siecle, les formules d’interpolation et de quadrature de
Gregory-Newton constituent 1'outil de base des astronomes, plus générale-
ment des calculateurs de tables numériques. Au XIX® siecle, ces formules
ont tendance & étre abandonnées au profit des séries plus perfectionnées
de Stirling et de Bessel, et des formules de quadrature associées (1) et (2).
11 est difficile de dire qui a véritablement inventé ces formules (1) et (2).
Les astronomes les attribuent presque toujours & Encke [1837], mais on sait
que ce dernier les avait puisées dans Ienseignement de Gauss (voir § 2.2).
En France, Legendre [1826] revendique également la formule (1) comme
une création personnelle. La vérité réside sans doute dans une constatation
simple : toutes les formules d’interpolation étant déja présentes chez
Newton, n’importe quel mathématicien doué d’un minimum d’habileté
pouvait en déduire tout seul des formules de quadrature performantes.

1.3. Quadratures doubles

De nombreux problemes conduisent a une équation différentielle de
la forme d?y/da? = f(z), avec des conditions initiales y(x¢) = yo et
y'(zo) = y{,, autrement dit & la quadrature double

(1) y(z) =yo + (z — zo)yh + /w du /u f(v)dv.

Plutot que d’appliquer deux fois les formules de quadrature simple, il
peut étre intéressant de disposer de formules directes de quadrature
double. Toujours a partir de points équidistants x; = x¢ + ih, écrivons
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la relation (1) pour & = xg + h, puis pour z = xy — h, et faisons la

demi-somme. Nous obtenons

zo+h u zo—h U
(2)  y1=2y0—y-1 +/ du/ flv)dv +/ du/ f(v)dw.
o o xo o

En remplagant f par sa série d’interpolation de Newton-Stirling et en
effectuant la double intégration, la relation (2) devient

(3) w1 =20 —y1 +h2{fo+ 5 A1 — AN

Par une double intégration des séries de Gregory-Newton ou de Newton-
Bessel, on pourrait naturellement construire d’autres formules de quadra-
ture double du méme type.

La formule (3), obtenue en 1826 par Legendre, figure dans son Traité
des fonctions elliptiques, a la suite du résultat analogue pour les quadra-
tures simples [Legendre 1826, p.58]. Il I'utilise, avec un pas assez petit
permettant de s’arréter aux différences quatriemes, dans le cadre de la
construction de tables de valeurs des intégrales elliptiques de premiere et
de seconde espece. Legendre s’est interrogé sur ’extension de la formule (3)
aux équations différentielles générales :

Wl serait a désirer qu’on put calculer par des procédés semblables et
avec des suites aussi convergentes, les wvaleurs successives d’une fonc-
tion U donnée par une équation différentielle du premier ordre dU/dy =
fonct.(U, @), ou méme par une équation différentielle d’un ordre plus élevé.
Ce probleme est de la méme nature que ceux qui concernent les intégrales
simples ou multiples ; mais sa résolution offre beaucoup plus de difficultés
et jusqu’a présent nous ne voyons pas d’autre moyen d’y parvenir que la
formule de Taylor [...] qui sert & calculer la différence finie d’une fonc-
tion par le moyen des coefficients différentiels successifs de cette fonctiony
[Ibid., p. 59].

Ainsi, Legendre est contraint de s’en tenir a ’ancienne méthode d’Euler
avec développement de Taylor, pour les mémes raisons que nous avions
évoquées a propos de la formule progressive de Gregory-Newton : si ’on
cherche & appliquer la formule (3) & I’équation différentielle d%y/dz? =
f(z,y), dans le but de calculer yi, les différences finies A2f_1, A*f o, ...



14 D. TOURNES

font intervenir les valeurs f(z1,41), f(z2,92),... que 'on ne connait pas
encore. Notons que si, au lieu de la formule de Stirling et des différences
situées au centre de notre schéma (fig. 1), on utilisait la formule de
Gregory-Newton régressive et les différences situées du coté gauche, on
pourrait retrouver la formule de quadrature double

4)  yi=2y0—y +h2{f0+ LA+ LAY,

19 A4 3 AB
+mA f74+ EA f—5+}

qui, elle, s’étend sans probleme & I’équation différentielle puisqu’elle ne fait
intervenir que les anciennes valeurs. . ., f(x_2,y_2), f(z_-1,y-1), f (20, Y0)-
Comme nous le verrons plus loin, la formule (4) sera construite et utilisée
par Stgrmer en 1907. Cette remarque est instructive quant au processus de
découverte en mathématiques : Legendre, mathématicien de talent et cal-
culateur expérimenté, pleinement conscient de la nature et des difficultés
du probleme, ayant a sa disposition tous les outils techniques nécessaires,
passe pourtant & coté de sa solution en 1826.

2. LESQUADRATURESMECANIQUES DESASTRONOMES

Pour comprendre l'origine des méthodes multipas, il faut d’abord se
faire une idée de la facon dont les formules précédentes de quadrature,
malgré leur inadaptation fonciéere aux équations différentielles, ont cepen-
dant été utilisées en astronomie pour l'intégration approchée du probleme
des n corps. Pour étudier le mouvement d’un astre, I'idée est de se limiter,
en premieére approximation, a l'attraction la plus importante qu’il subit
de la part des corps environnants (celle du Soleil pour une planete, celle
de la planete mere pour un satellite...). L’astre décrit alors, & chaque
instant, une orbite képlérienne idéale, appelée orbite osculatrice. Dans
un deuxiéme temps, on fait intervenir les attractions secondaires des
autres corps en présence, congues comme des forces perturbant I'orbite
képlérienne instantanée. De facon générale, on regroupe sous le terme de
méthode des perturbations toutes les techniques qui consistent a travailler
par approximations & partir du mouvement képlérien non perturbé.

Jusqu’au début du XX° siecle, les préférences des astronomes allaient
a la méthode des perturbations générales, c’est-a-dire a la recherche d’une
expression analytique des solutions sous forme de développements en séries
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de sinus et de cosinus (avec des arguments fonctions linéaires du temps).
Une description analytique présente indéniablement un double avantage :
les valeurs numériques des solutions s’obtiennent par simple substitution
dans les formules et, de plus, le comportement de ces solutions peut étre
étudié de maniere théorique. Il y a cependant des cas ol cette démarche
se révele inadaptée en donnant naissance a des séries impropres au calcul.
On a alors recours a la méthode des perturbations spéciales, c’est-a-dire a
des intégrations numériques directes des équations différentielles, appelées
quadratures mécaniques. Cette derniere méthode est surtout employée
pour des corps subissant de fortes perturbations (les cometes, certains
satellites), mais aussi pour des astéroides dont la théorie analytique ne
mérite pas d’étre développée.

2.1. Schéma de I'application des formules de quadrature aux équations
différentielles

Plusieurs facons d’aborder le probléme des perturbations spéciales ont
été imaginées mais, quel que soit le point de vue adopté, on doit travailler
avec un systéme différentiel du sixieme ordre. Dans quelques cas assez
rares, les quadratures mécaniques se faisaient par la méthode d’Euler. Les
inconvénients étaient, a ’ordre 1, une trop faible précision et, pour les
ordres supérieurs, la complication prohibitive du développement de Tay-
lor. A la place de la méthode d’Euler, il ne faut donc pas s’étonner
d’assister, tout au long des XVIII® et XIX® siecles, a un emploi relative-
ment fréquent des formules de quadrature utilisant les différences finies.
Présentons’idée générale qui sous-tend cette technique, dans le cas simple
d’une seule équation du premier ordre y' = f(z,y).

A partir de la valeur initiale (z0,y0), on veut dresser une table des

valeurs yo,y1,-..,Yyn que prend la solution y en des points équidistants
o, T1,. .., Ty. Ces valeurs sont données par les formules exactes
1
Y1 = Yo +/ f(ty())dt,
o
T2
o

Yn = Yo + /zn f(ty(t))de.

o . 7
Pour le calcul, on remplace chacune des intégrales des seconds membres

par une formule approchée de quadrature numérique. Il faut s’arranger
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pour que ces formules ne fassent pas intervenir d’autres points que les
points de subdivision xg,z1,...,Z,; a cet effet, on peut étre amené
a utiliser des formules différentes selon qu’il s’agit de points situés au
début, au milieu ou & la fin de lintervalle (une autre possibilité est
de travailler sur un intervalle légérement plus grand que celui auquel
on s’intéresse). Quoi qu’il en soit, on aboutit toujours & un systéme
d’équations numériques du type

Y1 = Ql(yhyQ» .o 7yn)7

@) Y2 = Q2(y1,Y2, - - Yn),

Yn = Qn(yl,y% ce 7yn)

Concretement, le systeme (2), qui détermine implicitement les y;, est
résolu par approximations successives. Assez souvent, les valeurs initiales
sont obtenues dans le systeme (1), en donnant a la fonction inconnue y
la valeur constante yq; en mécanique céleste, on peut aussi prendre pour
premiere série de valeurs celles de la solution du mouvement non perturbé,
solution que l’on sait calculer exactement.

D’une certaine fagon, la résolution itérative du systeme numérique (2)
est le pendant, sous forme tabulaire, de la résolution itérative de I’équation
fonctionnelle y(x) = yo + ffo f(t,y(t))dt. Les schémas de différences
des astronomes préfiguraient donc, dans la réalité du calcul numérique,
les idées abstraites de Picard. C’est toutefois la lourdeur de ces calculs
itératifs qui rebutait Legendre et qui lui faisait souhaiter que ’on ptt, un
jour, découvrir des formules explicites. En attendant, seuls des astronomes
aguerris semblaient capables de se lancer sans effroi dans de tels «calculs

astronomiques ».

2.2. Lescalculsde Clairaut et de Gauss

Clairaut, dans le cadre de ses recherches sur la comete de Halley,
est sans doute le premier & avoir exploité une formule de quadrature
numérique pour la résolution approchée d’un systeme différentiel. Vers le
milieu de 1757, Clairaut entreprit de prévoir par le calcul la date précise
du retour de la comete, c’est-a-dire I'instant de son passage au périhélie
(point de son orbite le plus proche du Soleil). L’enjeu était d’importance :
une prédiction correcte semblait de nature a confirmer avec éclat la validité
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de la théorie newtonienne de ’attraction2. En novembre 1758, Clairaut
[1759] put annoncer devant ’Académie des sciences que le passage au
périhélie aurait lieu vers le milieu d’avril 1759, en prenant toutefois
la précaution de mentionner que cette date, résultant de nombreuses
approximations, devait étre considérée comme entachée d’une incertitude
d’un mois. Le passage de la comete fut effectivement observé le 13
mars, a la limite inférieure des prévisions de Clairaut. Ce dernier, qui
avait mené ses recherches dans la précipitation afin, bien entendu, de
ne pas étre devancé par la comete, reprit ses réflexions a téte reposée,
améliora ses approximations et publia, en 1760, une théorie plus complete
[Clairaut 1760], accompagnée de calculs plus précis, grace a laquelle il
ramena le passage au périhélie a la date du 4 avril.

Concretement, Clairaut prend comme premiere approximation ’orbite
elliptique de 1682, dont les tables avaient été dressées par Halley a
partir des observations. En des points régulierement espacés de cette
orbite approchée, choisis avec un pas assez petit, il calcule les forces
perturbatrices des planttes (essentiellement Jupiter et Saturne) puis, par
une intégration numérique des équations du mouvement, il obtient une
orbite corrigée proche de l'orbite réelle et le mouvement de la comete sur
cette orbite. Les calculs sont faits pour deux révolutions (1607-1682 et
1682-1759), afin d’évaluer avec précision leur différence de durée. Il aurait
été évidemment possible de recommencer le processus pour déterminer une
seconde correction de l'orbite mais, face & la quantité énorme de calculs
a effectuer, Clairaut en est resté a une seule itération. La formule de
quadrature utilisée nous est décrite ainsi :

«Pour quarrer [une] courbe [...], je la prends d’abord pour un assem-
blage de lignes droites. Ensuite je retranche de chaque aire rectiligne
le douzieme de la somme des secondes différences : j’ajoute le vingt-
quatriéme de la somme des troisiémes : je retranche les 19/720 de la
somme des quatriemes; & ainsi de suite, s’il est nécessairey [Clairaut
1760, p. 12].

2 Dans la premiére moitié du XVIII® siecle, ’application de la théorie de la gravitation
de Newton avait fait surgir diverses difficultés. En particulier, en travaillant au
mouvement de l'apogée de la Lune, Clairaut, d’Alembert et Euler avaient tous trois
trouvé des valeurs qui ne s’accordaient pas avec les observations. On en était arrivé
a un point tel que certains mécaniciens célestes envisageaient de modifier la loi de
I’attraction universelle.
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Autrement dit, il s’agit de la formule de quadrature issue de la série
progressive de Gregory-Newton (voir §1.1). Sur chaque intervalle de la
subdivision, elle s’écrit

Yit1 — Yi = h{%(fi + fit1) — %A2f1‘+ ﬁﬁsfi - %A4fi+"'}-

Dans le « Mémoire sur la comete de 1682y, Clairaut donne quelques
indications sur la fagon dont les calculs ont été organisés pratiquement :

«ll fallait donc se résoudre o calculer premiérement un nombre consi-
dérable de ces situations respectives des deux corps, et a quarrer ensuite
les courbes ou entrent les lignes qui les joignent ; opérations qui sont l'une
et lautre trés pénibles. [...]

On ne sera pas étonné que dans le nombre immense d’opérations dont
je viens de parler, j’aie cherché a me soulager au moins d’une partie de
celles que de simples Arithméticiens pouvaient faire. J’ai trouvé plusieurs
moyens de les employer facilement et sans danger, soit en construisant
pour eux des tables particulieres qui réduisaient les opérations que je leur
confiais a de simples additions et a la recherche de nombres dont on a les
logarithmes, soit en vérifiant ’ensemble de leurs calculs par des méthodes
imaginées pour cet effet. Mais malgré tous les secours de cette espéce que
j’ai pu emprunter, il m’a fallu faire moi-méme une quantité innombrable
de calculs arithmétiques et accepter les offres de M. de la Lande qui a voulu
se charger de beaucoup d’opérations péniblesy [Clairaut 1759, p. 42-43].

Voici un bel exemple de division du travail. Lalande, astronome profes-
sionnel, était chargé de dresser la table des forces perturbatrices® [Lalande
1759]. Clairaut, de son coté, préparait les tables particulieres dont parle
le texte ci-dessus, de sorte que le calcul puisse étre effectué par de sim-
ples calculateurs. Dans un dernier temps, Clairaut se chargeait de vérifier
I’ensemble des résultats. Tout le monde pouvait travailler simultanément :
il suffisait de s’organiser pour avancer de concert, pas a pas, chacun com-
muniquant au fur et & mesure ses résultats au maillon suivant de la chaine.

Contrairement a ce qu’on aurait pu prévoir, le résultat de cet énorme
calcul ne souleva pas un enthousiasme unanime. Les astronomes trouvaient
que lerreur d’un mois était considérable et que, finalement, Clairaut
n’apportait pas grand chose par rapport a la prévision de Halley. On

3 Lalande fut aidé pour les calculs par Madame Lepaute.
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trouvait aussi que la solution de Clairaut n’avait rien d’original, qu’il ne
s’agissait que de I'adaptation d’une solution antérieure du probleme des
trois corps. Toutes ces polémiques ont certainement contribué a dévaloriser
le travail de Clairaut et a rejeter dans I'ombre sa méthode d’intégration
numérique. Pourtant, il est clair que le calcul de Clairaut constitue un
maillon essentiel d’'une chaine reliant les méthodes de Gregory-Newton
pour le calcul approché des intégrales aux méthodes d’Adams pour
I'intégration approchée des équations différentielles.

Le maillon suivant se trouve dans I'ceuvre de Gauss. Au tout début
du XIx° siecle, on découvrit l'existence d’astéroides gravitant entre les
orbites de Mars et de Jupiter. Gauss s’intéressa aussitot a ces nouveaux
objets, dont les plus importants sont Céres, Pallas, Junon et Vesta. Les
méthodes employées pour les anciennes planetes s’avérant impraticables,
il imagina des techniques de quadrature mécanique analogues a celles de
Clairaut. Traditionnellement, les méthodes de Gauss sont attribuées a
son éleve J.F. Encke, tout simplement parce que Gauss, de son vivant,
n’a rien publié sur le sujet. Divers documents permettent cependant de
reconstituer avec assez de précision ce qui s’est passé.

Dans un article de 1830 sur l'interpolation, Encke indique qu’il s’est
inspiré des cours de Gauss donnés en 1812. L’application des techniques
d’interpolation au calcul des perturbations spéciales a fait 'objet d’un
mémoire ultérieur d’Encke [1837]. Dans ce mémoire, considéré comme
fondamental par les astronomes, Encke précise encore davantage ce qu’il
doit & Gauss. Par ailleurs, une lettre de Gauss a Encke du 13 octobre
1834 [Gauss 1834] confirme que le maitre avait bien donné le feu vert a
son disciple pour la publication de ses nouvelles techniques de calcul. En
dehors des mémoires d’Encke, on dispose de deux documents de premiere
main sur les formules de quadrature employées par Gauss. Tout d’abord,
dans une lettre de Gauss a Bessel du 27 janvier 1816 [Gauss 1816], il y a
une bréve description de la formule de quadrature utilisant les différences
centrales qui est associée a la série de Newton-Stirling. Beaucoup plus
intéressant est un texte posthume, retrouvé dans les papiers de Gauss,
contenant un compte rendu détaillé des recherches sur le mouvement de
Pallas [Gauss 1812]. On y trouve les formules de quadrature simple et
double issues de la série de Newton-Stirling et de la série de Newton-Bessel.

Ce sont ces formules que Gauss a employé pour intégrer numériquement,
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par approximations successives, le systeme différentiel déterminant le
mouvement de Pallas, en faisant effectuer une bonne partie des calculs
par son éleve Encke!

Les méthodes d’intégration numérique de Gauss ont été transmises par
Encke, par l'intermédiaire de l'article de 1837 déja cité et d’un second
article important paru un peu plus tard, en 1852 [Encke 1852]. Globale-
ment, les articles de Encke ont figé la situation en Allemagne et en France.
Vers la fin du XI1X° siecle, on retrouve leur contenu, sans grand change-
ment, dans le traité d’Oppolzer [1880], une référence classique souvent
citée, et dans celui de Tisserand [1896, chap.11]. On peut mentionner
aussi la these de Gruey [1868], dont 'objectif apparent était de traduire
les travaux d’Encke et d’en faire une synthése destinée aux astronomes
frangais. De ces références concordantes, on peut conclure que, pour les
astronomes continentaux, les méthodes d’intégration numérique de Gauss
semblaient sinon définitives, du moins difficilement perfectibles. Apparem-
ment, on s’en contentait sans engager de recherches pour les améliorer ou

les remplacer par d’autres.

2.3. Des embryons de méthodes multipas

Dans les pays anglo-saxons, la situation est différente. Assez tot,
dans un mémoire de 1849, I'astronome américain G.P. Bond* se montre
insatisfait des méthodes courantes (il faut comprendre celles de Gauss et
Encke) et souhaite introduire plus de simplicité dans les calculs. Bond
emploie des notations personnelles. Etant donnée une fonction A de la
variable indépendante ¢, les dérivées premiere et seconde de A sont notées
respectivement V et F'. Pour un pas de subdivision 7, on convient d’écrire

t = n au lieu de t = n7. Les tables des différences de A, V et F sont alors

4 George Philipp Bond (1825-1865) est moins connu que son pere William Cranch
(1789-1859), avec lequel il travailla. Ensemble, ils découvrirent Hyperion (le huitieme
satellite de Saturne) en 1848, et furent les premiers & appliquer la photographie a
I’astronomie.
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présentées ainsi

t=0 A
Ag
t=1 A AZ
A} Af
t=2 Ay A2 AR
A Af
t=3 As A2
Ay
t=4 A4
3
t——§ Vf%
D!,
1 2 2
t:—§ V_% D_%
D', D?,
D!, D3,
3 e 2 o
t:+§ V+% ) D 1
5 D+%
t=-2 F_,
dL,
t=-1 F_, dz,
dt, d2
t=0 Fy dQ_1 d‘£2
d 3
t=1 F d?
di
t=2 Fy

Les formules de quadrature simple et double retenues, qui permettent
d’obtenir les différences premieres et secondes de A & partir des valeurs
de V et de F, sont celles qui sont issues de la série d’interpolation de
Newton-Stirling (voir § 1.2, formule (1) et §1.3, formule (3)). Avec les
notations de Bond, elles s’écrivent

(1) Ay=Viiy+ D2, — ALDE o+ G890 o — &

n 5760 T n— 967680 bl
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(2) AZ=Foa+ 5d - gadi + gikmdh_, — &e

Jusque-la, rien de bien nouveau. C’est un peu plus loin, dans l'organisa-
tion des calculs, que Bond introduit une procédure tout & fait originale.
Pour I'analyser, il suffira de se pencher sur le premier exemple du mémoire.
Il s’agit de 1’équation différentielle déterminant le rayon vecteur d’une
orbite képlérienne

(3) Fri="C270,

dans laquelle p est la somme des masses du Soleil et de la planete, a
le demi-grand axe de 'orbite et, comme ci-dessus, F' 'opérateur dérivée
seconde. Selon les méthodes traditionnelles de quadrature mécanique, a
la facon de Clairaut et Gauss, on dresserait d’abord une table complete
(pour toute 'orbite) des valeurs de Fr? et de leurs différences en se servant
de valeurs provisoires du rayon vecteur, puis on calculerait des valeurs
corrigées de ce méme rayon vecteur au moyen de la formule de quadrature
double (2). De son c6té, Bond propose une procédure nouvelle : son idée
est d’avancer pas a pas en corrigeant les valeurs au fur et & mesure, c’est-a-
dire de construire simultanément les tables de différences de r? et de Fr2.
L’avantage pour le calculateur est de pouvoir remplir directement des
tables définitives.

Voyons comment Bond s’y prend concretement. On suppose que ’on
connait les deux premieres valeurs r( et r1, a partir desquelles on calcule Fy
et F; au moyen de I’équation différentielle (3), ainsi que les différences A}
et dj (voir tableau ci-dessous). Le probleme est de calculer les valeurs
suivantes, indiquées entre parentheses

t=0 ) r3
dy Ag

t=1 B ) (A9)
(d1) (A1)

t=2  (F) (r3)

Pour avancer d'un pas, on suppose d’abord que A2 = Fy, ce qui permet
d’obtenir, dans l'ordre, des valeurs provisoires de Al 73, Fy, d} et d2. Avec
cette derniere valeur de d3, on recalcule A2 par la formule plus précise
A% = Fy + £ d2, d’ot toutes les valeurs définitives cherchées. On procede
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de méme pour chacun des pas suivants. En résumé, il s’agit d’un processus
de prédiction-correction, au sens que les numériciens modernes accordent
a 'expression. Bond prédit une premiere valeur de r3 a 1’aide de la formule
de quadrature (2) limitée & son premier terme, puis corrige cette valeur
avec la méme formule (2), mais en faisant intervenir le second terme.

Ainsi, la méthode de Bond est bien une méthode a pas liés analogue &
celles d’Adams. Toutefois, elle ne fonctionne que si ’on décide de ne pas
aller au-dela des différences secondes. Pour pouvoir prendre en compte
des différences d’ordre supérieur au second, il faudrait prédire, a chaque
étape, plusieurs des valeurs suivantes de la fonction. Chaque nouvelle
valeur dépendant non seulement des précédentes mais aussi des suivantes,
il ne s’agirait plus d’une méthode de calcul par arcs successifs : on
retomberait sur les anciens schémas d’approximations successives portant
simultanément sur tout un groupe de valeurs.

Si Bond a bien percu 'intérét d’avancer par arcs successifs plutot que
de recourir a des approximations successives, il est toutefois resté pris-
onnier — comme Legendre — des formules de quadrature utilisant les
différences centrales, lesquelles, ainsi que nous ’avons vu, sont incompat-
ibles avec l'idée des pas liés. Dans la mesure ou le procédé de 1849 ne
s’étend pas & un ordre quelconque, il serait abusif de prétendre que Bond
soit I'inventeur des méthodes multipas modernes. Malgré tout, ’apport de
I’astronome américain est capital : apres Clairaut et Gauss, nous voyons
en Bond l'avant-dernier maillon d’une chaine cohérente reliant Newton a
Adams. En effet, il est difficile de ne pas remarquer que Bond a écrit a
destination des astronomes anglo-américains, dans une revue qu’Adams
lisait probablement, six ans avant que ce dernier n’imagine les fameuses
méthodes qui portent son nom.

Quoique rien ne soit stur dans le cas d’Adams, il est possible de prouver
que, globalement, les idées de Bond ont eu une influence non négli-
geable sur les astronomes britanniques. En effet, on retrouve ces idées
dans les travaux de P.H.Cowell et A.C.D. Crommelin, célebre tandem
qui s’est notamment distingué lors du retour de la comete de Halley,
en 1910. A T’issue de trois ans de calculs, ils purent prédire le passage au
périhélie avec une erreur inférieure a trois jours et remporterent un prix
de 1000 marks. La méthode mathématique suivie, entierement nouvelle
et due principalement a Cowell, consistait a abandonner I’hypothese de
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départ d’une trajectoire elliptique et le processus classique de correction,
pour les remplacer par une intégration numérique directe, arc par arc,
des équations différentielles de la trajectoire exprimées en coordonnées
rectangulaires.

C’est par une courte étude sur 'orbite du huitieme satellite de Jupiter
que Cowell et Crommelin [1908] avaient pu mettre au point la méthode
qui allait leur servir ensuite pour le probleme bien plus redoutable de la
comete de Halley. Soient z, y, z les coordonnées jovicentriques du satellite
et X, Y, Z leurs accélérations, exprimées en tenant compte de I’attraction
principale de Jupiter et de l'attraction perturbatrice du Soleil. Pour
avancer pas a pas dans le calcul de 'orbite, Cowell propose la formule

(4) Tn+1 :xn"_(xn _xn71)+Xn+an

avec P, = 11_2(Xn+1 —2X,, + X,_1), et des formules analogues pour
les deux autres coordonnées. L’intervalle d’intégration, choisi pour unité
de temps, n’apparait pas directement. Avec nos notations habituelles, la
formule (4) s’écrirait

Az, = (A1) (Xn + 5 A%X, ).

Comme cette formule est implicite (P, fait intervenir X, i, donc les
valeurs Tp41, Yn+1, Zn+1 que ’on souhaite calculer), on utilise un processus
de prédiction-correction : une valeur provisoire de P, est fixée a 'aide
des valeurs de P,_o, P,,_1, ce qui permet de calculer z,; (et de méme
Yn+1, Zn+1) Duis X, 11, & partir duquel on détermine la valeur définitive de
P, etc. Nous retrouvons exactement la méthode de Bond : méme formule
de quadrature (formule de Newton-Stirling limitée & ses deux premiers
termes), méme fagon de prendre Uintervalle tabulaire pour unité afin de
ne pas le faire apparaitre dans la formule de quadrature, méme processus
de prédiction-correction.

L’ensemble des résultats des calculs réalisés par Cowell et Crommelin
pour prédire la date du retour de la comete de Halley en 1910 a été
publié dans un appendice a 'annuaire de 1'observatoire de Greenwich
pour Pannée 1909 [Cowell et Crommelin 1910]. La méthode suivie est
un approfondissement de celle mise au point pour le huitieme satellite de
Jupiter. La formule de quadrature a été améliorée par la prise en compte
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de différences d’ordre supérieur. Avec des notations tres simples, I'indice 4
marquant la différence i-eme, Cowell I’écrit

(5) v =Xo+ 15 X2 Xs.

715 X1 + 051
Il s’agit toujours de la formule de quadrature double associée a la série de
Newton-Stirling (voir § 1.3, formule (3))

2 2 1 2 1 4
Azy = (A (Xo + 5 A°X 1 — g A'X o + g

A®X_3)

a la différence pres que Cowell, afin de faciliter 'exécution du calcul, a
remplacé la fraction 31/60480 par la fraction « égyptienne» treés voisine
1/1951 (60480/31 = 1950,96...).

Avec la formule de quadrature (5), il n’est plus possible de concevoir un
calcul progressif par pas liés, contrairement a ce qui avait été fait pour le
huitieme satellite de Jupiter. Cowell imagine donc une procédure mixte,
tenant a la fois des idées de Bond et de celles de Gauss, qui nécessite
le calcul de deux tables successives des coordonnées x,y, z de la comete.
Une premiere table est calculée selon la méthode de Bond, en limitant
la formule (5) & ses deux premiers termes. Cette table provisoire sert
a calculer les accélérations X,Y, Z. Avec ces valeurs des accélérations,
on recalcule les coordonnées x,y, z a l'aide de la formule (5), en faisant
entrer en jeu les différences quatriemes et sixiemes. Il s’agit donc encore
d’une méthode par approximations successives, mais optimisée en ce sens
que la premiere approximation, au lieu d’étre issue de la classique ellipse
osculatrice, est celle fournie par la méthode a pas liés de Bond. Tres
grossierement, on peut estimer que cela permet d’atteindre en une seule
itération (et donc en diminuant de moitié le volume de calcul) la précision
que Gauss atteignait en deux itérations.

2.4. De Clairaut a Adams

Apres que Clairaut eut adapté la formule de Gregory-Newton &
I'intégration numérique des équations différentielles, on s’est trouvé & un
point de bifurcation. Deux possibilités s’offraient aux calculateurs pour
améliorer la technique de Clairaut : soit conserver I'idée des approxima-
tions successives et rechercher des formules de quadrature & convergence
plus rapide, soit se contenter de la formule de Gregory-Newton et opti-
miser les calculs en l'utilisant non plus globalement mais par arcs suc-
cessifs. En inventant les formules de quadrature de Newton-Stirling et de
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Newton-Bessel, Gauss a choisi la premiere voie, si séduisante du point de
vue théorique. L’autorité de Gauss et le charisme de son éleve Encke ont
ensuite imposé cette voie sur le continent européen, avec tant de rigidité
qu’aucune recherche alternative ne put s’y développer avant 1914. Ce fut
la voie glorieuse, propre aux astronomes, des quadratures mécaniques par
approximations successives, assurément un grand moment de 1’histoire de
I’analyse numérique mais, au bout du compte, une impasse. Dans les pays
anglo-saxons, naturellement plus proches de la tradition originelle de Gre-
gory et de Newton, le carcan se desserra plus tot : des 1849, Bond fit un
pas en arriere et songea a l'autre voie possible. On vit alors apparaitre des
méthodes mixtes, combinant ’idée des pas liés et celle des approximations
successives, mais ces tentatives, dont la plus aboutie fut celle de Cowell,
se heurtaient encore et toujours a l'obstacle des différences centrales. Pour
donner naissance aux véritables méthodes de différences finies a pas liés,
il fallait combiner l'idée primitive de Clairaut d’exploiter la formule de
Gregory-Newton et 'idée de Bond de calculer par arcs successifs. Dans la
suite, nous étudierons comment la combinaison en question a été réalisée,
a plusieurs reprises, pendant la seconde moitié du X1X° siecle.

3.LA THEORIE DE LA CAPILLARITE : BASHFORTH ET ADAMS

C’est dans un obscur traité du physicien Francis Bashforth, publié a
Cambridge en 1883 sous un titre fort long [Bashforth 1883], que I'on trouve
le premier exposé complet d’'une méthode multipas pour l'intégration
approchée des équations différentielles. Dans I'introduction de 'ouvrage,
Bashforth rapporte avec force détails I’historique de sa recherche. Un peu
avant 1855, il avait entrepris des travaux sur la théorie de la capillarité,
en se proposant notamment de comparer des formes de gouttes de lig-
uide mesurées expérimentalement avec les formes théoriques déduites de
I’équation différentielle de Laplace. Pour I'intégration numérique de cette
équation, Bashforth s’était adressé au célebre astronome J.C. Adams>.

5 John Couch Adams (1819-1892) se fit remarquer par des talents précoces d’astronome
et de calculateur prodige. Il découvrit la planéte Neptune par le calcul en 1845, avant
son concurrent francais Le Verrier, mais, malheureusement pour lui, sa prédiction ne
fut pas prise en considération et ses résultats tarderent a étre publiés. Adams devint
président de la Royal Astronomical Society en 1851 et directeur de 1’Observatoire de
Cambridge en 1861.
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Ce dernier avait alors imaginé une méthode numérique nouvelle et avait
effectué une premiere série de calculs. Le 27 octobre 1855, s’appuyant
sur ces résultats partiels, Bashforth déposa une demande de subvention
aupres de la Royal Society afin de pouvoir financer la réalisation des calculs
restants. Une subvention de £50 fut accordée, qui permit de compléter
les calculs en 1857. A la suite d’une nomination sur un poste de pro-
fesseur dans une école d’officiers d’artillerie, Bashforth se détourna de
ses travaux en cours sur la capillarité au profit de recherches en balis-
tique, et ce n’est qu’en 1882 qu’il put finalement reprendre et achever
le traité de ’action capillaire, pour une publication en 1883. Ainsi que
le confirme le titre («with an explanation of the method of integration
employed in constructing the tables which give the theoretical forms of
such drops, by J.C. Adams»), c’est bien Adams qui a congu et rédigé la
partie mathématique du traité, a savoir ’essentiel du chapitre III. Nous
avons la un exemple typique de collaboration entre un physicien utilisateur

et un mathématicien répondant a une commande.

3.1. Mise en équation de la forme d' une goutte de liquide reposant sur un
plan

Dans le chapitre I de son ouvrage, Bashforth fait un rappel historique
des théories de l'action capillaire®. L’un des premiers résultats obtenus
dans ce domaine est celui de Jurin (1718), selon lequel I’élévation d’un lig-
uide dans un tube capillaire est inversement proportionnelle au diametre
du tube. Clairaut (1743) tente d’expliquer le phénomene par l'attraction
mutuelle des particules de liquide et 'attraction des particules du tube
sur celles du liquide. Se dégage peu a peu I'idée que ces forces d’attraction
ne sont sensibles qu’a de tres petites distances. De fagon indépendante,
Young (1804), Laplace (1806), Gauss (1830) et Poisson (1831), malgré
des hypotheses différentes sur les lois de 'attraction moléculaire, arrivent
a des conclusions similaires et obtiennent une équation différentielle de
méme forme pour décrire la surface du liquide.

Dans le chapitre II, Bashforth fait un compte rendu détaillé des nom-
breuses tentatives de ses devanciers pour tester expérimentalement la
validité de ces explications théoriques. Constatant que, presque tou-
jours, on a cherché a mesurer la hauteur a laquelle s’éleve un liquide

6 Pour une étude historique récente de ces théories, voir Dahan Dalmedico [1992].
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dans un tube, il souligne les imperfections de cette approche : difficultés
expérimentales (irrégularités du calibre des tubes, impossibilité de net-
toyer les tubes trop fins) et théoriques (la hauteur de liquide prévue par la
théorie n’est qu’'une approximation qui cesse d’étre valable pour des tubes
de grand diametre). Pour sa recherche personnelle, il préfere s’intéresser
a une goutte de liquide reposant, sans le mouiller, sur un plan horizontal
et se propose de comparer la forme mesurée de la goutte avec la forme
prévue par la théorie.

Bashforth expose une fagon d’obtenir I’équation différentielle de la sur-
face de la goutte, en reprenant, parmi les diverses démarches possibles,
celle de Laplace. Le liquide est supposé en équilibre sous ’action de la
gravité et d’une tension superficielle uniforme. Soient 7" cette tension uni-
forme, R et R’ les rayons de courbure principaux en un point quelconque
de la surface, p la pression en ce point ; selon la premiére loi de la capillarité
de Laplace, on peut écrire

1 1 p

M R R T
Pour des raisons de symétrie, la surface de la goutte est une surface de
révolution autour d’un axe vertical et, de plus, coupe cet axe a angle droit.
Pour un point quelconque d’une section méridienne de la surface (avec le
repere indiqué sur la figure 2), Bashforth désigne par x la coordonnée
horizontale, z la coordonnée verticale, p le rayon de courbure de la section
méridienne, ¢ I'angle que fait la verticale avec la normale a la surface et s
I’abscisse curviligne de la section, mesurée a partir de l'origine.

En prenant pour unité de longueur le rayon de courbure a l'origine,
Bashforth parvient a mettre la relation (1) sous la forme simplifiée

% + # =2+ Bz,

ou [ est une constante ne dépendant que des parametres physiques de la
goutte de liquide. Il ne lui reste plus qu’a exprimer p et ¢ en fonction de
T et z pour parvenir a ’équation différentielle du second ordre

d?z dz\2y dz dz\2y 3
w1 (@) e e { (2) 1
avec, pour x = 0, les conditions initiales z = 0 et dz/adx = 1.

Ce travail de mise en équation terminé, s’avouant impuissant face a
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1

Figure 2. Mise en équation de la courbe méri-
dienne d’une surface capillaire

I’équation différentielle obtenue, le physicien Bashforth passe la parole
au mathématicien Adams.

3.2. Lesméthodes d’ Adams

Adams commence par rappeler ce qui semble étre, & son époque, la
méthode usuelle d’intégration numérique d’une équation différentielle du
second ordre : pour construire une courbe intégrale par arcs succes-
sifs & partir d’un point connu, on fait appel & la méthode d’Euler avec
développement de Taylor, ainsi qu’elle avait été exposée, en 1769, dans
le second tome des Institutiones calculi integralis. Cette méthode parait
incontournable pour déterminer les premiers points de la courbe mais,
ensuite, Adams préfere s’en écarter. L’idée directrice est d’éviter, des que
possible, le calcul fort pénible des dérivées successives requises par la for-
mule de Taylor pour, au contraire, travailler directement avec I’équation,
en exploitant les points déja calculés. Le détail de la méthode est, a partir
de 13, exposé pour une équation du premier ordre dy/dt = q = f(y,t).
Constatons qu’Adams s’éloigne quelque peu du probleme physique orig-
inel qui a conduit & une équation du second ordre, sans doute dans le
souci d’exposer d’abord ses idées dans un cadre tres général. Plus loin, il
reviendra a I’équation du second ordre, en la remplagant par un systeme
équivalent de deux équations du premier ordre.

Résumons brievement la nouvelle méthode imaginée par Adams. Con-
sidérons une progression arithmétique ¢ = t¢ + nw, de raison w suffisam-
ment petite (n pouvant prendre des valeurs positives ou négatives), et
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supposons qu’on ait déja trouvé les valeurs ..., y_4,y_3,y—2,Y—1, Yo de y,
ainsi que les valeurs correspondantes . ..,q_4,9-3,¢—2,q4—1,qo de ¢. Adams
forme le tableau suivant des différences de ces quantités

n q

-4 q-a
Aq,3 ces e

-3 q_3 A2%q_, ... &e.
Ag-» Adq_y

-2 g2 A%qy Aqo &c
Ag_q APqo

-1 g Aqg
Aqgo

0 qo.

Nous avons conservé les notations originales : remarquons qu’il s’agit
des différences régressives, mais avec la notation A au lieu de la notation
actuelle V. Adams fait ensuite appel a la formule d’interpolation

n n(n+1) n(n+1)(n+2)
= Ago— + A%qp———2 + A3gg —————2 = =/
q=qo+ (101+ =15 + A%qo 1.2.3
n(n+1)(n+2)(n+3)
At .
+ A%qo 1.2.3.4 + &c
d’oli, par intégration entre 0 et n,
n? n(n+1
y=yo+w{q<m+Aq07 +A2qo/%dn

3 n(n+ 1)(n + 2)
+A qo/—1'2.3 dn+&:c.}.

Dans les cas particuliers n = —1 et n = 1, on obtient les séries
— _1 L A2, 1 A3, _ 19 A4
(1) vo—y-1 —w{qO 58400 — 58790 — 578700 — 75 A %
B ASgy— 863 AG 205 AT,

~ 160 60480 T 24192
33953 A8 8183 A0 .
3628800 2 90 ~ T036800 2 90 &c'}’

(2) y1i—wo= uJ{czo + %Aqo + %Aqu + %A?’qo + %A4qo
95 A5 19087 A6 5257 A7
togg A0t Goagg A 0+ 1rag A D

1070017 A8, | 2082753 A9
+ 3628800 2 90 T Top7600 & 90 T &C'}'
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On reconnait dans ces deux séries ’adaptation immédiate a une équation
différentielle des formules de quadrature de Gregory-Newton (voir § 1.1).
La formule (2) est directement la formule régressive; d’autre part, pour
retrouver dans (1) la formule progressive, il suffit d’envisager les points
dans Vordre inverse tg,t_1,¢_2,... Dans la série (2), on peut étre surpris

qu’Adams, calculateur de génie, n’ait pas vu la simplification 2082753 _

7257600
25713x81 _ 25713 . . . BN, .
8060081 — 89600 alors que toutes les autres fractions figurant dans le

traité sont données sous forme irréductible. En fait, les coefficients d’ordre

élevé ne servent jamais : Adams conseille de choisir le pas w assez petit
pour ne pas avoir a aller au-dela des différences quatriemes.

La série (2) permet de calculer directement la nouvelle valeur y; & par-
tir des précédentes, qui sont connues ; on peut alors calculer ¢1 = f(y1,¢1),
ajouter une nouvelle diagonale au tableau des différences finies et recom-
mencer. Cette méthode d’intégration numérique est connue aujourd’hui
sous le nom de méthode d’Adams explicite ou méthode d’Adams-Bashforth.
Il y a la un contresens puisque ce n’est pas cette méthode qui sera utilisée
pour le probleme physique de Bashforth, mais bien l'autre! En effet,
bien que la série (2) paraisse relativement simple & exploiter, Adams lui
préfere la série (1) qui, supposant seulement connues les valeurs de y
jusqu’a y_1, permet d’exprimer la valeur suivante yg de facon implicite,
par Uintermédiaire d’une équation de la forme yo = ¢(yp). Pratiquement,
la valeur de yq est calculée par la méthode de Newton-Raphson, avec une
premieére approximation (yo) conjecturée a l’aide de la table des valeurs
déja connues (en considérant comme constantes les dernieres différences
prises en compte). Ce second procédé, qui nécessite & chaque pas la
résolution d’une équation numérique par approximations successives, est
appelé a présent méthode d’Adams implicite ou méthode d’Adams-Moulton
(du nom de celui qui la développa ultérieurement avec des variantes
[Moulton 1926, 1930]).

Adams justifie son choix en remarquant que les coefficients de la
série (1) sont plus petits et diminuent plus vite que ceux de la série (2).
Pour un méme nombre de termes conservés, on obtiendra donc une
meilleure précision avec la série (1). On pourrait effectivement justifier
ces affirmations de fagon rigoureuse : le coefficient de A™qqy est de 'ordre
de 1/Inn pour la série (2), alors qu’il est de l'ordre de 1/(nlnn) pour la

série (1). Malgré cela, on peut continuer & s’interroger sur la pertinence
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du choix d’Adams : plutét que d’utiliser la méthode implicite a l'ordre 4,
avec, a chaque étape, une correction pénible par la méthode de Newton,
n’aurait-il pas été plus simple d’utiliser la méthode explicite en allant
éventuellement, pour obtenir la méme précision, jusqu’a un ordre plus
élevé? Les traités modernes d’analyse numérique permettent d’esquisser
une réponse : par rapport a la méthode explicite, la méthode implicite
nécessite environ un volume double de calcul mais est, par contre, beau-
coup plus stable. La stabilité mesure la sensibilité aux conditions ini-
tiales et donc, d’'une certaine fagon, la possibilité de controler la prop-
agation des erreurs d’arrondi, ce qui est évidemment fondamental pour
une méthode par pas. Ainsi, guidé par son expérience et peut-étre par
des essais préliminaires, Adams fait le choix qui va assurer la meilleure
précision réelle, méme si cela doit entrainer un surcroit de calcul.

Dans la conclusion de ce chapitre ITI, Adams fait le lien avec les quadra-
tures numériques connues depuis longtemps : «In conclusion, it may be
worth while to say a few words in order to point out the distinction between
the method of integration above explained and that which is commonly
known under the name of “Integration by Quadratures”» [Bashforth 1883,
p. 43]. Adams met bien en évidence ce qui distingue une équation générale
aux variables mélées d’une équation simple de la forme dy/dt = ¢ = f(¢) :
«In this case the values of q can be found, & priori [sic], for any given val-
ues of t, whereas in the more general case already treated of, where q
s a function of y as well as of t, the unknown quantities y and q must
be found simultaneously, and therefore we can only proceed step by stepy
[Ibid.]. Adams juge sans doute utile d’insister sur la difficulté qui a arrété
ses prédécesseurs (en particulier Legendre), afin de mettre en valeur, par
contraste, la nouveauté et la simplicité de sa démarche personnelle.

3.3. Organisation et réalisation des calculs

A la suite de cet exposé limpide des idées générales et de la méthode
retenue, la plus grande partie du chapitre III est consacrée a la mise
en ceuvre pratique du processus dans le cas de I’équation particuliere
de Bashforth : vingt-deux pages pour la préparation et l'organisation du
calcul, onze pages pour le traitement détaillé de deux exemples. Ce luxe
de précisions, sans doute motivé par le fait qu’il s’agissait alors d’une
méthode entierement nouvelle, est extrémement précieux pour ’histoire

du calcul numérique. Rappelons (voir fig. 2) que Bashforth souhaite
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construire, dans le systeme de coordonnées (z,z), la courbe limitant
la section méridienne d’une goutte de liquide. Plutot que de travailler
avec I'équation différentielle du second ordre qui permettrait d’exprimer
directement z en fonction de z, Adams propose de choisir 'angle ¢ comme
variable indépendante. Les coordonnées cartésiennes du point courant sont
alors déterminées, en fonction du parametre ¢, par le systeme de deux
équations du premier ordre

d d
(1) d—f; = peos ¢, d—; = psing

et les conditions initiales x = z = 0 et p = 1 pour ¢ = 0, en tenant compte

évidemment de la relation qui exprime les lois de la capillarité

1 sin ¢
2 -+
(2)

Cette relation permettant de calculer p en fonction de ¢, = et z, le

=2+ Bz.

systeme (1) est, en fait, de la forme

j_z :f(¢7xaz)7 % :g(¢7x72)'

Pour la phase de démarrage, Adams ne fait pas appel, comme dans
lexposé général, au développement de Taylor mais a l'autre méthode
classique, celle des coeflicients indéterminés. Il calcule des développements
limités de x et de z & ’ordre 12 qui fournissent des valeurs numériques tres
précises dans un voisinage de 'origine. Si ’on choisit un pas w assez petit,
on peut obtenir ainsi quatre ou cing points initiaux extrémement fiables
permettant ensuite de travailler par pas liés, selon la nouvelle méthode.
Adams explique alors comment adapter au systeme (1) Palgorithme qu’il
avait exposé dans le cas le plus simple d’une seule équation du premier
ordre. Ici, c’est sur le rayon de courbure que va se faire la correction,
de facon a travailler par approximations successives avec une équation
4 une seule inconnue, de la forme py = ¢(po). Dans un premier temps,
Adams conjecture une valeur provisoire (pg), en déduit par la formule de
quadrature des valeurs provisoires (zg) et (zo) et calcule a partir de (2)
une nouvelle valeur [pg] du rayon de courbure. Il obtient ensuite la valeur
définitive du rayon de courbure & l’aide d’une formule de correction qui
fait intervenir les valeurs (pg) et [po] et qui revient encore & utiliser la
méthode de Newton.
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Les calculs voulus par Bashforth ont été réalisés sur plusieurs années,
par plusieurs personnes : «The coordinates x/b and z/b for the curves
represented by Laplace’s differential equation were calculated by the method
of Professor Adams for values of ¢, 5°, 10°, 15°,...,175° 180°, and for
values of B, +,%, 3 1.3 1.11,2,21,3,4,5,6,7,8,10,12,14,16,20, 24,
28,32, 40, 48,56, 64, 72,80, 88,96 and 100. For 8 = 1 the calculations were
made by Professor Adams, for B = 10 by Professor W.G. Adams, and for
the values of 3, i, %,3,6, 16 and 32 by myself. The calculations for the
remaining values of B were made by Dr C. Powalky, who was recommended
for the work by the late Professor Encke.» Les tables ont été complétées
par interpolation pour les valeurs entieres restantes de 3. Ces tables ont
permis de construire par points des courbes capillaires (fig. 3).

Ce travail considérable est donc le fruit d’une équipe de quatre calcula-
teurs. On comprend mieux le soin avec lequel Adams a préparé le calcul,
destiné & étre exécuté par d’autres que lui, et la nécessité d’obtenir un
financement, sans doute pour rémunérer le calculateur principal, le Dr C.
Powalky”. De son coté, Bashforth a imaginé un dispositif expérimental
de haute précision pour mesurer, a ’aide d’un microscope équipé d’un
micrometre de position, les coordonnées des points du contour d’une
goutte de mercure. Il y a la une dialectique intéressante entre progres
des techniques de calcul numérique et progres des instruments de mesure.
On ne sait si Bashforth a été stimulé, pour améliorer ses techniques
d’expérimentateur, par les méthodes de calcul tres précises d’Adams, ou si
c’est le contraire qui s’est produit. D’un autre point de vue, on peut con-
sidérer que la méthode d’Adams est une intégration numérique empirique
de I'équation différentielle de la capillarité, puisqu’il n’y a ni preuve de
la convergence, ni évaluation a priori de ’erreur. Dans cette optique, les
résultats numériques d’Adams et les résultats expérimentaux de Bashforth
se valident mutuellement par leur concordance, en méme temps que cet
accord valide le modele différentiel théorique de Laplace.

7 Sur ce Dr C. Powalky, éleve de I’astronome allemand Encke, nous ne savons pas grand-
chose. Nous avons seulement découvert qu’il s’était illustré dans la détermination de
la parallaxe solaire : plus précisément, il a contribué a la préparation de I’observation
du passage de Vénus devant le Soleil en 1874.
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Figure 3. Quelques courbes de capillarité tracées par Bashforth : comparaison
des courbes expérimentales (en haut) et des courbes théoriques obtenues par
intégration numérique (en bas) [Bashforth 1883, planche en fin de volume]
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4. AUTRESMETHODESMULTIPAS: DARWIN,
SHEPPARD ET STURMER

Dans une assez courte période succédant a la publication du traité de
Bashforth et Adams, nous avons identifié trois autres méthodes multipas
dans des mémoires de mathématiques appliquées de Darwin, Sheppard et
Stgrmer. Nous verrons que ces travaux, quoique assez similaires, semblent
étre largement indépendants les uns des autres.

4.1. Larecherche des orbites périodiques : Darwin (1897)
En 1892, dans le premier tome des Méthodes nouvelles de la mécanique
céleste, Poincaré avait souligné I'importance de la recherche des orbites
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périodiques pour faire progresser 1’étude du redoutable probléme des trois
corps. Des solutions périodiques particulieres avaient déja été trouvées par
Lagrange puis, dans le cadre de ses recherches sur la théorie de la Lune, par
I’astronome américain Hill. Poincaré lui-méme avait distingué trois sortes
de solutions périodiques possibles. C’est a ce point que G.H. Darwin8,
astronome de Cambridge, reprend 1’étude de ce probleme ayant mis en
échec toutes les tentatives de résolution analytique. Des le début d’un long
mémoire, Darwin explique que le recours a une intégration numérique est
sans doute la seule fagon de progresser :

«Notwithstanding the great interest attaching to periodic orbits, no sug-
gestion has, up to the present time, been made by any writer for a general
method of determining them. As far as I can see, the search resolves itself
into the discussion of particular cases by numerical processes, and such a
search necessarily involves a prodigious amount of worky [Darwin 1897,
p. 101].

La démarche suivie par Darwin est simple dans son principe : dans
chaque cas possible, construire I'orbite point par point & partir d’une
intégration numérique des équations différentielles, en essayant diverses
valeurs initiales jusqu’a ce que, aux erreurs de calcul pres, la solution
approchée obtenue puisse étre considérée comme périodique. Darwin a
consacré trois longues années a ces calculs, qualifiés de «supplice de
Tantale» car sans cesse apparaissaient de nouveaux cas a traiter. Dans
la suite du texte, on peut relever des informations intéressantes sur la
fagon dont 'astronome a géré son programme de recherche :

«In conducting extensive arithmetical operations, it would be natural to
avail oneself of the skill of professional computers. But unfortunately the
trained computer, who is also a mathematician, is rare. I have thus found
myself compelled to forego the advantage of the rapidity and accuracy
of the computer, for the higher qualities of mathematical knowledge and
Jjudgment.

In my earlier work I received the greatest assistance from Mr J.W.F.

8 Cinquieme enfant du célebre naturaliste Charles Darwin, George Howard Darwin
(1845-1912) fait ses études & Cambridge et y devient professeur d’astronomie et de
philosophie expérimentale en 1883. A ce poste, il se consacre essentiellement & des
travaux de cosmologie et de géophysique. En particulier, il réalise un travail monu-
mental sur I’analyse harmonique des observations de marées, & partir des méthodes de

Laplace et de Kelvin. En 1899, il devient président de la Royal Astronomical Society.
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Allnutt ; his early death has deprived me of a friend and of an assistant,
whose zeal and care were mot to be easily surpassed. Since his death Mr
J.I Craig (of Emmanuel College) and Mr M.J. Berry (of Trinity College)
have rendered and are rendering valuable help. I have besides done a
great deal of computing myself. (About two thirds of the expense of these
computations have been met by grants from the Government Grant and
Donation Funds of the Royal Society.)

The reader will see that the figures have been admirably rendered by
Mr Edwin Wilson of Cambridge, and I only regret that it has not seemed
expedient to give them on a large scaley [Ibid., p. 101].

Tout cela n’est pas sans rappeler les circonstances des travaux de Bash-
forth : calculs étalés sur plusieurs années, recours a des calculateurs auxil-
iaires, course aux subventions pour pouvoir rémunérer ces collaborateurs.
Malgré ce labeur gigantesque, Darwin ne parvient a publier, en 1897, que
des conclusions partielles. Aussitot, Poincaré rend compte de I’article dans
le tome 3, paru en 1899, des Méthodes nouvelles de la mécanique céleste,
en regrettant toutefois que ces résultats incomplets ne permettent pas de
confirmer certaines conjectures.

Le cadre général du travail de Darwin étant ainsi fixé, passons a I’étude
plus précise du systeme différentiel en jeu et de la méthode d’intégration

numérique utilisée.

Le problemerestreint des trois corps

Dans le probleme restreint des trois corps, on s’intéresse au cas ou
deux des trois corps ont un mouvement circulaire et ot le troisieme est de
masse nulle. Si I’'on suppose de plus que le mouvement est plan, le systeme
différentiel se réduit au second ordre. Pour fixer les idées, sans qu’il s’agisse
forcément d’étudier une situation réelle, Darwin désigne par S (comme
Soleil) le corps le plus massif, de masse v, par J (comme Jupiter) la planete
qui tourne autour de lui, supposée de masse unité, et par P (comme
planete, ou satellite) le corps infinitésimal qui se meut dans le plan de
Porbite de J (voir fig. 4). On prend pour unité de longueur le rayon SJ.
Le repere de référence a pour origine .S, pour axe des abscisses SJ, et 'axe
des ordonnées est choisi dans le sens du mouvement orbital de Jupiter.
On désigne par z,y les coordonnées héliocentriques de P (de sorte que
ses coordonnées jovicentriques soient x — 1,y), par 7,0 ses coordonnées
polaires héliocentriques, par p, 1 ses coordonnées polaires jovicentriques.
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Enfin, on note n la vitesse angulaire orbitale de Jupiter.
Darwin obtient les équations du mouvement relatif du point P par
rapport au repere mobile sous la forme

d?z dy 09 d?y de  09Q

F I T A T TR

olt Pon a posé 2Q = v(r? +2/r) + (p*> + 2/p). On en déduit facilement
Iintégrale de Jacobi, c’est-a-dire I'intégrale des forces vives dans le mou-
vement relatif : V2 = (dz/dt)? + (dy/dt)? = 2Q — C, ot V désigne
la vitesse de P par rapport aux axes mobiles, et C' une constante. Pour
chaque point z, y de l'orbite relative de P, on note s I’abscisse curviligne, ¢
I’angle que fait la normale extérieure avec ’axe des abscisses, R le rayon
de courbure, et on désigne par xg, yo, So, Yo, Ro les valeurs que pren-
nent toutes ces quantités a l'instant initial tg. En choisissant 1’abscisse
curviligne pour variable indépendante, Darwin parvient alors a mettre le
systeme différentiel sous la forme

S R S
(1) s o
yzyo+/ cos pds, n(t—to):/ ﬁds,
S0 V

S0

SdS S .
=+ — T =2x9— sin pds,

compte tenu des relations

1 P 2n
R VZ V'
1 1
(2) P:V(r_z —r) cos(p —0) + (,0_2 —p) cos(p — 1),

V2:V(T2+§)+<P2+%)_O'

Les trois premieres équations du systeme (1) permettent, par deux
intégrations, de déterminer les coordonnées x et y, donc l'orbite relative
de P. La quatrieme équation, au moyen d’une intégration supplémentaire,
donne le temps et, par suite, 'orbite absolue de P. Le tracé point par point
de l'orbite relative ne fait ainsi intervenir que les trois premieres équations.
Sil’on remarque que les relations (2) permettent d’exprimer la courbure R
en fonction de I'angle ¢ et des coordonnées polaires r, 8, p, 1, c’est-a-dire,
en fin de compte, en fonction de ¢, x et y, il apparait que le systeme a
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Figure 4. Le probléme restreint des trois corps

intégrer est du type

(3) % = % = f(e,z,y), —ﬁ = —sin ¢, % = Cos .

La méthode d’ intégration numérique de Darwin

Darwin présente d’abord, de fagon indépendante, la formule de quadra-
ture qui va étre utilisée. Le contexte est une fonction u, de x, pour laquelle
les valeurs ..., u,_2,Un_1, U, Sont connues, mais pas encore les valeurs
Up41, Unt2, - - . L'idée d'un calcul progressif par pas liés est ainsi suggérée
d’entrée. La démonstration repose sur I'utilisation formelle des opérateurs
E = ¢¥/d% ot A = E—1, définis par Eu, = Up+1 €6 Aty = Uyy1 —Uy. Les
notations et le raisonnement sont tout a fait analogues & ceux que 1’on
trouve dans le quatrieme volume de la Mécanique céleste de Laplace [1805,
p- 205-208]. On aboutit & la formule progressive de Gregory-Newton, puis
a la formule de quadrature

n+1
/ U, dx :unﬂ—%Aun—%A%cn, —iA?’un, —71790A4un,3—-~-.
n

Darwin parvient ainsi a la méme formule implicite qu’Adams (voir § 3.2),
sans toutefois évoquer, quant a lui, la possibilité d’une formule explicite.
Pour ce qui est du démarrage des calculs, le procédé retenu est différent.
Il n’y a pas, comme chez Adams, de procédure spécifique (méthode du
développement de Taylor ou des coefficients indéterminés) pour le calcul
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des premiers termes. Darwin applique des le début la méthode multipas,
en se contentant d’exploiter les différences disponibles : & ’ordre un pour
le premier pas, a I’ordre deux pour le second pas, et ainsi de suite jusqu’a
ce qu’on atteigne 'ordre souhaité et que le procédé puisse étre stabilisé.
Pour contrebalancer le risque que les premieres valeurs soient trop peu
précises, on prend au début un pas tres petit, que ’on pourra augmenter
par la suite.

Voyons comment la méthode, qui vient d’étre exposée dans le cas
d’une seule équation, est appliquée au systeme (3). Malgré un texte
beaucoup moins précis, & ce sujet, que celui d’Adams, on peut néanmoins
reconstituer les grandes étapes du calcul. Supposons que les valeurs de
z, y, ¢ et R aient été calculées jusqu’a 'indice n et reportées, ainsi que
leurs différences, dans quatre tables. On conjecture une valeur de 1/R,, 1
(rien n’est dit sur la fagon de faire cette conjecture, mais on peut supposer
que, comme chez Adams, elle se fait au vu des différences déja calculées).
Au moyen de la formule d’intégration, arrétée aux différences troisiemes,
on calcule ¢, 41 avec la premiere équation du systeéme (3), puis x,4+1 et
Ynt1 avec les deux autres équations. Avec ces valeurs provisoires de ¢, 11,
Znt1 €t Yny1, on calcule une nouvelle valeur de 1/R,, 41, et on recommence
I’ensemble du calcul jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de variation dans la valeur
de 1/R,+1. On peut ensuite compléter les tables avec les valeurs définitives
et passer au pas suivant.

A la différence d’Adams, qui résolvait par la méthode de Newton les
équations numériques issues de la formule implicite de quadrature, Darwin
applique une technique ordinaire d’approximations successives. On peut
voir un avantage dans cette fagon de procéder : dans la méthode d’Adams,
le calculateur doit mettre en ceuvre, en alternance, deux algorithmes de
calcul tres différents (un pour le calcul des valeurs provisoires, un pour
leur correction) tandis que, dans la méthode de Darwin, il n’y a qu’une
seule procédure a appliquer, deux ou plusieurs fois a chaque étape, jusqu’a
stabilisation ; dans ce dernier cas, le calcul est beaucoup plus répétitif, et
demande sans doute moins de concentration.

Lorsqu’on pense a la totalité de la procédure qui conduit au tracé point
par point d’une orbite, on peut se demander dans quelle mesure un calcul
aussi complexe fournit des résultats fiables. Darwin se contente de tester
sa méthode par le tracé préliminaire d’une orbite elliptique connue, a
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partir de sa courbure. La précision constatée est, dit-il, surprenante. Nous
sommes bien 1a face a des mathématiques empiriques : la « preuve» d’un
algorithme réside dans sa capacité & fonctionner correctement dans des cas
particuliers connus. C’est encouragé par le résultat de ce test que Darwin
se lance avec confiance dans le calcul numérique fastidieux de nombreuses
orbites périodiques (voir fig. 5).

Figure 5. Quelques orbites périodiques tracées par E. Wilson
d’apres les calculs de Darwin [1897, planches I et II]

Comparaison entre les méthodes d’ Adams et de Darwin

Comme celui d’Adams, le travail de Darwin est un beau travail
d’analyse numérique. La question qui se pose a I’historien est bien str de
savoir si Darwin a eu connaissance des recherches de son prédécesseur, ou
s’il en a redécouvert les résultats de fagon indépendante. Les deux hommes
se connaissaient certainement puisque, a un quart de siecle d’écart, Darwin
a suivi a peu pres la méme carriere qu’Adams a Cambridge. Au moment
ou Darwin devient un astronome confirmé, Adams est sans doute en train
de prendre sa retraite. C’est le moment ou Bashforth publie ses travaux :
il est possible que Darwin ait alors discuté avec son illustre prédécesseur
de la méthode d’intégration imaginée trente ans auparavant.
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Pourtant, Darwin ne cite pas Adams dans son article, alors qu’il cite
de nombreux auteurs, y compris sur des points de détail, pour la partie
proprement astronomique de son travail. Il donne vraiment 'impression
d’avoir le souci de rendre a chacun ce qui lui est di, aussi est-on porté a le
croire lorsqu’il présente sa méthode d’intégration comme une méthode per-
sonnelle. De fait, il y a de nombreuses différences avec 'exposé d’Adams.
Darwin obtient la formule de quadrature & la maniére de Laplace, de
facon tres formelle. Par rapport & la preuve élémentaire d’Adams, cette
démonstration a 'avantage de mettre en évidence que les coefficients
de la formule implicite sont ceux du développement en série entiere de
—x/log(1l — x), d’ott un moyen simple de les calculer. Par contre, Darwin
ne présente pas de formule explicite. C’est surprenant, car son souci n’est
pas d’obtenir une extréme précision : «My object has been throughout to
cover a wide field with adequate accuracy rather than a far smaller one
with scrupulous exactness, for economy of labour is of the greatest impor-
tance in so heavy a piece of worky [Darwin 1897, p. 129]. Les choix tech-
niques faits, presque systématiquement différents de ceux d’Adams, sont
effectivement cohérents avec ce moindre souci de précision : démarrage
direct plutdt que par les séries, arrét aux différences troisiemes plutot
que quatriemes, méthode itérative ordinaire, de convergence géométrique,
plutot que méthode de Newton, de convergence rapide. Ne cherchant pas
& obtenir autant de chiffres significatifs exacts qu’Adams, Darwin aurait
pu se contenter de la méthode explicite, ce qui aurait a peu pres divisé le
volume de calcul par deux (& chaque pas, il n’y aurait pas eu d’itération
a effectuer pour corriger les valeurs provisoires). Dans ces conditions, on
peut émettre I’hypothese que, s’il n’a pas adopté la méthode explicite,
c’est qu’il n’y a pas pensé, et donc qu’il n’avait pas lu auparavant le traité
de Bashforth.

On pourrait objecter que la construction, pour une équation du second
ordre, d’'une courbe solution a partir de son rayon de courbure est
identique chez Darwin et chez Adams. On ne peut rien en déduire de plus
car c’est une méthode ancienne, déja classique dans la seconde moitié
du X1X° siecle. Darwin signale, d’ailleurs, qu’il s’est inspiré pour cela
des travaux de Lord Kelvin (voir [Thomson 1891]) : «This method is the
numerical counterpart of the graphical process described by Lord Kelvin in
his Popular Lectures, but it is very much more accurate» [Darwin 1897,
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p. 125]. A nouveau, il n’y a rien qui puisse permettre de rattacher Darwin
a Adams.

En fin de compte, il est difficile de savoir si Darwin s’est inspiré des
recherches d’Adams. Au vu de ce qui précede, il est possible de penser que
non. Dans la seconde moitié du X1X° siecle, et cela depuis Newton, il y avait
chez les astronomes anglais une sorte de culture commune de haut niveau
autour de I'interpolation, du calcul des différences finies, des quadratures
numériques. Il n’est pas impossible que deux de ces astronomes, face &
des équations différentielles du méme type, attaquant le probleme par la
meéme méthode des rayons de courbure, aient eu séparément la méme idée.

4.2. L’ améioration destables numériques : Sheppard (1899)

Deux ans a peine apres la publication de I’énorme travail de Darwin, on
retrouve une méthode multipas dans un article de W.F. Sheppard® [1899].
Il s’agit cette fois d’une recherche purement technique, ayant pour objet
la construction et ’amélioration des tables numériques des fonctions qui
sont définies par une équation différentielle.

Soit u = f(z) une fonction satisfaisant a 1’équation différentielle
du/dz = v = ¢(x,u) et a la condition initiale ug = f(xg). On note h
le pas choisi pour la construction de la table et on pose w4, = f(zo£nh).
Sheppard écrit la formule de Taylor pour u

2

h3
af“(fo) + o7 [ (o) + -+,

(1) w=f(zo+h) :u0+hf/($o)+ 31

et développe de méme les différences finies régressives de v
hvo = hf'(z0),
Ahv_y = W2 f"(wo) = 3 f" (wo) + h* ¥ (wo) =+,

(2) A2h1} 2_h3 ///( ) h4f1v( ) e
APhv_g = h* 7V (z0) —

9 William F. Sheppard (1863-1936) fait ses études au Trinity College de Cambridge.
En 1928, il est président de la British Mathematical Association. Pour la plupart, ses
travaux relevent des statistiques et ont trait & la méthode des différences finies et a
leurs applications. En particulier, c’est & Sheppard que ’on doit 'introduction des
différences centrales et les notations associées.
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Par élimination des dérivées entre (1) et (2), il retrouve 'une des formules
d’Adams (voir § 3.2)

(3) w1 =wup+ hvy + %Ath + %Azhv,Q + %A?’hv,g

251 A4 95 A5
+ mA hv_4 + @A hv_s+---,

en affirmant, sans démonstration, que les coefficients de la série (3) sont
ceux du développement en série entiere de —6/[(1 — 0) log(1 — 6)]. Ainsi,
il met en évidence un moyen simple de construire une table des valeurs
de la fonction wu, des lors que les premieres valeurs sont connues. Dans la
pratique, on s’arréte aux différences quatriemes. La précision est évaluée
empiriquement par un test sur une fonction déja connue : on constate que,
pour la fonction tangente, la méthode fournit des valeurs correctes a la
précision 1077,

Tout comme celui de Darwin, le texte de Sheppard semble indépendant
de celui d’Adams. Tandis que Darwin ne trouvait que la formule implicite,
seule apparait, cette fois, la formule explicite. Par ailleurs, la démonstration
est présentée d'une troisiéme fagon, qui differe autant de l'intégration
terme a terme d’Adams que des séries génératrices de Darwin. Contraire-
ment a ses prédécesseurs, Sheppard ne parle pas de formule de quadra-
ture ou d’intégration, mais de formule de dérivation. Il raisonne en sens
inverse : son objectif est d’exprimer la fonction a calculer a partir de
ses dérivées, données par 1’équation différentielle, et, pour faciliter le cal-
cul, de remplacer les dérivées par les différences finies. Enfin, il affirme
que sa découverte est issue d’une réflexion sur certaines méthodes tra-
ditionnelles de construction des tables des fonctions usuelles, méthodes
qui exploitent les équations fonctionnelles (en particulier différentielles)
vérifiées par ces fonctions pour exprimer chaque valeur de la table & par-
tir d’une ou plusieurs des valeurs précédentes. On est loin de 'intégration
numérique des équations du second ordre de la physique mathématique
ou de la mécanique céleste. Indéniablement, tout porte a penser que, dans
un contexte général favorable a son émergence, la méthode multipas fut
inventée une troisieme fois de fagon autonome. Une confirmation de ce
fait se trouve dans un article assez connu de L.F. Richardson [1910] : pour
la création de méthodes de différences finies destinées aux équations aux
dérivées partielles, Richardson déclare qu’il s’est inspiré de Sheppard, sans

faire la moindre référence ni & Adams ni & Darwin.
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4.3. Lesauroresboréales: Starmer (1907)

A partir de 1904, dans le but d’expliquer le phénomene des aurores
boréales, le physicien norvégien Carl Stgrmer!© s’intéresse aux trajectoires
des corpuscules électrisés dans ’espace sous I'action du magnétisme ter-
restre. Apres quelques publications préliminaires [Stgrmer 1906a,b], il fait
paraitre en 1907, sous forme de feuilleton, un mémoire de synthese fort
conséquent (139 pages) rassemblant les résultats de ses travaux [Stgrmer
1907]. Diverses recherches avaient déja été conduites, & la fin du XIxX®
siecle, pour tenter d’expliquer le phénomene des aurores boréales. A
la suite de deux expéditions norvégiennes, en 1899-1900 et 1902-1903,
Birkeland avait formulé I’hypothese que ’aurore boréale serait due a une
phosphorescence de 'air causée par 'absorption, au poéle magnétique ter-
restre, de rayons cathodiques émis par les taches du Soleil. Birkeland sim-
ula le phénomene avec succes en exposant un petit globe magnétique,
censé représenter la Terre, a des radiations cathodiques dans ’air raréfié.
Lorsque 1’électro-aimant est inactif, on observe une phosphorescence
réguliere de 'hémisphere tourné vers la cathode; au contraire, des que
I’électro-aimant est mis en activité, les rayons se concentrent sur deux ban-
des entourant les poles magnétiques, qui rappellent précisément les cein-
tures de fréquence maximum des aurores boréales. L’objectif de Stgrmer
est alors d’expliquer par I’analyse mathématique les expériences de Birke-
land. Pour cela, il se propose de déterminer, de maniére théorique, les tra-
jectoires des corpuscules électriques venant de I'espace cosmique et déviés
sous l'action du champ magnétique terrestre, en faisant I’hypothese simpli-
ficatrice que le champ magnétique terrestre peut étre assimilé a celui d’un

aimant élémentaire placé au centre de la Terre et de méme axe magnétique.

Les éguations différentielles des trajectoires

Dans la premiere partie du mémoire de 1907, Stgrmer rappelle comment
on obtient les équations différentielles des trajectoires. Nous passerons
vite sur cette mise en équations, en nous contentant de résumer les
résultats utiles a notre propos. Soient x,y, z les coordonnées d’un point

de la trajectoire dans un systeme de coordonnées cartésiennes arbitraires,

10 Fredrik Carl Miilertz Stgrmer (1874-1957) fait ses études & 1'Université d’Oslo. 1
commence sa carriere scientifique par des travaux de mathématiques pures (en théorie
des nombres) puis, & partir de 1903, s’oriente vers les mathématiques appliquées.
L’étude des aurores boréales I’occupa quasiment jusqu’a sa mort.
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X,Y, Z les projections de la force magnétique sur les axes de coordonnées,
Hy la valeur de la force magnétique en un point ou la trajectoire lui est
normale et pg la valeur correspondante du rayon de courbure. Le produit
Hypo, caractéristique de la nature du corpuscule, peut étre déterminé
par Dexpérience. On choisit pour variable indépendante 'arc s de la
trajectoire, compté positivement dans la direction du mouvement. Avec
ces notations, les équations de la trajectoire sont!!

A2z dz dy

+ Hypp—5 =Y — —-7—,
00" 352 ds ds
d2y dz dz

I + Hopp—= =2 — —X—,
) 042 T ds T T ds
d2z dy dz

+ H =X—-=-Y—,
0P0 452 ds  ds

avec un signe + ou — , selon que la charge du corpuscule est positive ou

négative.

Dans le cas ou le champ magnétique est dii & un aimant élémentaire de
moment M, situé a l'origine, avec son axe le long de ’axe des z et le pole
sud vers les 2 positifs, X, Y et Z sont les dérivées partielles de Mz /73, ot
r? = 2% + y% + 22 La constante ¢ = \/M/(Hgpo) détermine la dimension
des trajectoires : il suffit d’étudier celles-ci dans le cas ou ¢ = 1, les autres
cas s’en déduisant par une homothétie de centre l'origine et de rapport c.
On peut enfin se limiter aux trajectoires des corpuscules négatifs, si 'on
observe que le changement de signe correspond & une réflexion par rapport
au plan des yz. Compte tenu de ces réductions, le systeme (I) prend la
forme (III)

d?x 1 d 9 o\ dy

o e - e g

d2y 1 dz dz
11 Ty 172 2ydr g dz
(D dsz 1% [(32 m) g ds}’

d2z 1 dy dx

rr i AL et vl

La symétrie par rapport a I’axe des z incite a introduire les coordonnées
semi-polaires R et ¢ (définies par x = Rcosy et y = Rsinyp). Dans

11 Ici, exceptionnellement, nous avons conservé la numérotation originale des formules
afin que l'extrait du mémoire que nous citons ensuite reste cohérent.
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le nouveau systeme de repérage, Stgrmer réussit a intégrer I'une des
équations, qui devient
d R?

®
v RZ-Z =2 -,
(IV) L -t

oll v est une constante d’intégration. Pour le reste du systeme (IIT), on
obtient

@G HE T -5

AR 2 dzn 2 2 2

(%) (@) =1-(F+5)
2y R

En introduisant la fonction @ = 1 — [— + , Stgrmer

2

R e
parvient a mettre le systeme (VI) sous une forme qu'il qualifie d’élégante

d2R_18Q dzz_laQ7

& " 39R 4 20:
(v inye a2

(&) +(5) -¢
Cette forme hamiltonienne permet des analogies mécaniques intéressantes.
Grace a l'intégrale premiere, qui joue le role d’une intégrale de la force vive,
le systeme (VII) ramene la détermination de R et z & la résolution d’une
équation différentielle du second ordre et & une quadrature. L’équation
(IV) permet ensuite de trouver ¢ par une nouvelle quadrature. Finale-
ment, une intégration exacte éventuelle du systeme (III), qui détermine
les trajectoires, exigerait 'intégration d’une équation différentielle du sec-
ond ordre et deux quadratures. Malgré ses efforts, Stgrmer ne parvient pas
a intégrer I’équation du second ordre sur laquelle tout repose, et se trouve
contraint de recourir & une intégration numérique directe du systeme (I11).

La méthode d’ intégration numérique de Star mer

Le chapitre III du mémoire est plus particulierement consacré a
I'intégration numérique des équations des trajectoires. Voici son intro-
duction :

«Comme je l'ai déja fait remarquer dans mon mémoire de 1904, il
n’est nullement indispensable pour les applications physiques d’intégrer
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complétement les équations différentielles (IIT). En effet, il existe déja des
méthodes puissantes a l'aide desquelles on peut calculer numériquement
une courbe intégrale quelconque avec autant d’approzimation qu’on veut,
seulement il faut avoir assez de temps et de patience, car les calculs sont
d’une extréme longueur :

Ce sont les méthodes d’intégration numérique, méthodes souvent emplo-
yées dans ’astronomie pour calculer les perturbations et qui devraient étre
employées par les physiciens mathématiques beaucoup plus qu’elles ne l’ont
€té jusqu’ici.

Pendant plus de trois ans, j’ai entrepris de pareils calculs, aidé par une
série d’étudiants en mathématiques. Nous avons d’abord suivi la méthode
proposée par H.G. Darwin dans ses calculs des mouvements “des trois
corps” ; cependant pour notre but, cette méthode n’était pas assez pratique
et j'ai simplifié ensuite considérablement le calcul en introduisant des
procédés analogues o ceux employés dans la théorie des perturbationsy
[Stgrmer 1907, p. 221-222].

Stgrmer est tres clair quant a ses sources : il a eu connaissance du
travail de Darwin et, sans doute a partir de la, s’est penché avec soin sur
les méthodes de quadrature mécanique des astronomes. Par contre, il ne
cite pas le traité de Bashforth et Adams, nouvelle preuve que ce traité
a eu une audience quasi nulle dans les années qui suivirent sa parution.
Il semble d’ailleurs assez naturel qu'un mémoire comme celui de Darwin,
publié dans une revue relativement connue comme les Acta mathematica,
soit tombé plus facilement sous les yeux d’un chercheur qu'un traité
publié isolément. Stgrmer a donc essayé, dans un premier temps, les
méthodes connues de ses prédécesseurs, avant d’étre contraint, de par
la nature de son probleme, d’en imaginer une plus pratique. Pour y voir
clair; décrivons d’abord les grandes étapes du calcul. Pour commencer, on
integre numériquement le systeme (VI) en appliquant la nouvelle méthode,
ce qui conduit & la connaissance des fonctions R et z sous forme de tables.
On calcule ensuite une table de la fonction ¢, & partir de I’équation (IV),
par quadrature numérique selon la formule de Simpson. On peut enfin
dresser des tables de valeurs des coordonnées (x = Rcos p, y = Rsin g, z),
et construire point par point une trajectoire approchée.

Examinons de plus pres la premiere étape du processus, la seule qui
nous intéresseici. Un point de départ (s, Ro, 20) étant donné, on considere
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une série de valeurs équidistantes de s
sx=8+MNs, A=....n—2n—1nn+1l,n+2...)

et on pose Ry = R(sy), zx = z(s)), px = R"(5))(As)? et (\ = 2" (5))(As)?
L’objectif est de construire des tables des Ry et des sx. Supposons qu’on
connaisse déja les deux tableaux ci-dessous et qu’on veuille calculer les
valeurs suivantes R, 11 et zp41.

Sn—3 Rn,3 Aan,zl Pn—3 Azpn,4 A4pn,5
ARn,3 Apn,;), Agpn,zl
Sn—a | Rpn—o AR, _3 | pn_s A2p,_3
ARH,Q Apn,Q
Sn—1 Rn,1 Aanfz Pn—1
AR, 1
Sn R,
Spn—3 | Zn—3 Azznfél Cn-3 Az(nfél A4<n75
Azp_3 Aln-3 A3471—4
Sn—2 | Zn—a A2z, 4 Cn—2 Azgn_g
Azy_o AVEN
Sp—1 | Zn—1 Az _o | G
Az, 1
Sn Zn

On calcule d’abord p,, et ¢, a laide des équations différentielles. Celles-
ci expriment en effet R’ (s,) et 2”(s,) en fonction de R, et z,, qui sont
connus. Par des soustractions, on complete ensuite les tables de différences
de p et ¢, en y inscrivant les valeurs de Ap,,_1, A%pn_o, A%p,_3, Ap,_4,
Alp_1, A%p_o, A3Cn_3, A*Cu_y. Le probleme est alors de trouver R,
et zp41 par une formule de quadrature double adaptée. Dans ce but,
Stgrmer développe la différence seconde

A’R, 1 = Rpy1 — 2R, + Ry_1 = R(s, + As) + R(s,, — As) — 2R(sy)

d’apres la formule de Taylor, puis exprime les dérivées en fonction des
différences finies pour aboutir &

A’R, 1 = pp + %A2pn_1 — %A‘lpn_Q 4
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Cette série ne convient pas car elle fait intervenir des différences qui ne
sont pas encore dans le tableau. Pour se ramener a des différences connues,
on observe que

A2,07171 = A2pn72 + Aspn72 = A2,07172 + A3pn73 + A4pn737
d’ou le nouveau développement

A2E£n—1 = Pn + % [A2pn—2 + A3pn—3 + A4pn—3] - ﬁAzlpn—? + e

Si l'on néglige les différences cinquiemes, ce qui revient a considérer
que les différences quatriemes sont constantes, on peut écrire Ap, o =
A*p,_3 = A*p,_4 et obtenir une formule de quadrature approchée ne
faisant enfin intervenir que des différences connues

Aan,1 = Pn + % [A2pn72 + AS,OnfS + A4/07174 - %OAlenfél] .

L’expression est laissée sous cette forme, mieux adaptée au calcul a la

main que la forme réduite
A2E£n—1 = pn + %A2pn—2 + %Agpn—?, + %Aélpn—éb

Ainsi, par un bricolage peu élégant mais efficace, Stgrmer trouve — peut-
étre sans en étre conscient — les premiers termes d’une des formules de
quadrature double associées a la série de Gregory-Newton (voir §1.3,
formule (4)). A partir de 13, il est possible de calculer successivement
A%R, 1, AR, et R, puis, de facon analogue, A%z, 1, Az, et z,11.
Il reste a dire quelques mots sur la détermination des premieres valeurs.
Pour cela, Stgrmer met au point un algorithme de démarrage différent
a la fois de celui d’Adams et de celui de Darwin : sur Uintervalle initial
[s0, S0 +4As], il réalise en fait une quadrature mécanique selon un schéma
classique d’approximations successives, en s’inspirant directement des
techniques traditionnelles des astronomes.

Finalement, la démarche de Stgrmer se situe a I'opposé de 'usage en
vigueur depuis Euler. Jusque-la, l'intégration numérique des équations
différentielles de la physique avait en général été réalisée en ramenant
les équations du second ordre a des équations du premier ordre, y
compris lors des premiéres méthodes multipas, comme nous I'avons vu

chez Adams et chez Darwin. Stgrmer préfere intégrer directement les
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équations du second ordre. On peut y voir un double avantage : d’une
part, le volume global de calcul est réduit (remplacer une équation du
second ordre par deux équations du premier ordre introduirait une table
de différences supplémentaire & tenir & jour) ; d’autre part, par rapport aux
formules d’Adams, la formule de quadrature double de Stgrmer contient
des coefficients plus simples, qui se prétent bien mieux au calcul a la main.

Réalisation des calculs

Nous avons déja vu que, comme ceux de Darwin, les calculs ont duré
plus de trois ans. Pour les mener a terme, Stgrmer s’est fait aider par une
série d’étudiants en mathématiques. Diverses notes nous permettent d’en
savoir plus :

«Le calcul a été fait par un de mes assistants, Mlle M. Geelmuyden»
[Stgrmer 1907, p. 151].

«Le calcul de ces faisceaur a été fait pour la plus grande part par mes
assistants Mlles A. Hals et G. Ruud et par MM. Olden, Bjerke et Vegard»
[Ibid., p. 235].

«La plus grande partie du travail a été exécutée par un de mes assis-
tants, Mlle G. Ruud ; quelques courbes ont été calculées par Mlle Geelmuy-
den et M. Krekling» [Ibid., p. 237].

Ainsi, au moins sept étudiants ont été mobilisés pour ces calculs de
trajectoires par intégration numérique (nous ne mentionnons pas ceux
qui ont été utilisés a des calculs directs dans des cas particuliers ou
les équations sont intégrables). Comme pour les calculs de Bashforth
et de Darwin, un financement a du étre demandé : «La majeure partie
de la dépense a été fournie par “la fondation de Fritjof Nansen pour
lavancement de la science”» [Ibid., p. 222]. Enfin, par des remarques ici et
la, St@rmer tient a attirer I’attention sur I’énormité du travail accompli :

«FEn tout nous avons calculé plus de 120 trajectoires différentes, travail
immense qui a exigé plus de 4500 heuresy [Ibid., p. 222].

«Quand on est suffisamment exercé, on calcule environ trois points
(R, z) par heurey [Ibid., p. 234].

«En moyenne, nous avons calculé 95 points pour chaque courbe, ce qui
correspond ¢ un travail de calcul de plus de 700 heuresy [Ibid., p. 237].
(Il s’agit ici de courbes particulieres aboutissant a ’origine.)

Dans une communication faite ultérieurement par Stgrmer au Congres
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de Strasbourg en 1920, nous apprenons que «les calculs originauz, com-
prenant environ 3.000 pages in-folio avec 358 grandes planches, et encore
3.800 pages de développements mathématiques correspondants, apparti-
ennent maintenant a la collection de manuscrits de la Bibliothéque de
UUniversité, Christiania» [Stormer 1921, p. 243, note (1)]. Les résultats
des calculs ont été publiés dans des mémoires séparés [Stormer 1913]. A
cOté des tables numériques, on trouve des tracés géométriques permet-
tant de visualiser les projections planes de certaines trajectoires spatiales.
Des maquettes ont méme été construites pour représenter les trajectoires
en trois dimensions. La photographie de I'une d’elles est insérée dans le
mémoire de 1907 (voir fig. 6). Dans une des notes publiées par Stgrmer
dans les Comptes rendus de I’Académie des sciences [1906b, t. 143, p. 140],
on trouve aussi deux photographies cote a cote permettant d’avoir une
vision stéréoscopique de la méme maquette.

Les calculs monstrueux réalisés par 1’équipe de Stgrmer ont heureuse-
ment permis d’obtenir des conclusions satisfaisantes. Le calcul numérique
d’un grand nombre de trajectoires est en bon accord tant avec les
expériences de Birkeland qu’avec les observations des aurores boréales.
En effet, les trajectoires théoriques rencontrent I’atmosphere a I'intérieur
de deux zones limitées par des cercles ayant leurs centres sur l'axe
magnétique, I'une dans les régions arctiques, l'autre dans les régions
antarctiques. Il y a toutefois un léger désaccord entre les latitudes cal-
culées et les latitudes réelles, mais Stgrmer pense qu’il peut étre attribué
a I’hypothese simplificatrice consistant a remplacer le champ magnétique
de la Terre par le champ d’un aimant élémentaire. Plusieurs détails des
phénomenes sont aussi expliqués, par exemple : «Il était fort difficile
d’expliquer par les théories anciennes le fait que les aurores peuvent
apparaitre pendant la nuit; ce fait est une conséquence immédiate de
notre théorie. En effet, nous avons vu comment les corpuscules venant du
soleil peuvent faire des circuits plus ou moins complets autour de la terre et
arriver a 'atmospheére en des endroits restant dans la nuit»[Stgrmer 1907,
p- 330]. On le constate effectivement sur la maquette : certains rayons frap-
pent la Terre sur la face opposée au Soleil.

5. COMPARAISON ET DIFFUSION DESMETHODESMULTIPAS

Dans les paragraphes précédents, nous avons présenté de facon relative-
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Figure 6. Trajectoires des rayons cosmiques expliquant le phénomene

des aurores boréales [Stgrmer 1907, p. 243]

ment détaillée les premiers exemples de méthodes multipas qui surgirent,
rappelons-le, entre 1855 et 1907. Cette étude, essentiellement descriptive
et chronologique, était motivée par la volonté de tirer de 'oubli des textes
qui, & part peut-étre celui de Bashforth et Adams, semblent aujourd’hui
injustement méconnus. Nous en avons profité pour brosser un premier
panorama de la situation et esquisser quelques analyses. Il est maintenant
opportun d’y revenir de maniere synthétique et comparative.

5.1. Origine et comparaison des méthodes multipas
Pour aborder un probleme différentiel, on peut se ramener soit a un
systeme d’équations du premier ordre, soit a un systeme d’équations du
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second ordre ne faisant pas intervenir les dérivées premieres. Quand on
désire travailler par pas avec une équation du premier ordre y' = f(z,y),
on la remplace par 1’équation aux différences

T1

(1) Ayo=y1 — Yo = / fu,y(w)) du.

Zo

Dans le cas d’une équation du second ordre du type y” = f(x,y), I'usage
classique, afin de ne pas faire intervenir les valeurs de la dérivée premiere,
est de considérer I’équation aux différences

2) A=y —2y+ya
:/ 7 du/ f(v,y(v))dv+/ du/ f(v,y(v))dv.

Dans (1) et (2), il reste & calculer de fagon approchée les intégrales du
second membre. Supposons qu’on connaisse déja les valeurs de y en des
points x_,,,...,T_1,xg. Dans les méthodes explicites, on remplace la fonc-
tion u — f(u,y(u)) par le polynéme d’interpolation de Gregory-Newton
qui coincide avec elle aux points x_,,...,x_1,29. En substance, c’est
ce que font Adams et Sheppard pour le premier ordre, Stgrmer pour
le second ordre. Les méthodes explicites, tres naturelles, permettent un
calcul direct de la nouvelle valeur y;. Par contre, dans les méthodes
implicites, on fait intervenir y; des le calcul de quadrature, en con-
sidérant cette fois le polynome d’interpolation de Gregory-Newton aux
points x_y,41,...,%0, 1. La nouvelle valeur y; apparait alors implicite-
ment comme solution d’une équation a une seule inconnue. C’est le choix
conscient d’Adams et Darwin dans le cas du premier ordre. Pour le second
ordre, Bond et Cowell pratiquent aussi cette méthode sans le savoir, tout
simplement parce que les deux premiers termes de la formule de quadra-
ture double de Newton-Stirling sont les mémes que ceux de la formule cor-
respondante de Gregory-Newton! Dans la suite, nous rattacherons tout
de méme les travaux de Bond et Cowell aux méthodes multipas car, tant
qu’on s’en tient aux différences secondes, rien ne permet de les distinguer
des autres. Le tableau récapitulatif suivant montre que les quatre possi-
bilités envisageables a partir de la série d’interpolation de Gregory-Newton
(quadrature simple ou double, explicite ou implicite) ont été effectivement
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explorées (plus ou moins consciemment) entre 1849 et 1908 :

E‘quation du premier ordre
y' = f(x,v), quadrature simple

Quadrature explicite | Adams (1855); Sheppard (1899)
par extrapolation Ayg = Az (f0+ % Af_1+ % AZf o )

Quadrature implicite | Adams (1855); Darwin (1897)
par interpolation Ayo = Az(fi— % Afo— % A2f i)

FEquation du second ordre
1

y" = f(x,y), quadrature double

Quadrature explicite | Stermer (1907)
par extrapolation A%y = (Az)? (f0-|- % AZf o - )

Quadrature implicite | Bond (1849); Cowell (1908)
par interpolation A%y = (Ax)? (fl—Af0+ % AZf_ 4. )

Tableau 1. Les quatre fagons d’intégrer la série de Gregory-Newton

On peut se demander pourquoi cette application directe de la for-
mule de Gregory-Newton aux équations différentielles n’a pas été ima-
ginée beaucoup plus tot. Il y a une explication simple. Pour le calcul des
intégrales, les savants ont vite abandonné la série de Gregory-Newton au
profit de séries convergeant plus rapidement, telles les séries de Newton-
Stirling ou de Newton-Bessel. L’inconvénient de ces nouvelles séries, en
ce qui concerne les équations différentielles, est de faire intervenir les
différences centrales et donc, comme nous l’avons souligné & plusieurs
reprises, plusieurs valeurs de y qu’on ne connait pas encore. Si 'on
cherche a appliquer les formules correspondantes de quadrature numérique
aux équations aux différences (1) et (2), on aboutit & des systemes
d’équations a plusieurs inconnues déterminant implicitement et simul-
tanément plusieurs valeurs de y. Cet état de fait a conduit les astronomes
a développer aveuglément de lourds schémas d’approximations succes-
sives, tout en empéchant les plus clairvoyants, tels Legendre, de concevoir
les méthodes multipas. Pour progresser dans le domaine des équations
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différentielles, il fallait revenir aux sources, c’est-a-dire a ’antique formule
de Gregory-Newton. Paradoxalement, on peut dire que les progres réalisés
dans le calcul numérique des intégrales ont constitué un obstacle pour
I'intégration numérique des équations différentielles. Plus les formules de
quadrature étaient performantes pour les intégrales, moins elles 1’étaient
pour les équations différentielles! Grace a la formule de Gregory-Newton,
on revient aussitot a un calcul par pas simple et naturel, oti chaque nou-
velle valeur est calculée a partir des précédentes, soit explicitement, soit
implicitement mais, cette fois, a partir d’une équation numérique a une
seule inconnue. (La préférence, surprenante a priori, pour les méthodes
implicites se justifie empiriquement par une meilleure précision et une
meilleure stabilité.)

Si I'on exclut la tentative embryonnaire de Bond, en 1849, et le travail
non encore publié d’Adams, en 1855, on peut affirmer que les méthodes
multipas sont créées plusieurs fois, de facon indépendante, dans une assez
courte période débutant en 1883. Ce développement se fait parallelement
aux méthodes de Runge-Heun-Kutta, qui voient le jour en Allemagne
entre 1894 et 1901. Les deux courants sont completement indépendants,
quoiqu’ayant des buts communs : en fin de compte, il s’agit chaque fois
d’adapter les quadratures numériques aux équations différentielles, afin de
dépasser ’ancienne méthode d’Euler avec développement de Taylor. Les
solutions trouvées pour éviter le calcul des dérivées successives — hantise
supréme des calculateurs — sont tres différentes : pas divisés pour les
allemands, pas multiples pour les anglais. Il semble pertinent de comparer
lefficacité des deux démarches selon le critére proposé par Runge en
1895 : l'ordre d’'une méthode par pas est défini a partir du nombre de
termes communs dans les développements de Taylor de la vraie valeur
y(x1) = y(zo + Ax) et de la valeur approchée y1 = yo + Ayo. De plus, la
partie principale de la différence entre valeur exacte et valeur approchée
fournit une estimation de l'erreur de méthode pour un pas. A titre de
comparaison, rappelons que, dans les méthodes classiques de Runge-Kutta
(obtenues par Kutta, en 1901, apres bien des efforts), les développements
de Taylor coincident jusqu’au quatrieme ordre (autrement dit, l'erreur de
méthode élémentaire pour un pas est du cinquieéme ordre). Pour simplifier

I’écriture, notons le développement de Taylor de la vraie valeur sous la
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forme
Az)? Ax)3 Ax)t
y(xl):yo+AAx+B( Qx) +C( ﬁx) +D(QZ)
(Ax)d (Az)S (Az)7
TE 0 T 0 900

Dans le tableau 2 (voir page suivante), nous donnons, pour chacune des
formules approchées effectivement utilisées dans les grandes applications
de la seconde moitié du XIX° siecle, la partie principale de l’erreur

y(r1) — 1.

Application Formule approchée Erreur

Bashforth (1855) | y1 = yo

+Az(f1 = $Afo— 5 A% 1 | — 1o F(A2)0 + -
1 A3 19 A4

—9p A2 = g A -a)

Darwin (1897) Y1 = Yo

A _Llap 1 A2 A9 peAr) 4.

+ x(fl 2 fO 12 f—l 720 ( .I‘) +
—g1A°f2)

Sheppard (1899) | y1 = yo
+Az(fo+ LAf 4 BA Ly |+ DB F(Aa)0 £

3 251 288
TS A s+ 255 AN y)

Stegrmer (1907) Y1 = 2yo — Y—1

+(Ax)2(fo+%A2f72 +%G(Am)7+...
1 A3 19 A4
+EA fos+ mA f-a
Cowell (1908) Y1 =2y0 —y—1 L p(Az)S + -

HAR2(fy — Afo+ 5 A2fy) | 20

Tableau 2. Ordre et erreur des méthodes multipas

On retrouve, sur ce tableau, les phénomenes qui ont guidé nos util-
isateurs dans le choix d’une méthode, chaque fois qu’ils en ont comparé
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plusieurs : pour un calcul poussé jusqu’au méme ordre de différences finies,
les méthodes implicites sont plus précises que les méthodes explicites
(remarqué par Adams) et 'emploi d’une équation du second ordre plus
efficace que celui d’une équation du premier ordre (souligné par Stgrmer).
On voit aussi que, des 1855, avait émergé la trame générale de méthodes
de différences plus précises que celles de Runge-Heun-Kutta, qui devaient
voir le jour quarante ans plus tard. De plus, le principe des algorithmes
multipas permet d’obtenir sans effort des formules aussi précises que 1’on
veut : il suffit de prendre en compte de nouveaux termes dans les séries de
différences. Que ’on pense, par comparaison, a I’extréme difficulté de mise
au point d’une méthode de Kutta, qui demande, pour la détermination
des coeflicients, la résolution d’un systeme non linéaire a un grand nombre
d’inconnues. Le seul inconvénient pratique des méthodes multipas réside
évidemment dans la nécessité de déterminer des valeurs de démarrage par
un autre procédé, mais cet inconvénient est négligeable quand on a ensuite
un tres grand nombre de valeurs a calculer par la méthode multipas pro-
prement dite.

Notons que dans aucun des textes étudiés n’apparait I’estimation de
lordre de l'erreur telle que nous l'avons faite a la maniere de Runge.
Au lieu de ce calcul, pourtant a la portée de tous les savants rencontrés,
on ne trouve que des affirmations vagues selon lesquelles l'erreur est de
I’ordre des premieres différences négligées. Ce n’est que tardivement, sans
doute sous 'influence des articles de Runge, que I'on s’intéressera de plus
pres a cette erreur. Par exemple, il faut attendre 1920 pour que Stgrmer,
dans sa communication au Congres de Strasbourg, prouve que l'erreur
de sa méthode est un «infiniment petit du septiéme ordrey» [Stormer 1921,
p. 247], avec le coefficient 3/40 de notre tableau. En fait, il faudra attendre
le milieu du XX° siecle pour que le calcul d’erreur fasse des progres décisifs.
Auparavant, I'estimation de Perreur est toujours empirique : on apprécie
le nombre probable de décimales correctes en testant la méthode sur des
problémes simples dont la solution exacte est connue (Darwin et Sheppard
nous racontent explicitement leurs essais; les autres ne disent rien de
précis a ce sujet, mais tout laisse a penser qu’ils eurent un comportement
semblable).

Nous pouvons faire plusieurs remarques a propos de ces méthodes
extrémement précises. D’abord un constat sur la nationalité des décou-
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vreurs : Bond est américain ; Bashforth, Adams, Sheppard, Darwin, Cowell
et Crommelin sont britanniques; quant a Stgrmer, c¢’est un nordique qui
s’inspire directement de Darwin. Si les méthodes de Runge-Heun-Kutta
sont issues de la tradition germanique, en particulier des travaux de Euler
et Gauss, les méthodes multipas sont, elles, purement anglaises : elles nais-
sent d’un retour aux séries d’interpolation de Gregory-Newton. Ensuite,
un second constat quant aux problemes : il s’agit soit de problemes
de mécanique céleste (Bond, Darwin, Cowell), soit de problemes de
physique mathématique analogues a ceux de la mécanique céleste, pour
lesquels les physiciens font appel, directement (Bashforth) ou indirecte-
ment (Stgrmer), & des astronomes. Lorsque ces deux conditions sont
réunies (probleme de type mécanique céleste résistant aux méthodes clas-
siques, astronome anglais ayant une solide culture de 'interpolation et des
différences finies), une méthode multipas peut apparaitre. Sans vouloir
dénier a Adams la primeur de la découverte, ni sous-estimer la possible
influence de ses travaux sur ses successeurs, il semble que la recette ait
fonctionné plusieurs fois au tournant du siéecle. Disons que les méthodes
multipas sont a la fois une idée originale d’Adams et une ceuvre collective

des astronomes britanniques.

5.2. Un produit caractéristique des mathématiques appliquées

Un autre theéeme doit étre abordé pour caractériser la naissance
des méthodes multipas : l'aspect proprement numérique. En quoi ces
méthodes correspondaient-elles aux conceptions et aux techniques de cal-
cul en vigueur dans la seconde moitié du XI1X° siecle ?

L’évolution du concept de fonction a été abondamment étudiée. Les his-
toriens ont analysé I’émergence, vers le milieu du XIX° siecle, de la notion la
plus générale d’une fonction y d’une variable x, congue comme une corre-
spondance arbitraire entre valeurs de x et valeurs de y, sans que cette cor-
respondance s’exprime nécessairement par une loi analytique. Ce concept
de fonction, abstrait, idéal, a été d’une grande fécondité mathématique :
il a permis de passer de 1’étude de fonctions particulieres (& partir de la
forme de leur expression analytique) & I’étude de classes générales de fonc-
tions (caractérisées par un ensemble de propriétés données). Il est pour-
tant vraisemblable que, a la méme époque, le nouveau concept de fonction
n’ait eu aucune influence aupres des utilisateurs des mathématiques, qu’ils
fussent physiciens ou astronomes.
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Dans les applications qui nous intéressent, une fonction apparait tou-
jours en tant que solution d’une équation différentielle. La démarche
qui est systématiquement essayée d’abord, vise & exprimer la fonction
explicitement. En cas d’échec, on a recours a 'intégration numérique :
il s’agit de construire, par un procédé quelconque, une table de valeurs
d’une fonction condamnée a demeurer cachée. On pourrait voir la une
sorte de régression, un retour au concept primitif de fonction que l’on
a décelé dans les tables antiques, telles les tables de racines carrées des
babyloniens ou les tables de cordes de Ptolémée. Réduire a une table une
fonction définie par une formule ou une équation, c’est passer d’une infor-
mation compléte, mais inutilisable en pratique, a une information par-
tielle, mais directement exploitable (que 1’on songe aux éphémérides des
astronomes). Au niveau des applications et du calcul numérique , on peut
avancer que ce concept tabulaire de fonction a sans doute joué un role fon-
damental largement mésestimé. Depuis 'antiquité, une immense culture
s’est peu a peu développée autour de la confection des tables numériques,
de l'interpolation, des différences finies, ainsi que sur la manipulation de
fonctions données sous forme de tables. Dans la pratique, c¢’était bien le
plus souvent & partir de tables qu’il fallait interpoler, extrapoler, inverser,
dériver, intégrer les fonctions qui se présentaient. Si cette culture tab-
ulaire semble dominante a peu pres jusqu’au milieu du XX siecle, on
constate que sa place est considérablement réduite dans les ouvrages
d’analyse numérique plus récents. En effet, avec I'introduction des cal-
culateurs électroniques, le point de vue a vite changé : il est probable que,
dans l'esprit d’un utilisateur d’aujourd’hui, une fonction n’est plus une
table mais plutot un algorithme ou un programme d’ordinateur fonction-
nant comme une boite noire et renvoyant, a la demande, une valeur de la
fonction lorsqu’on entre une valeur de la variable.

Dans les applications que nous avons étudiées, qu’il s’agisse de la forme
des gouttes de liquide de Bashforth, des orbites périodiques de Darwin, des
trajectoires des corpuscules électrisés de Stgrmer, des éphémérides de la
comete de Halley calculées par Clairaut et Cowell ou, plus généralement,
du calcul des perturbations spéciales de Gauss et Encke, I'objectif est
toujours de construire une table. Chez Sheppard, cas particulier un peu
a part, il s’agit méme d’apprendre a construire directement des tables,
indépendamment de toute application. Si I'on songe que la culture de
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Iinterpolation et des différences finies était par excellence l’apanage
des astronomes, il n’est pas surprenant, a nouveau, de retrouver des
astronomes a la source de toutes les méthodes multipas.

Nous faisons ainsi le constat que les méthodes multipas, tout comme les
anciennes quadratures mécaniques par approximations successives, sont
un pur produit des mathématiques appliquées et du concept tabulaire de
fonction. Elles sont toujours concues en situation, pour répondre & un
besoin pratique. Elles ont pour but de faciliter la construction de tables
de valeurs des solutions, en s’appuyant sur le calcul des différences finies.
Par opposition, les méthodes concurrentes de Runge-Heun-Kutta sont
engendrées a la méme époque de maniere plus théorique, hors contexte :
ni Runge, ni Heun, ni Kutta ne citent la moindre application d’envergure;
on trouve tout au plus dans leurs articles quelques calculs, en guise
de tests, portant sur des équations tres simples du premier ordre. Les
méthodes multipas, au contraire, naissent dans la confrontation avec des
systemes complexes de plusieurs équations du premier ou du second ordre.
Les méthodes de Runge-Heun-Kutta, imaginées par des théoriciens, ne
sont pas adaptées au calcul tabulaire : elles introduisent des nouvelles
valeurs des variables en dehors des pas de subdivision et nécessitent
donc d’interpoler de nouvelles valeurs des fonctions & partir de celles de
la table initiale. Au contraire, les méthodes multipas, pensées par des
mathématiciens appliqués qui étaient avant tout des calculateurs, sont
sans doute ce qu’il est possible de faire de mieux lorsqu’on travaille avec
des tables.

Si les méthodes multipas sont nées en vue des applications, entre
les mains d’habiles calculateurs, une question ne peut manquer d’étre
posée : quel est leur véritable statut au sein des mathématiques? L’état
d’esprit des mathématiciens « purs» a leur égard a été décrit récemment
par O. Buneman de la fagon suivante : «Computations were practical (and
respectable) only for the evaluation of series. Finite difference calculus
made its way very slowly during the first few decades of this century.
Stormer struggled hard calculating orbits of charged particles in the earth’s
magnetic field [...] for which he earned pity, if not ridicule» [1990, p. 57].
Effectivement, les mathématiciens appliqués qui se lancent dans de fas-
tidieux calculs de différences finies semblent souffrir parfois d’un com-
plexe et éprouvent le besoin de se justifier aupres de leurs collegues
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mathématiciens purs. C’est ainsi qu’en 1912, alors qu'il présidait le cin-
quieme Congres international des mathématiciens, a Cambridge, Darwin
a cru bon de revenir sur la différence entre ses recherches personnelles et
celles de Poincaré :

«My own work [...] cannot be said to involve any such skill at all,
unless you describe as skill the procedure of a housebreaker who blows in
a safe door with dynamite instead of picking the lock. It is thus by brutal
force that this tantalising problem has been compelled to give up a few
of its secrets; and, great as has been the labour involved, I think it has
been worth while. [...] To put at their lowest the claims of this clumsy
method, which may almost excite the derision of the pure mathematician,
it has served to throw light on the celebrated generalisations of Hill and
Poincaré.

I appeal, then, for mercy to the applied mathematician, and would ask
you to consider in a kindly spirit the difficulties under which he labours. If
our methods are often wanting in elegance and do but little to satisfy that
aesthetic sense of which I spoke before, yet they constitute honest attempts
to unravel the secrets of the universe in which we live» (cité dans [Kopal
1971, p. 584]).

5.3. L’apogéedu calcul alamain

Aux XVIII® et XIX® siecles, de grands efforts sont entrepris, avec I'aide
des gouvernements, pour l’élaboration de tables en tous genres, indis-
pensables aux astronomes, physiciens, artilleurs, navigateurs, etc. Dans
cet ordre d’idées, nous avons vu comment Bashforth, Darwin ou Stgrmer
obtiennent des subventions, publiques ou privées, pour réaliser leurs gigan-
tesques calculs. De fagon générale, le calcul se fait a la main, sur des feuilles
de papier, avec ’aide des tables de logarithmes. Des machines a calculer,
dans la lignée de celles de Pascal ou de Leibniz, existent pour faciliter
les opérations arithmétiques élémentaires, mais semblent peu répandues.
En étroite liaison avec le probleme du calcul des tables, Charles Babbage
congoit, a partir de 1821, mais sans pouvoir la réaliser, une machine a
différences capable d’automatiser le calcul des valeurs successives de fonc-
tions algébriques simples en utilisant la méthode des différences finies. On
peut se demander pourquoi ce type de machine n’a pas été adapté tres
tot a 'intégration des équations différentielles.

En fait, les calculateurs étaient rompus a l'usage des tables, des
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logarithmes, des regles a calcul et c’est sans doute par inertie qu’ils
rejeterent pendant longtemps des machines qui auraient pu étre rapide-
ment opérationnelles. Les idées de Babbage mirent du temps a faire leur
chemin. En 1853, les suédois G. et E. Scheutz construisirent une premiere
machine, capable de calculer des logarithmes, des tables mathématiques et
astronomiques, et méme d’imprimer les résultats. En 1910, Henri Babbage
présenta devant la Royal Astronomical Society une machine enfin con-
forme aux veeux de son pere, c’est-a-dire susceptible d’étre programmée. Il
était trop tard pour nos astronomes et physiciens, qui avaient du effectuer
les calculs nécessités par les premieres méthodes multipas de la maniere
la plus traditionnelle, a la main et avec les tables de logarithmes.

Les calculs de grandes tables ne peuvent étre le fruit d’un individu
isolé. Un des premiers exemples de division du travail selon la théorie
économique d’Adam Smith est peut-étre le calcul des tables logarith-
miques et trigonométriques & douze chiffres, en fonction de la division
décimale, décidé en 1792 a la suite de I'adoption du systéeme métrique.
G. Riche de Prony, a qui fut confiée la responsabilité du projet, répartit
I’exécution des calculs entre plusieurs centaines de personnes ayant une
faible formation mathématique [Grattan-Guinnes 1990]. Auparavant, Leg-
endre avait mis au point des formules adaptées, fondées sur le calcul
par différences, et ne faisant intervenir que des opérations arithmétiques
élémentaires. Ainsi que le rapporte J. Mosconi, Babbage s’est inspiré
de ces travaux francais pour réfléchir a 'automatisation des calculs :
«Dans une lettre au chimiste H. Davy, président de la Royal Society,
Babbage analyse la division du travail dans la construction de tables,
ainst qu’il Uavait percue dans les travauzr de la commission francaise;
ce travail devait étre partagé en trois sections; la premiere, confiée a
quelques mathématiciens de premier plan, se consacrait au choir, parmi
les expressions d’une fonction, de celle qui était traduisible le plus facile-
ment en calculs numériques; la seconde traduisait l’expression choisie en
une suite d’opérations élémentaires; la troisiéme, la plus nombreuse, effec-
tuait les opérations arithmétiques élémentaires et donnait ces résultats a
la deuziéme section» [1983, p. 71].

Les calculs organisés par Adams, Darwin ou Stgrmer sont conformes a
cette description, tout comme d’ailleurs le calcul plus ancien de Clairaut.
Chacun des quatre a soigneusement préparé les formules de calcul et
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la décomposition en opérations élémentaires, afin que I'exécution puisse
étre confiée a une équipe de calculateurs. Toutefois, contrairement & la
position de Prony ou Babbage en faveur de calculateurs peu qualifiés,
ils ont souvent préféré travailler avec des collegues ou étudiants ayant
une solide formation mathématique (c¢’était la méme chose pour Gauss,
qui faisait calculer son étudiant Encke). Avec ces calculs gigantesques,
mobilisant plusieurs personnes a temps plein pendant plusieurs années,
nous atteignons les limites du calcul a la main. Grace a l'ingéniosité
des astronomes, on a trouvé, pour l'intégration numérique des équations
différentielles, les formules fondées sur le calcul des différences, a la fois
les plus précises et les plus pratiques. Tout est ramené, dans la mesure
du possible, a des additions et des soustractions dans des tables de
différences, les calculs auxiliaires étant eux-mémes ramenés a des additions
et des soustractions grace a I’emploi des tables de logarithmes. Les seules
multiplications ou divisions qui restent a exécuter sont celles dues aux
coeflicients rationnels des séries d’interpolation. Pour ces multiplications
résiduelles, on peut méme préparer des tables & avance (c’est ce que
font, par exemple, Bashforth et Adams). Il n’est plus gueére possible de
progresser dans cette voie. On est évidemment dans une impasse car des
temps de calcul de plusieurs années sont prohibitifs. Il est par ailleurs
difficile de s’assurer de la fiabilité et de la précision des résultats de calculs
manuels et collectifs d’une telle ampleur. Désormais, seule la mécanisation
pourra permettre de franchir un nouveau seuil d’efficacité.

5.4. La diffusion des méthodes multipas

Afin de comprendre pourquoi I’histoire des méthodes multipas est
aujourd’hui mal connue, il faut examiner comment ces méthodes ont été
diffusées, en Europe et aux Etats—Unis, au début du XX° siecle.

Lors de leur émergence, entre 1855 et 1909, les méthodes multi-
pas passent, comme nous l’avons vu, a peu preés inapergues aupres des
mathématiciens et des utilisateurs des mathématiques. Lorsque Poincaré
exploite les travaux de Darwin, il s’intéresse seulement aux résultats, en
aucune maniere a la méthode d’intégration numérique employée. Seul
Stgrmer semble avoir pris connaissance de la substance de la méthode.
De fagon générale, chacun des travaux de la période de découverte reste
isolé. Chaque fois, une méthode spécifique est mise au point, exposée avec
force détails comme si elle était entierement nouvelle, puis oubliée.
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C’est grace au mathématicien russe A.N.Krylov que les méthodes
multipas acquierent réellement droit de cité. Lorsqu’il dispense et publie
un cours de calcul numérique, en 1911, a Saint-Pétersbourg, il est I'un
des premiers en Europe a enseigner l'intégration approchée des équations
différentielles. A ce moment, ignorant encore le traité de Bashforth et
Adams, il présente seulement la méthode de Stgrmer a ses étudiants.
En 1918, il se montre enfin completement informé et publie plusieurs
articles de synthese qui ont une grande influence en Russie et dans le
reste de 'Europe!?. Krylov explique notamment pourquoi il s’est chargé
de cette mission d’information :

«Je suis entré dans tous ces minutieux détails, parce que mon expérience
d’ingénieur et plus de trente années de professorat m’ont montré que
lintégration numérique approchée des équations différentielles est rare-
ment connue des ingénieurs et constructeurs et que les manuels ordi-
naires d’analyse ne mentionnent pas méme de méthodes plus efficaces
que celles d’Euler et de Runge. Je doute qu’un praticien aille chercher
les méthodes dont il a besoin dans un traité rare sur la Capillary Action
ou dans un mémoire intitulé Résultats des calculs numériques des trajec-
toires des corpuscules électriques dans le champ d’un aimant élémentaire,
par C. Stgrmer, qui a paru dans les Videnskapsselskapets Skrifter de
I’Académie norvégienne des sciences pour 1913y [Krylov 1927, p. 423].

Krylov lui-méme applique les nouvelles méthodes au calcul des trajec-
toires des projectiles, tandis que Numerov [1923, 1924] s’en sert pour met-
tre au point de nouvelles techniques de calcul des éphémérides; il y aurait
eu également une application au probleme de la stabilité des navires.
Dans le domaine théorique, Tamarkin [1923] établit la convergence de
la méthode et évalue ’erreur commise.

En Scandinavie, sans doute sous l'influence directe de Darwin et
Stgrmer, une série de travaux analogues voit le jour. De 1910 a 1934,
I’astronome Elis Stromgren et ses éleves reprennent la recherche numérique
des orbites périodiques et élucident certains cas intéressants du probleme
restreint et du probleme général des trois corps. Dans le domaine
théorique, des articles de synthese de Steffensen [1922], Nystrom [1925]

12 Pour les références du traité de calcul numérique de 1911 et des articles en russe de
Krylov, voir Kiro et Chal’tseva [1981]. Dans notre bibliographie, nous n’avons donné
que le mémoire en frangais de Krylov [1927] car, comme Krylov le dit lui-méme, ce
mémoire est une traduction et une synthese de ses articles russes.
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et Lindelof [1938] présentent les premiers exposés unifiés des méthodes
multipas et commencent & aborder le probleme du calcul de ’erreur.

Par contre, en Europe occidentale (France, Allemagne, Angleterre),
on ne trouve rien d’analogue durant la méme période. L’Allemagne se
concentre sur les méthodes de Runge-Heun-Kutta, tandis que la France
ignore superbement les méthodes numériques. Quant a 1’Angleterre, elle
semble avoir oublié qu’elle fut le berceau des méthodes nouvelles. La
situation va évoluer grace a la diffusion des articles de Krylov. Stgrmer,
voyant que le mathématicien russe est en train de lui voler la vedette,
se décide a exposer lui-méme sa méthode au Congres international de
Strasbourg, en 1920 [Stgrmer 1921]. En Angleterre, paradoxe supréme,
lorsque Whittaker et Robinson [1924] publient un des premiers traités
modernes d’analyse numérique, qui fera longtemps autorité, ils citent
comme source premiere les articles russes de Krylov, avant méme les
travaux des pionniers britanniques! En France, la traduction francaise des
articles de Krylov enthousiasme Hadamard, qui inclut aussitot la méthode
d’Adams dans son Cours d’analyse [Hadamard 1930].

Aux Etats—Unis, la diffusion semble s’étre faite plus directement, dans le
droit fil des recherches britanniques. Ainsi qu’il le raconte dans son traité
Differential equations, Moulton [1930] connaissait les travaux de Darwin
des 1914, et s’en est servi a I'occasion des intenses recherches balistiques
motivées par la premieére guerre mondiale. Si 'on met en parallele ce qui
s’est passé pour Stgrmer et Krylov, on se rend compte que c’est bien
Darwin qui est, directement ou indirectement, a la source de toutes les
recherches de la période 1900-1920 alors que le traité de Bashforth et
Adams n’a été retrouvé qu’apres. La carte ci-dessous résume les étapes de
découverte et de diffusion des méthodes multipas : les caracteres romains
sont réservés aux travaux de mathématiques appliquées, les caracteres
italiques aux travaux théoriques ou didactiques; les dates sont celles des
travaux et peuvent différer légerement des dates de publication.

Vers 1925-1930, les méthodes multipas sont florissantes. Elles sont
enseignées, approfondies, et trouvent de nombreuses applications. Leur
histoire, ainsi que le montre 'article de Nystrom, en 1925, a pu étre
reconstituée, avec notamment la réhabilitation d’Adams, qui est désormais
cité a la place de Darwin en tant que source premiere.
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Figure 7. La diffusion des méthodes multipas

CONCLUSION

Dans un article récent, Goldstine [1990] se remémore, avec nostalgie,
ses années de jeune chercheur en analyse numérique et nous raconte ce
qui s’est passé ensuite, juste avant et pendant la seconde guerre mondiale.
Les deux principales caractéristiques des méthodes multipas étaient alors
le faible nombre d’opérations non linéaires (multiplications et divisions),
et la nécessité de conserver la trace de nombreux résultats intermédiaires
(tables des fonctions et de toutes leurs différences). Tout ramener & des
additions et des soustractions facilitait le calcul a la main, tandis qu’il
n’était pas génant d’utiliser de nombreuses feuilles de papier pour le
stockage des informations. Avec l'apparition des premiers calculateurs
électroniques, la situation a radicalement changé : les multiplications
devenaient rapides et économiques, mais la mémoire disponible était,
du moins sur les premiers modeles, tres réduite. Tout ce qui avait fait,
durant pres de quatre-vingts ans, le succes des méthodes multipas se
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révélait soudain inadapté a ’automatisation du calcul. Apres de nombreux
essais, la premiere machine, 'ENTAC, fut programmée avec une méthode
de Heun. Les méthodes de Runge-Kutta prirent vite le devant de la
scene, rejetant dans un oubli relatif les méthodes multipas. Dans la
période récente, ces dernieres ont pu étre réutilisées, grace a de nouvelles
générations d’ordinateurs a la mémoire étendue, et ont emporté a nouveau
I’adhésion des numériciens.

Cette éclipse, due a 'apparition des calculateurs électroniques, ainsi
que le relatif désintérét des historiens pour le calcul numérique, partie
moins «noble» des mathématiques, expliquent sans doute que I’histoire
des méthodes multipas soit aujourd’hui si peu et si mal connue. Le
développement de ces méthodes est pourtant exemplaire des rapports
dialectiques complexes qui se créent entre les mathématiques pures, les
applications des mathématiques et le calcul numérique.
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