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Bigebres et Probabilités, d’apres M. Schurmann

exposé de P.A. Meyer

Développant des idées de W. von Waldenfels, M. Schiirmann a cherché une
généralisation non commutative des processus a accroissements indépendants (PAI) a
valeurs dans un (semi)groupe, au moyen de la théorie des bigebres. Il a publié sur ce
sujet toute une série d’articles. La solution complete du probleme, au moyen du calcul
stochastique sur 'espace de Fock, est un théoreéme récent, succédant & toute une série
de résultats partiels.

1. Notions générales. Toutes les algebres ci-dessous sont des * —algébres complexes
a unité 1, et les homomorphismes respectent involution et unité.

Un espace d’états non commutatif E est représenté par une algebre A, dont les
éléments F sont les “fonctions F(z)” . Si A est une forme sur A, on définit \* par
M(F) = X(F*). Rappelons que X est dite positive si N(F*) = X(F) et A\(F*F) > 0.
Les formes positives seront aussi appelées mesures positives, mais 1'algebre A est a voir
comme une algebre de “fonctions test”, de sorte que les formes linéaires sur A sont
plutot des sortes de distributions.

Un espace probabilisé non commutatif Q est représenté par une algebre de von
Neumann B d’opérateurs sur un espace de Hilbert, munie d’un état IP (en fait la lettre
IP n’apparait jamais, ce qui intervient c’est I’espérance notée IE ). Une variable aléatoire
de © dans E est un homomorphisme X de A dans B. Pour renforcer I’analogie avec les
probabilités classiques, on écrira F'o X ou méme F(X) au lieu de X(F). Un processus
stochastique est une famille de v.a. indexées par le temps; ici il s’agira de processus
d’accroissements et nous aurons plutot des v.a. X avee s < t.

L’analogue des fonctions de deux variables sur 'espace d’états non commutatif est
constitué par Palgebre A4, FRG traduisant la “fonction F(x)G(y)” — les “fonctions
de deux variables” que 'on considere étant d’un type tres restreint puisqu’elles ont une
décomposition finie y; F/ @ F!'.. On munit A®.A de I'involution (F@G)* = G* @ F*.
On veut alors se donner une structure supplémentaire, analogue & 'opération qui sur un
semi-groupe fait passer de la fonction d’une variable F(z) & la fonction de deux variables
F(z +y) ou F(zy), et aussi a la fonction de 0 variable F(e) : ce sont respectivement
A:A— ARA (le coproduit) et 6 : A — C (la co-unité). Les axiomes (que je n’écris
pas en langage algébrique formel) exprimeront les relations

F((zy)z) = F(z(yz)) ; F(ze) = F(ex)= F(z) ; (axiomes des cogebres)
(FG)(zy) = F(ay) G(zy) ; (FG)(e) = F(e)G(e) (axiomes des bigebres).

Les bigebres qui nous intéressent ont une involution, et il faut encore exprimer que A
et 6 commutent avec I'involution.

La convolution v = A %y de deux formes linéaires sur A est définie, si AF =

S Fl@F!, par

U(F)=(AF @ pu= /F(:cy) A(da) pldy) = Y - ACF{) pl(FY') .
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La théorie du produit tensoriel est la pour que le résultat soit indépendant de la
représentation utilisée. On a tout fait pour que la convolution soit associative et admette
6 comme élément neutre. On montre qu’elle préserve la positivité.

La cogebre est co-commutative si la convolution est commutative, ce qui signifie que
I'image de A est formée de tenseurs symétriques.

On peut définir aussi la notion analogue de la convolution d’une fonction et d’une
mesure : une forme linéaire A sur la cogebre A donne lieu a un opérateur sur A

Foeda) = [ Flay) \dy)

ce qui signifie (I @ A)o A ; on a aussi une convolution Ax F' en redescendant par A® I .

1
’

et on désigne par S (l'antipode) ’homomorphisme S(F)(z) = F(z™!). Si l'on a
F(zy) = > ; Fl(2)F/'(y) on a aussi F(e) = Y, F/(z)F/(z~"), d’ott en traduction

abstraite ’axiome de I'antipode

La différence entre semi-groupes et groupes tient a lapplication z +— z7

Mo(I®S)oA=Mo(S®I)oA =41

ou M est la multiplication de A. Une bigebre avec antipode est appelée algébre de
Hopf. L’antipode ne joue aucun role dans cet exposé.

On peut aussi travailler sur des bigebres graduées : l'algébre A est graduée,
A ® A aussi et munie d'un produit gradué tordu, A est de degré 0 et doit étre un
homomorphisme pour le produit tordu (voir [1]). Je n’en parlerai pas ici.

ExeEMPLE. Pour représenter la convolution sur IR™ on a le choix entre deux bigebres.

La plus intéressante est celle des polynémes trigonométriques admettant pour base les
eu(z) =¢*"*.0On a

Cu€y = €yu4v 62 - 6(_u) )

eu(z +y) = ey(@) euly) soit Aey =€y ey, euy(0) =1 soit &ley)=1.

La seconde est celle des polyndmes a4 n indéterminées, qui est une algébre commutative
libre, et donc exige seulement que l'on donne linvolution et le coproduit sur les
générateurs. L’algebre duale ne décrit que des mesures ayant des moments de tous
ordres, mais elle a des généralisations algébriques intéressantes. Le coproduit AP est
ici P(X +7Y) et la co-unité est P(0), soit sur les générateurs

X{=X, AX;=10X;+X; 01, §(X;) =0

et bien str 6(1) =1.
Nous utiliserons le théoreme fondamental sur les cogebres :

THEOREME. Toute famille finie d’éléments d’une cogébre (4 involution) A est contenue
dans une cogébre (a involution) de dimension finie.
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Processus a accroissements indépendants

1) Deux v.a. X,Y (ou davantage) sont dites indépendantes si F(X) et G(Y)
commutent pour F,G € A arbitraires, et si ’on a

(2.1) E[F(X)GY)] =E[FX)] E[GY)],

ce qui fait intervenir I’état IP sur B et la multiplication de B, mais aucune structure
spéciale sur A.

2) Supposons que A soit une cogebre. Soient X et Y deux applications de A dans
B. On définit le produit Z = X.Y (intuitivement, X et ¥ sont deux applications
de 'espace probabilisé dans un semi-groupe, et Z est leur produit) en utilisant une
décomposition F(xy) = Y_; Fj(z) F{'(y) (coproduit) et en posant

(2.2) F(Z)= Z F/(X)F!'(Y) (produit dans B).

Si A est une bigebre et X et Y sont des v.a. (homomorphismes), Z n’en est pas
nécessairement une. I en est ainsi si F(X) et G(Y) commutent dans B pour F,G
arbitraires, ou si A est co-commutative.

St X et Y sont indépendantes, et si I'on définit la loi ¢(X) (forme sur A) par
(X)(F) =E[FoX!].ona{(XY) = (X)*{Y) (la définition de XY et la
convolution faisant intervenir la structure de cogebre, non celle d’algebre).

On peut enfin définir la notion de processus ¢ accroissements indépendants. Décrivons
d’abord la structure “cogébrique” : on a une famille (X,s) d’applications de A dans
B indexées par les couples 0 <r <r, avec Xpp =€ t.e. Fo X, =F(e)=06F) et
Xrs+ Xt = Xyt pour r<s<t. De la structure algébrique, il ne reste ici que la condition
F*oXg=(FoXg)". Onpose Xor = Xy et ¢ = 0(Xy).

Ensuite, voici les axiomes probabilistes :

—— 1} Les applications X associées a des intervalles disjoints sont indépendantes
au sens de (2.1) — on y inclut en particulier la propriété algébrique de commutation,
qui n'intervient que pour des raisonnements d’unicité non reproduits ici.

— 2) On a ((Xg) = @i—s (stationnarité des lois d’accroissements). Il résulte alors
de 1) que s x i = Ps4t -
—- 3) limy oy = 6 sur A (continuité en loi).

Enfin, nous faisons intervenir la structure algébrique en imposant que les X
soient des homomorphismes. La notion “cogébrique” est le cadre dans lequel se déroule
naturellement la construction, bien qu’elle n’ait pas d’intérét en elle méme.

Avec cela, on peut commencer la théorie. Celle-ci se décompose en deux parties.
La premiere est 'étude des semi—groupes de convolution de formes positives sur une
bigébre. La seconde est une construction canonique du processus au moyen du calcul
stochastique sur 'espace de Fock.

3. Structure des semi-groupes de convolution. Soit (¢;) un semi-groupe de
convolution de lois de probabilité sur une bigebre. Restreignons nous a une cogebre de
dimension finie. Alors les formes linéaires sur celle—ci forment une algebre de dimension
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finie, et dans une telle algebre tout semi-groupe a un parametre admet un générateur
partout défini. Autrement dit, on peut poser sur toute la bigebre

2
(3.1) Yt = etV =5+ ty + ;—'w x4, Pla) =lmy(pia) — 6(a))/t .

Noter que (1) =0, ¥(F*) = ¢(F). Nous avons A = €1+ K, le noyau de &, avec la
projection F — F — §(F)1 de A sur K. Sur K, nous avons ¢(F) = lim; ¢¢(F)/t, et
donc

(3.2) WEY) =B(F), WH(F*F)20

(¢ est conditionnellement positive).

La notion de fonction conditionnellement positive ne fait intervenir que la structure
d’algebre avec un homomorphisme §, non la structure de cogebre.

Nous allons maintenant reproduire la construction GNS pour les fonctions de type
positif sur une algébre. Nous définissons sur K un produit scalaire préhilbertien en
posant

(3.3) <a,b>, = w(ab)

Nous désignons par K lespace séparé correspondant — nous nous gardons de le
compléter. Nous faisons opérer A sur K a gauche par multiplication, p(F)G = FG,
et & droite par G§(F'); cela passe au quotient et donne & K une structure de bimodule.

D’un point de vue technique, soulignons que p(F') est un opérateur de K dans K
— donc la composition ne pose aucun probleme — admettant un adjoint p(F™*) pourvu
des mémes propriétés. Si F' est unitaire, p(F') est unitaire, donc borné, mais comme A
n’est pas une C* -algebre on ne peut en déduire que p(F') est toujours borné.

Ensuite, nous désignons par n(F) la classe de F'— é(F)1; ceci est un cocycle pour
la structure précédente : une application linéaire telle que

(3.4) n(FG) = p(F)n(G) +n(F)(G) .
Noter que n(1) =0, et que n est surjective. Nous avons enfin

(3.5) Y(F*G) = 8(FF)9(G) = p(F*) §(G) = <n(F), n(G) > .

DeriniTION. On appellera triplet de Schurmann pour la bigébre A la donnée d’un
espace préhilbertien K, d’une représentation p de I'algébre A dans K, d’un cocycle n
a valeurs dans K (satisfaisant a (3.4)) et d’une application v de A dans C satisfaisant
a(3.5).

L’'image de n est stable par p d’apres la propriété de cocycle, de sorte qu’on peut
toujours supposer 7 surjective (ou d’image dense si 'on complete K ) : cela tient lieu de
la cyclicité dans le théoreme GNS. 1l est clair que la fonction 3 est conditionnellement
positive. La structure de cogebre n’est pas apparue dans cette construction, mais
seulement I’homomorphisme §.

On fait intervenir maintenant la structure de cogebre, et 'on se demande si le semi-
groupe de convolution e!¥ est formé de mesures positives. Clest naturellement plus

156



difficile, puisque la structure de cogebre n’est pas intervenue dans la construction, et le
probleme n’est vraiment résolu que dans le dernier article de Schurmann. Surtout, Schur-
mann est parvenu a construire directement un processus a accroissements indépendants
admettant comme lois les exponentielles en question.

4. Exemple : la formule de Khintchine-Lévy sur IR". Traduisons la formule
de Khintchine-Lévy classique pour un semi-groupe de convolution (7;) sur IR™. On
utilise la cogebre A des polynémes trigonométriques. On a pour F € A

(4.1) Y(F)=m.F'(0)+ $LF(0) + /(F(x) — F(0) — h(z)z-F'(0) ) v(dz) .

ou h(z) vaut 1 au voisinage de 0, m est un vecteur réel et L un laplacien; v est la
mesure de Lévy. En prenant F' = e, nous obtenons la fonction de Lévy classique (ou
plutot son opposée puisque la transformée de Fourier du semi-groupe est classiquement

e—tw(u))

(4.2) P(u) = imeu — gq(u) + /(ei“"” —1—iu-zh(z))v(de) .

q désigne la forme quadratique positive associée au laplacien. Nous nous plagons dans
I’espace de Hilbert

H=0C"d L*v)

F € A opeére sur le premier espace par F(0)I, sur le second par multiplication.
L’application n(F) sera donnée par

1(F) = oF'(0) & (F — F(0))

ot F'(0) est considéré comme un vecteur de €" et o est une matrice réelle telle que
q(u) = |o(u)|*. La propriété de cocycle est évidente, et K est alors I'image de A
(polynomes trigonométriques nuls en 0). On a

<n(F*) . n(G)> = o F'(0).0F'(0) + / (F(z) = F(0)) (G(z) - G(0)) v(dz)
= Y(F + G) — £(F) G(0) — F(0) $(G) .

(4.3)

On peut en fait pousser cette construction plus loin, en décrivant le processus a
accroissements indépendants lui méme comme processus d’opérateurs. Les limitations
du résultat apparaissent sur cet exemple : pourquoi obtient on fous les PAI de cette
maniere 7

Nous allons maintenant aborder le probléme inverse, reconstruire le processus a partir
d’un triplet de Schurmann. On comprend mieux le probleme en se placant d’abord
sur une cogébre A, la structure d’algebre venant tout a la fin. Nous appellerons done
ici triplet de Schurmann la donnée d'un espace préhilbertien KX, d'une application
linéaire n de A dans K, une application linéaire 1) de A dans C, et d'une application
linéaire de A dans les opérateurs de K dans K, possédant seulement la propriété que
p(FY* = p(F*). La construction utilisant le calcul stochastique non commutatif, nous
aurons besoin de “rappels”.
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5. Utilisation de ’espace de Fock. Nous allons travailler sur un espace de Fock
® construit sur H = L*Ry @ K). Comme toujours dans un espace de Fock on
peut considérer des opérateurs de création a¥(|p>) associés & un “ket” p € H, des
opérateurs d’annihilation @™ (<r|) indexés par un “bra”, et aussi des opérateurs de
seconde quantification différentielle indexés par un opérateur @, et notés ci-dessous
a®(Q). Mais ici, a cause de la présence de IR, nous pouvons prendre ces objets de
la forme I[o,t] ® p avec p € K, ou I[o,t] ® @ (produit tensoriel d'un opérateur
de multiplication par un opérateur sur K ), ce qui définit af(|p>), a; (<rl]), a?(Q).
L’élément différentiel du calcul stochastique quantique est alors l'opérateur

(5.1) dA¢(m,p,Q,r) = mdt + daf (|p>) + dag (Q) + da; (<r )

< m <r|>

P> @

L’ensemble des relations de commutation canoniques exprime alors la matrice associée
au produit dA¢(m,p, Q,r)dA¢(m/,p', Q" ,r') sous la forme

(5.3) (m <r|>.(m' <r']>_<<r,p’> <rQ']>

' P> Q p'> @ Qr'> Q'
Il y a une autre notation couramment utilisée : soit e, une base orthonormale de K («
parcourant un intervalle 1,..., N ou les entiers), et soit e® la base duale. On pose

auquel on associe une matrice

(5.2)

daS(t) = dt , dad(t) = daj(Jea>) , dal(t) = da; (<e*]) , dal(t) = da®(|e” ><eq))

Introduisons des indices p,o ... du haut de l'alphabet grec pouvant prendre la valeur
0, contrairement a «, 3... . Alors les RCC s’écrivent
(5.4) dag dag = 5gd,az \

ot le symbole d’Evans § differe du symbole de Kronecker usuel par la valeur gg = 0.
Donnons nous un espace de Hilbert J dit espace initial, et des opérateurs LZ de J dans
J , bornés pour simplifier. On sait résoudre des équations différentielles stochastiques
non commutatives

t
(5.5) Ut=U0+/ Us (Y Lbdaj(s)) s
0

po

L’inconnue est une famille d’opérateurs Uy sur J @ P, opérant seulement sur la partie du
Fock antérieure a t, et la donnée Uy est un opérateur opérant seulement sur 7 . Le sens
d’une telle équation ne sera pas détaillé : on construit ici des intégrales multiplicatives
d’un type qui serait familier aux physiciens, s’il n'y avait que les opérateurs de création
et d’annihilation. La théorie de ces équations a été faite par Hudson-Parthasarathy il y
a déja longtemps (1984), mais sous la forme dont nous avons besoin (multiplicité infinie)
elle est due a Mohari-Sinha.
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L'origine des temps a été placée en 0, mais on pourrait aussi bien la placer en t
et définir des opérateurs Xy avec t < t' (la donné initiale s’appelant alors Xy).
St Xy = I, pour t <t < ' les opérateurs X;p et Xyyn commutent, et on a
Xy = XypXpyr . On n'est donc pas loin des PAIL Le domaine d’un opérateur Xy
contient tous les vecteurs j & C(u) pour j € J, ot C(u) est le vecteur cohérent associé
a u € H parcourant un ensemble dense de vecteurs; il contient toujours 7 ® 1 (1 est
le vecteur vide du Fock).

Une forme plus générale de ces résultats introduit un espace vectoriel A opérant sur
Pespace initial, et des coefficients L7 qui sont des applications de A dans A. On se
donne aussi une application Xy de A dans les opérateurs initiaux (opérateurs sur le
Fock J @& ® n'agissant que sur le premier facteur), et I'inconnue X; est une application
de A dans les opérateurs n’agissant que jusqu’a 'instant ¢. Pour rappeler l'origine
probabiliste du probleme ( A est une algébre de fonctions F' sur une variété E, les X;
sont des v.a. a valeurs dans F) on écrira F o X; au lieu de X(F). L’équation que 'on
résout est alors

t
(5.6) FoXt:FoXoJr/ Y L5(F)o Xy daj(r),
0 oo

Le cas précédent correspond & A = L{J), L5(F) = FL;, et Fo X; = FU; pour
tout t. Le cas le plus important est celui ou A est une algebre d’opérateurs sur J, ou
FoXog=F1. et l'on voudrait alors que les X soient des homomorphismes d’algebre.
Ce probléme a été étudié par Evans-Hudson en multiplicité finie, par Mohari-Sinha
en multiplicité infinie. Les équations de structure d’Evans-Hudson, que 'on rappellera
plus bas. donnent la condition nécessaire et suffisante pour que les X; solent des
homomorphismes.

6. Application aux cogébres. Nous reprenons la cogébre A, et nous allons présenter
et résoudre 'équation différentielle stochastique suivante, ou p,n,% est un “triplet de
Schurmann”

"
t

Il n’y a pas d'espace initial (J = C). Pour tout ¢, X/ (F) sera un opérateur
sur 'espace des vecteurs cohérents C(u) avec v € K, admettant un adjoint sur le
méme espace, opérant sur la partie de l'espace de Fock entre t et #', possédant la
propriété d’accroissements indépendants, et tel enfin que <1, Xyp/1> = Bl
Iexponentielle de convolution de .

Tout d’abord, explicitons le sens du c6té droit de (6.1) : si AF =), Fi, ® Fi”, ce
coté droit est interprété comme

1 H 1
) 1

tl 1" "y
(62)  o(F)I+ Zz/ Xis(Fy) dAs ((F; )on(F ). p(Fy ) = 8(F; ) I (F; )
t
Pour résoudre cette équation, nous placons F' dans une cogebre de dimension finie,

ayvant en tant qu'espace vectoriel une base (e;), et nous pouvons alors écrire Ae; =

2 ik kaf-j “ep. Posant alors m; = ¥(e;), Qi = ple) —8(ei) I, p; = nes), ri = n(ey),
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et X;(t) = Xt(e;) nous avons (en prenant l'origine en 0 pour simplifier) un systeme de
la forme

Xi(t) =6 I+ij/ Ik X () dA, (Mg, prs Qk - 7k)

dont on montre aisément qu’il a une solution unique, a partir des résultats de Mohari—

Sinha.

Une fois établie I'unicité, on a avantage a construire la solution de la maniere

suivante : on pose e =k c]- ek , et on vérifie que 'on a (en posant &; = 6(e;))

Al :Zke{c@)ef, s(ely =167, eiZZjef‘Sj

on résout 1’équation matricielle de type classique

YJ(t)=5]+Z /Y] z’mez’z)

ou mf = zb(eg) ,etc.. Apres quoisi F =3, fle; onaura X¢(F) =3, f16,Y7(t). Cette
solution explicite ramene la vérification des propriétés de X a celles de Y, qui sont
classiques.

On ne s’intéresse pas tant aux cogebres qu’aux bigebres. Pour celles—ci on a le résultat
fondamental :

THEOREME. Si A est une bigébre, et si p,n,v¢ forment un triplet de Schurmann. les
Xt sont des homomorphismes d’algébres.

Pour établir cela, il faut disposer du théoréme fondamental de Evans—Hudson, que
lon peut énoncer ainsi (sous des hypotheses analytiques convenables; : F, G et H
étant trois éléments fixés, si ’on a pour tous les p,o

Lh(H) = FLY(G)+(LyF)G + ) LUF)L3(G)

alors on a aussi Xy(H) = X(F)X{(G) pour tout t. Formellement, les propriétes
algébriques des triplets de Schurmann expriment exactement ces conditions. Leg dif-
ficultés sont analytiques : F, G sont bien dans une cogebre de dimension finie, mais non
dans une bigebre de dimension finie. Mais une analyse soigneuse de la démonstration de
Mohari-Sinha rameéne la vérification de la propriété d’homomorphisme & une propriété
de croissance d’itérés des L appliqués & F et G, jamais & leur produit FG :; donc
on n’a pas besoin de sortir d’'une cogebre de dimension finie contenant F et G. La
démonstration se déroule alors sans accident.

7. Sur la martingale d’Azéma. Considérons l'algébre libre engendrée par n
variables X ... X}, ; on lui donne une involution en décidant que les X; sont hermitiens,
et une structure de cogebre par des formules

- ik - - -
AX; = Z,kc? X;0Xp, 8(X;) =4

J.l

soumises & quelques conditions naturelles exprimant la coassociativité, etc: le coproduit
et la co-unité se prolongent naturellement (et en particulier, on a Al =191).
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Donnons nous ensuite un espace K de dimension finie, des opérateurs hermitiens p;
arbitraires, des vecteurs 7n; arbitraires, des scalaires réels ¢; arbitraires. Alors il existe
un unique prolongement de tout cela en un triplet de Schurmann sur la bigebre A.

Prenons deux générateurs, et déduisons la structure de cogebre de la loi de compo-
sition du groupe

() GO D=0y 0

soit une cogebre ayant une base (eg, eq,e3) représentant les trois fonctions 1, a, b ; ainsi
Aeg=eqg ® eg, 6(eg)=1, puis
(62) Ael :61®61 s Aez :€2®61+60®62 5 5(61): 1 , 6(62):0 .

Nous avons Xy(t) = I. Les coefficients non nuls sont cil, 2!, ¢92. On se place sur un

espace K de dimension 1 de sorte que tout est scalaire

dX1(t) = X (1) (midt + dQu(ny) + daf (pr — I))
dX,(t) = X(t) (madt +dQ (n) + daf (p1 — 1)) + Xo(t)(madt +dQ¢(n2) +dal (p2 ~ I))

Nous prenons m; = mg =0, 7y = 0,72 = 1, enfin po = I, py = cl. Le systeme se
découple et prend la forme

dX(t) = (c— 1) Xy(t)dag ,  dXy(t) = Q¢+ (c — 1) Xy(t) day

La premiére ligne représente un processus (commutatif, p.s. égal & I dans l’état vide)
que ’on peut expliciter, la seconde est I’équation différentielle stochastique de la famille
des martingales d’Azéma.
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