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Quasi—bigébres jacobiennes
Yvette Kosmann-Schwarzbach

Résumé de la conférence faite 4 la 52éme rencontre entre
Physiciens Théoriciens et Mathématiciens (RCP n° 25),
Strasbourg, 11-13 avril 1991

L'exposé comportait une introduction sur les quasi-bigébres et
quasi-groupes quantiques puis l'‘étude détaillée de leur limite classique, les
quasi-bigébres jacobiennes que je nommais alors quasi-bigébres de Lie.
Jexplique le changement de terminologie dans l'introduction de [YKS3] Jin-
troduisais les relations d'équivalence de modification (en anglais, twisting) au
sens strict et au sens large et la notion de quasi-bigébre jacobienne quasi-
triangulaire. Le contenu de cette conférence ayant été publié par ailleurs, je ne
donnerai ici qu'un résumé trés succinct des idées essentielles et les références
bibliographiques.

Pour énoncer briévement la définition d'une quasi-bigébre, on peut
dire que c'est une algébre associative U munie d'une co-multiplication A compatible
avec la multiplication, vérifiant la propriété de quasi-co-associativité : le défaut
de co-associativité est mesuré par un élément inversible ® de U ® U ® U, tel que

(1 ®A)A) = @.((a @ 1)(Ax)).07"
pour tout x dans U. On exige que ¢ définisse une contrainte d'associativité,
ce qui s'exprime par l'identité pentagonale,
(101 0A)D).(AB1R1)(P) =(e ®D).(1 ®A 1)(D)(D ®e).

On impose aussi l'axiome habituel concernant la co-unité, et un axiome liant
@, l'unité et la co-unité. Si la co-multiplication opposée A' est liée a A par

A'x) = RA(.RY,

pour tout x dans U, o R est un élément inversible de U ® U vérifiant les
deux identités hexagonales,

-1 SR -1
R13'®132'R23 - '1)312‘(A QD(R)'@ms

R,®, . R, =0 .(18ARD,

on dit que R est une R-matrice quantique quasitriangulaire. Les deux identités
hexagonales expriment que la contrainte de commutativité définie par R est
compatible avec la contrainte d'associativité définie par ®. La catégorie des
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U-modules est alors une catégorie monoidale tressée, encore appelée catégorie
quasi-tensorielle, d'ou la terminologie. On montre alors que R satisfait 1'iden-
tité dodécagonale ou équation quasi-Yang-Baxter,

1 R._® R

¢321'R23'®231 13" 213712

-1 -
R12'®312 ‘R13‘®132 'st '@123 -

La démonstration est facile, car on décompose le dodécagone en deux hexagones
qui commutent (d'aprés l'une des identités hexagonales) et un carré qui commute
(parce que la contrainte de commutativité est fonctorielle).

On définit ensuite les quasi-algébres de Hopf et les quasi-groupes
quantiques (uh( q’ ,m,Ah i h), déformations de l'algébre enveloppante d'une algeé-

bre de Lie de dimension finie g, munies de la multiplication usuelle, m. C'est
par passage a la limite classique, lorsque /i tend vers 0, que l'on obtient les
quasi-bigébres jacobiennes.

La définition des quasi-bigébres jacobiennes s'obtient de maniére
trés naturelle en cherchant les "structures” sur la somme directe F @ F* d'un
espace vectoriel de dimension finie F et de son dual F*, c'est-a-dire les élé-
ments de degré 1 et de carré nul dans l'algébre extérieure de F*® F munie du
"grand crochet”, qui prolonge le crochet de Nijenhuis-Richardson des formes a
valeurs vectorielles sur F d'une part, et sur F* d'autre part, et qui donne a
AF*® F) une structure d'algébre de Lie graduée. Les "structures" les plus
générales, dites proto-bigébres de Lie (notion auto-duale), ont pour cas parti-
culier les quasi-bigébres jacobiennes ainsi que les objets duaux, les quasi-bi-
geébres co-jacobiennes, un cas particulier commun étant la notion, désormais
classique aux deux sens du terme, de bigébre de Lie. Les opérateurs cobords
d'algébres de Lie s'expriment aisément en termes de grand crochet. Une quasi-
bigébre jacobienne est une algébre de Lie g = (F,u) munie d'un co-crochet y
qui est un 1-cocycle de g a valeurs dans A% g tel que le défaut d'identité de
Jacobi pour Yy soit mesuré par le cobord d'algébre de Lie d'un élément ¢ de
/\3g, 4 cobord nul par rapport a y (lorsqu'on le considére comme une
3-cochaine a valeurs scalaires sur F' ). Je décris le bi-pré-complexe d'une
quasi-bigébre jacobienne (qui est, dans le cas d'une bigébre de Lie, le bi-
complexe étudié par P. Lecomte et C. Roger, Comptes rendus Acad. Sci. Paris
310 série I (1990) 405-410), puis je donne l'expression du crochet de Schouten
algébrique [0,0'1" de deux éléments o et o' de /AF en termes de grand crochet,

[o,0'I% = [o,[u,o']]

oit L désigne la structure d'algébre de Lie de F. J'examine enfin le cas des
quasi-bigébres jacobiennes exactes, ou le co-crochet sur F est un 1-cocycle
exact, cobord d'un élément r de /\2g. Tout élément r de /\zg définit une
quasi-bigébre jacobienne exacte, en posant

¢ = - -;— [rrl* .
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La modification d'une quasi-bigébre jacobienne par un élément f de /\2F est la
quasi-bigébre jacobienne dont le co-crochet s'obtient en ajoutant a v le cobord
de f par rapport a i, et a ¢ l'expression

5 f - L f0%,
Y 2
ou Syf désigne le cobord de f par rapport a y. La modification est une rela-

tion d'équivalence. Dans la modification au sens large d'une quasi-bigébre

jacobienne, on peut ajouter de plus a ¢ un élément ad"-invariant ¢, de A3F
dont le cobord par rapport a y est nul. Une quasi-bigébre jacobienne dont le
co-crochet est le cobord de la partie antisymétrique d'une solution de l'équa-
tion de Yang-Baxter modifiée est dite quasitriangulaire. Elle est alors équiva-
lente par modification & une quasi-bigébre jacobienne a co-crochet nul. (Ces
remarques sont rédigées dans un article a paraitre. Voir aussi M. Bangoura,
Sur le cas quasi-triangulaire, Publ. LR.M.A. Lille, a paraitre.) Par exemple, on
vérifie immédiatement que s/(2,C) munie de sa structure usuelle de bigébre de
Lie quasitriangulaire est équivalente par modification a la quasi-bigébre jaco-
bienne a co-crochet nul, dont I'¢lément ¢ est proportionnel au vecteur de base
de A3(sI2,0)) associé au choix d'une base de sl(2,T).

Faute de temps, les questions concernant les groupes de Lie cor-
respondants, ou groupes de Lie quasi-Poisson, n'ont pas été abordées. Elles
sont traitées briévement a la fin de [YKS1], puis dans les notes [YKS2] (b) et
(c) et développées dans l'article [YKS3].
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