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RESUME
Le limite ultraviolette des théories de Yang-Mills pures avec cutoff infrarouge
yeut étre construite dans une jauge axiale régularisée a partir d'un développement
1 .] O (] 1

d’espace de phase. Elle satisfait des identités de Slavnov non-perturbatives.
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I. Introduction

Au mois de décembre 89 j’al fait une conférence de la RCP25, dont le sujet
prévu initialement était la construction de la limite ultraviolette des théories de
Yang-Mills, mais aun cours de laquelle j'ai parlé au contraire d'un travail entamé
sur des idées de C. Kopper concernant la fonetion béta de oi Ce travail n’a
pas abouti & ce que ' espérais a I'époque. Au contraire aujourd’hui, deux ans
apres, I étude du premier probleme a été menée a bien, et voici donc une version
écrite de ce que jaurais di dire en 89... Il s’agit en gros d'une version en frangais
d’une lettre a paraitre dans Phys. Lett. B. [MRS2]. Notre article principal sur ce
sujet est un preprint de I'Ecole Polytechnique (véférence [MRS]), disponible pour
le lecteur plus intéressé. Je remercie a nouveau les organisateurs de la session de
décembre 89 pour leur invitation.

Les théories de Yang-Mills sont les seules théories des champs renormalisables
et asymptotiquerment libres en dimension 4. ce qui explique leur succes en physique
des particules. Bien des physiciens pensent que la limite ultraviolette, qui est
“purement perturbative” ne réserve aucune surprise. Pourtant une construction
rigourcuse de cette limite se révele, a cause de Uinvarlance de jauge. un probleme
technique trés ardu. en fait heaucoup plus ardu que la construction d’un modele
juste renormalisable simple comme le modele de Mitter-Weisz aussi appelé de
Gross-Neveu massif a deux dimensions [FMRS1}[GK].

Jusqu'a présent on ne disposait que du programme de Balaban [B] (ainsi que
de celui. voisin. mais non-terminé de Federbush [F]). Dans ce programme qui s'étale
sur des centaines de pages du journal CMP. on définit pour la théorie de Yang-Mills
sur réseau des transformations de block spin. et 'on construit une action effective
dont on montre quelle reste bornée apres un grand nombre d'itérations. De cette
facon on doit pouvolr construire au moins a l'aide de suites extraites des limites
ultraviolettes pour les observables invariantes de jauge. La sommne fournie par
Balaban est ¢videnunent tres impressionnante. Toutefois son travail reste hélas
peu accessible ot peu reconnu a la fois des physiciens et des mathématiciens. En
collaboration avec J. Feldman. J. Magnen et R. Sénéor nous avons commencé a
réfléchir a ce probleme 11 ¥ a environ six ans. Nous voulions comprendre 1'oeuvre
de Balaban. afin. comme je ' parfois entendu dive plaisamment, que le secret
des théories de jauge ne meure pas avee lui. Plutot que de plonger dans ses
articles avee courage. nous nous sonumnes dit qu'il était au fond plus intéréssant et
plus significatif de refaire le travail completement a notre facon. Apres quelques
résultats préliminaires sur la stabilité des cutoffs ultraviolets Joel Feldman a quitté
le programme. Nous avons erré quelques années dans la jungle des ambiguités de
Gribov. Je me suis déconragé a mon tour. En définitive sans la ténacité de Jacques
Magnen. je crols que notre équipe aurait abandonné, Nous sommes arrivés dans les

deux dernicres anndes a quelque chose de satisfaisant bien que loin de la solution
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simple et transparente que nous espérions au départ. Notre solution est exposée
dans [MRS] en un seul article, qui suppose malgré tout une solide connaissance de
nos méthodes de théorie constructive, exposées par exemple dans [R]. Nous sommes
conscients qu uue version plus détaillée de plusieurs centaines de pages serait en
fait bien utile. mais je crois que nous n'aurons pas le courage d’'y consacrer les
quelques années supplémentaires nécessaires. En définitive par des méthodes bien
différentes nous arrivons en gros au meéme message que Balaban: construire la
limite ultraviolette est possible en utilisant certains types de cutoffs stables et
la positivité de la jauge axiale, mais au prix d’'une assez lourde machinerie, peu
transparente, dont malgré tous nos efforts nous ne voyons décidément pas bien
comment on pourrait notablement la simplifier.

Dans notre approche nous obtenons, contrairement a Balaban, les fonctions
de Schwinger de la théorie dans la jauge axiale, et comme nous ne pouvons vérifier
d’axiomes (a cause du volume fini) nous justifions notre construction en montrant
que les fonctions de Schwinger que nous construisons satisfont de fagon non pertur-
bative aux identités de Slavnov naturelles de la jauge axiale. Hélas, ces identités
n'expriment pas vraiment une parfaite “covariance” de jauge, au sens ou le vol-
ume fini. ou cutoff infrarouge de la théorie. que nous ne pouvons enlever, crée des
termes de bord, Ces termes de bord sont tout de méme calculables, ne dépendent
pas du cutoff ultraviolet. et ¢’est en ce sens la que notre construction est justifiée.

Eulever le cutoff infrarouge conduirait a des problemes de couplage fort (type
confinement des quarks) que nous ne savons pas traiter pour le moment. Nous ne
traltons pas non plus les aspects topologiques non-triviaux des théories de jauge

tels que les instantons.
B) Le modele. Cutoffs ultraviolet stables

Nous placons la théorie euclidienne de Yang-Mills dans un volume fini A avec
des conditions au bord. Nous n'essayerons pas de traiter la brisure de la symétrie
de jauge correspondante. Comme annoncé cette brisure ne dépend toutefois pas
du choix de notre cutoft ultraviolet.

Nous nous sommes aussi lmités au cas de la théorie SU(2) pure sans champs
de matiere. Dans des cas plus compliqués les opérateurs et les graphes a calculer
sont plus nombreux. mais notre méthode devrait encore pouvoir s’appliquer.

Le champ principal est le potentiel vecteur Ay, u = 0.1,2,3,/;a = 1,2,3.
Nos conventions sont celles de [IZ]. Nous omettons le plus souvent les traces et
autres indices. en espérant que le lecteur les reconstituera. La dérivée covariante
est D, =0, —y[4,..]. La courbure est:

Fop= (0,4, — 8,4,) = g[4,. 4,] = (O A A —g[4. 4]) (B.1)

g étant la constante de couplage. L'action de Yang-Mills n'est autre que le carré

de la courbure. Pour une métrique triviale sur un hypercube A ordinaire, cette
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action séerit

1 . £ 1 a tra iV
-3 /}\ d*xTrF,, F'" = 1 A (l'l.rz FL P (B.2)

Pour simplifier nous définissons un produit scalaire < 4, B > qui contient une
trace sur les indices d'espace temps et moins une trace sur les indices de groupe
(les matrices de base étant antihermitiennes dans [IZ]). De cette fagon le produit
scalaire est positif défini avec un facteur 1/2 par rapport aux douze composantes du
champ. L'action s'écrit alors plus simplement % fA F?. 11 est utile pour la théorie
des perturbations de distinguer les parties quadratiques, trilinéaires et quartiques

de cette action a l'aide de la constante de couplage ¢:
F*=F+ gFs + .(}2F:1 (B.3)
L’action est invariante sons les transformations de jauge:
A A8 (48), =gd, g7 +¢9 7 '0,g 87" (B.4)
Pour des transformations infinitésimales on a la version linéarisée de (B.4):
A=A (4", =4, +D» (B.5)

ot 4 prend ses valeurs dans Ialgebre de Lie de SU(2).

Nous voulons donner un sens a la mesure formelle de Feynman-Kac:

VRN NG [T s (B.6)

rEA.a.pn

ou entre autres probleies le produit infini de mesures de Lebesgue en chaque point
est mal défini.

La stratégie de base de la théorie constructive consiste a intégrer a ce produit
la partie quadratique de Taction de facon a disposer pour point de départ d'une
mesure gaussicnne bien définie par le théoreme de Minlos. Ensuite on met un cutoft
ultraviolet pour définir correctement les produits de distributions correspondant
aux termes non quadratiques dans action, et on tente un développement per-
turbatif s1 la constante de couplage est petite. Ce développement dans le cas de
théories renormalisables doit étre multi-échelles, et inclut le calcul de flots pour
les constantes effectives correspoudant aux opérateurs a renormaliser. Ici des le
départ a cause de invariance de jauge on a un grand nombre de directions plates
dans la mesure formelle (B.G). et déja au niveau de la mesure gaussienne on n’a
quune positivité mndéfinie. Dans le cas de Balaban on cherche a définir seulement
des quantités invariantes de jauge et on peut faire le pari que les grands volumes
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du groupe de jauge se quotienteront alors dans la théorie normalisée. Pour nous
qui voulons par contre construire les fonctions de Schwinger il faut absolument
combler ces trous de positivité et la méthode naturelle est d’introduire pour cela
une condition de jauge.

Les jauges invariantes euclidiennes adaptées aux calculs perturbatifs sont du

type Fevnman ou Landau. On les obtient par la formule de Fadeev-Popov:

([ s sdossaten) T aedi o T] dase)
rcAa rEAa,n

(B.7)
ou 7 et 7 sont les célebres fantomes. Pour A = 1 on a la jauge de Feynman,
pour A = +o0 la jauge de Landau. etc... Dans le cas de SU(2) un choix agréable
correspond a A proclie de 3/13. car vers cette valeur la renormalisation de fonction
d’onde devient nulle. Nous appelons cette jauge la jauge d’homothétie, ou la jauge
perturbative.

Notre premiere tache semble étre de batir un analogue bien défini avec cutoff
ultraviolet pour la mesure (B.7). Nous avons poursuivi plusieurs années cette piste
avant de renoncer. Faisons icl un bref résumé de notre pénible expérience.

Le premier probleme hié a I'introduction d’un cutoff ultraviolet, ¢’est qu’il brise
I'invariance de jauge. Méme le cutoff sur réseau a la Wilson, dont on dit tant qu'il
conserve I'invariance de jauge, ne laisse en fait subsister que 'invariance discrétisée
correspondant aux transformations définies sur les sites du réseau. Un avantage
évident du cutoft sur réscau par contre est sa stabilité a grand champ, en ce sens
que les intégrations des variables de sites se font sur le groupe compact SU(2),
donc pas de problemes pour “intégrer les grands champs”™, puisqu’en un sens il
n'y en a a pas. Nous traduisons cela du point de vue des variables de I'algebre de
Lie en considérant que le cutoff sur résean impose un cutoff naturel sur la taille
du champ de Fordre de la taille naturelle d’enroulement de exponentielle sur le
groupe, ¢’est a dire de l'ordre de ¢! avec la convention (B.1). Nous dirons que de
tels cutoffs sont stabilisant a grand champs, ou plus simplement qu'ils sont stables.
Cette propricté semble tout a fait nécessaire a la construction de la théorie, mais
n'est pas suffisante. Tout d’abord il n'est pas clair que la propriété de stabilite
se couserve pour la théorie effective a basse énergie lorsque 'on itére une analyse
multiéchelle. Dans le cas de Balaban on introduit des moyennes de block spin qui
réexponentient les variables effectives pour les ramener sur le groupe apres chaque
transformation. Cela introduit des complications techniques et la cohérence de
cette procédure n'est finalement guere transparente.

Pour ces raisons. parce que l'utilisation du cutoff sur réseau est la source de
complications techniques dans U'écriture des propagateurs. et aussi il faut bien le

dire, afin de nous distinguer du travail de Balaban, nous avons cherché d’autres
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types de cutoffs stables. pour lesquels la conservation de la stabilité sous itération
du groupe de renormalisation prendrait la forme plus transparente du simple flot
d'un opérateur non invariant de jauge tres simple. du type A4*.

Dans ce but on peut bien st imposer un cutoff de moment, du type Pauli-
Villars, ou bien a support compact, etc... sur la mesure gaussienne (B.6). Mais
comme ce cutoff brise I'invariance de jauge il n'est pas raisonnable d’espérer la
retrouver dans la limite de cutoff infini si I'on n’inclut pas des contretermes appro-
priés. Heureusement il n'est nécessaire d'inclure que les contretermes correspon-
dant aux opérateurs relevants ou marginaux au sens du groupe de renormalisation,
les autres opérateurs n'avant pas d’'influence sur la théorie a échelles finies lorsque
I'on fait tendre le cutoff vers U'infini. Pour un champ a douze composantes on
pourrait a priori avoir des centaines d’opérateurs quartiques, mais heureusement
grace a l'invariance euclidienne et 'invariance de jauge globale des cutoffs que
nous considdérons. 1l suffit par exemple de considérer dans le cas de SU(2) les deux
opérateurs A% et 4" en sus des opérateurs déja présents dans action comme F,
F3 ou Fy. De plus il suflit grace a la liberté asymptotique. de calculer le con-
treterme en A*. dont le role est essenticl, & T'ordre d'une boucle seulement. Nous
avons fait ce calcul il v a longtemps en collaboration avee J. Feldman et nous avons
trouvé que le résultat. pour un cutoff de moment. dépend de la forme de ce cutoff,
mals (ue pour toute une catégorie de cutoffs (par exemple pour ceux de la forme
de la Figure 1 avee la constante I suffisamment grande), le contreterme en A* a
le bon signe de sorte quen incluant la théorie est automatiquement stabilisée a
des valewrs de 4 de l'ordre de ¢7'. Ou peut trouver cette analyse dans [S1], [R]

ou [MRS].

| 2 2+K 3+K

Fig.1: Le cutoff ultraviolet dans les moments

L™ intégrale fonctionnelle avec cutoff présentera alors 'avantage d’étre bien
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définie. En effet Fy est positif, Fy est seulement cubique, et les intégrales fonction-
nelles de fermions avec cutoffs peuvent étre définies simplement par sommation des
séries perturbatives correspondantes [FMRS1][R]. La taille des champs typiques

1

que le terme en A? stabilise est de 'ordre de ¢!, puisque le contreterme en A*,

donné par les graphes de la Figure 2, est a 'ordre d’une boucle de la forme g* A*.

Fig.2: Les quatre graphes contribuant a I'ordre d'une boucle au terme en 4*

En introduisant le cutoff a une échelle A# avec M un entier fixé quelconque,
nous avons un point de départ raisonnable pour la théorie nue:

([ Pt Fad CTCAY 48,08, n+ 93, 3 A .
(/\ o+ w3+ 93,04, 1])(1#1)(__1.,,7‘,]) (B.8)
ot dyi est une certaine mesure gaussicnue sur les champs A ayant pour covariance

le propagateur de la théorie avee condition de jauge. ¢’est a dive

Cpur . PuPv
‘\"ulr(‘_l.‘- + (1/Q - 1)‘?_) .

p?

plus une mesure gaussienne de Berezin sur les champs 1, 17 correspondant au prop-
agateur des fantomes 044/ p?. CT désigne I'ensemble des contretermes nécessaires
pour restorer linvariance de jauge. Pour A4 grand. CT se comporte comime
+e.g? AT ot ¢ est une constante positive. Dans (B.8) on choisit la constante

de couplage nue

1
3y (Logd)p + 33/ 321logp + C

(B.9)

Yp =

ot C est une grande constante et 4, et J3 sont comme d’habitude les deux pre-
miers coefficients non nuls de la fonction béta du probleme. Le choix de (B.9)
est celui auquel on s’attend afin d'aboutir & une constante renormalisée g, (la
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dernicre dans une suite croissante de coustantes effectives) qui soit finie lorsque
p — oc (et petite si C dans (B.9) est grand). Cette partie de analyse, com-
mune a toute les théories asymptotiquement libres, est aujourd’hui bien comprise
[FRMS1).[GIKI.[R].

Bien que le point de départ (B.8) semble raisonnable, nous n’avons pu con-
struire pour Iui la limite ultraviolette. En effet il n'y a pas dans (B.8) de positivité
exploitable pour réduire nettement, au moins en probablité, la taille du champ par
l

rapport & ¢~'. A cette taille la on n'échappe pas a 'apparition de phénomenes

complexes connus sous le nom d'ambiguités de Gribov.
C) Le probleme de Gribov

Pour faire l'analyse détaillée de U'intégrale fonctionnelle (B.8) a 'aide d'un
développement. d'espace de phase comme 1l est d’usage en théorie constructive, il
nous faut savoir que cette intégrale fonctionnelle est dominée par la région per-
turbative. ot le poids des termes d'interaction est faible par rapport a celui de la

1 si on se réfere

mesure gaussieune. Cette condition est bien du type 4 << ¢~
a (B.1-3). Or rien dans (B.8) ne nous permet daffirmer que tel est bien le cas.
En particulier le terme en A*, qui fournit la stabilité a grands champs. a lui tout
seul. nous dit seulement que 4 >~ ¢7'. Grace a lui. le poids fonctionnel des régions
A > ¢~ est borué, mais pas spéeialement petit.

Il semble bien qu'il v ait de la positivité supplémentaire dans la mesure gaussi-
enne, mais pour 'exploiter encore faudrait il disposer sur la combinaison Fy + Fy
d'une borne qui ne recompense pas exactement la positivité de F, plus celle de la
condition de jaunge. Or les résultats de Gribov montrent qu'une telle borne, si elle
existe. est certainement tres subtile.

Gribov a découvert en effet [G] que dans la jauge de Landau il y avait des
configurations régulicres du chiamp qui sont cependant reliées par une transforma-
tion de jauge. En d'autres termes la condition de jauge de Landau n’est pas une
vraie jauge. au sens ou elle ne sélectionne pas un représentant unique sur chaque
orbite du groupe de jauge.

Une configuration 4y # A4, telle que 9,4, = 9,4,2 = 0 et telle qu’il ex-
iste une transformation de jauge g avec 4y = A% (48 étant défini par (B.4))
s'appelle une copie de Gribov de 4;. On peut montrer qu'il ¥ a toujours des
configurations qui posscdent des copies: cecl est vral méme sur un espace compact
et a l'ntérienr d'un sectenr topologique donné. Clest aussi vrai pour toutes les
Jauges régulicres du type (B.7) et non pas seulement pour la jauge de Landau.
Par contre dans certain cas on peut exclure existence de copies de 'origine, c’est
a dire de la configuration nulle A(.r) = 0 Va. On peut avoir de telles copies (des
jauges pures non-triviales qui satisfont la condition de jauge) sur R? en autorisant
une décroissance lente a infim (en 1/r) [G], mais dans un secteur topologique
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donné d'un espace compact (par exemple pour les fonctions lisses sur le tore ou
les fonctions lisses nulles en dehors d'un compact fixe) on peut montrer qu’il n'y
a pas de copies de Gribov de la configuration nulle (voir [R]). De tels résultats
explicites montrent bien (comine les jauges pures sont les seules configurations
d’action nulle) que sous ces conditions lorigine est bien un minimum absolu de la
combinaison action F? + condition de jauge (9,,4,)%, et qu'il y a donc dans (B.8)
une certaine positivité stricte. Malheureusement cette positivité agit seulement
de maniére efficace pour des configurations dont les moments sont de 'ordre de
la taille inverse de 'espace compact sur lequel on travaille. En termes intuitifs il
s'agit la seulement d'une positivité lide a la condition au bord die & notre cutoff
infrarouge. Elle n’est pas exploitable & notre avis pour 'analyse des fréquences
élevées de la théorie.

D autre part il est impossible méme en tenant compte du cutoff infrarouge
d’éviter Uexistence de copies de Gribov de configurations non-triviales, autres que
Iorigine. De telles copies pullulent en particulier au voisinage de vecteurs dans le
noyvau de Topérateur de Fadeev-Popov:

LK = ‘"auD;l =—-A+ .(/(?ﬂ[‘—l}l"] (C].)

Pour ¢ = 0 cet opérateur de Fadeev-Popov n'est autre que le Laplacien ordinaire,
donc il est positit défini. st lon retire de la théorie le mode constant. Mais pour
¢ et 4 non nuls. 1l est possible de montrer par une homothétie 4 — k- A que
I a nécessairement des valeurs propres négatives pour k assez grand (on peut
interpréter physiquement de telles valeurs propres négatives comme des états liés
de fantdmes).

Les configurations pour lesquelles det ' = 0 s’appellent les horizons de Gri-
bov. Le passage par zéro de la premiere valeur propre non-triviale définit le pre-
mier horizon. cte... A I'mtérieur de ce premier horizon, Uopérateur I est donc
bien positif : on dit alors que l'on est dans la premiere région de Gribov. Dans
[G] on montre qu'au voisinage d'un horizon les copies de Gribov apparaissent
géneriquenent par deux. une de chaque ¢oté de I'horizon. Ces copies peuvent par-
faitement décroitre rapidement a 'infini. ou étre C§°, donc ne sont pas éliminées
par le cutoft infrarouge.

L'existence de ces copies est certainement troublante, d'une part parce qu’elle
traduit au moins un manqgue de monotonicité dans la croissance de la combinaison
action + condition de jauge (cecl pourrait déja constituer une sérieuse complication
technique). mais aussi parce qu'elle jette un doute sur la 1égitimité des formules
(B.7-8). avee déterminant de Fadeev-Popov. Comme Vopérateur de Fadeev-Popov
n'est pas défini positif a grands champs. on doit conclure que les formules ordinaires
pour 'intégrale fonctionnelle correspondent a des mesures signées, une situation
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tout & fait inhabituclle et bien imqui¢tante du point de vue des axiomes ou de
I'unitarité de la théorie,

Les optimistes peuvent réver dun seénario comme celui proposé par Hirschfeld
[H], dans lequel cette mesure signée. bien que calculée heuristiquement, se ramene
a la bonne mesure positive. Largument de Hirschfeld s’appuie sur 'observation
que lorsque I'on s'¢loigne de Torigine (qui dans notre cas grace a la condition de
cutoff infrarouge. n'a pas de copies) les copies de Gribov doivent génériquement
apparaitre par paires avee des valeurs égales de 'action et des valeurs oppposées du
déterminant de Fadeev-Popov. Ces copies se compensent donc exactement. et la
prescription naive pourrait en ce sens étre équivalente a la prescription sophistiquée
correspondant & une intégrale fonctionnelle positive sur 'espace des orbites du
groupe de jauge. Méme si Vargument de Hirshfeld se révele correct, il ne nous
semble pas possible d’en donner une version rigoureuse exploitable pour la théorie
constructive.

Une autre approche envisageable consiste a renforcer la condition de jauge
défaillante en lui adjoignant en certain nombre de restrictions non-pertubatives
supplémentaires destinées a ¢liminer exactement toutes les copies tout en gar-
dant le poids ordinaire dans le domaine ainsi défini. C'est par exemple le point
de vue proposé par Zwanziger [Z] ou Dell Antonio. La encore les conditions
supplémentaires semblent tres difficiles & définir exactement et dans cette voie
la construction de la hmite ultraviolette n'est probablement pas a la portée de nos
méthodes.

Mentionnons enfin pour mémoire la inéthode de la quantification stochastique
a la Parisi-Wu dans lequel Ia mesure correcte est obtenue en quelque sorte comme
dans les caleuls NMonte-Carlo par mtroduction d'un temps supplémentaire. Les
meémes remarques s appliquent a ce prograime en ce qui concerne le passage a la
théorie constructive.

En fin de compte et malgré nos solides préjugés initiaux nous en somimes
venus a la jauge axiale. qui a 'nunense mérite de contenir une véritable positivité
exploitable.

D) La jauge axiale régularisée

Pour cette section 1l est commode de considérer la premiere coordonnée zy
comme un temps (bien qu'on soit dans l'euclidien) et de la distinguer des trois
autres. considedrées comme spatiales. La jauge axiale est définie par la condition
4p = 0. Cette condition ne fixe pas completement 'invariance de jauge (il reste
Pinvariance par les transformations indépendantes du temps vy). Remarquons que
pour utiliser cette jauge on n'a pas besoin de payer le prix d'un déterminant de
Fadeev-Popov (plus préciséiment ce déterminant est une constante qui disparait

dans la normalisation). Ce fait. a la lumiere de la section précédente, est certaine-
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ment a rapprocher de la meilleure positivité de cette jauge. Les défauts de la jauge
axiale sont la perte de I'invariance euclidienne et 'aspect singulier du propagateur

') v . . . . . ~ ’ 7’ ’
en 1/p;. Toutefois 'invariance euclidienne devrait étre récupérée pour les quan-
tités physiques mvariantes de jauge. dont la définition correcte fait appel a des
opérateurs composites tels que 'action. Nos méthodes devraient en fait permettre
la construction de la limite ultraviolette pour de tels opérateurs convenablement
renormalisés. mais nous ne Pavons pas fait et nous nous sommes limités pour
Pinstant a la construction des fonctions de Schwinger.

n jauge axiale I'action s’écrit:

En jauge axiale 'act t

. 2 2
¢~/ APEASHF]) (D.1)

p

ou Fj), représente la partie spatiale de action (les valeurs 1.2 et 3 de 'indice
dans (B.1)).

II est au foud facile de sapercevoir que cette fois dans la combinaison de
I'action. de la condition de jauge et d'un terme stabilisant de type ¢*A? réside
une forte positivité. Celle-ci. an prix d'une analyse anisotropique. nous affirme
1

maintenant qu'en probabilité le champ est de Vordre de ¢7!'/? et non pas ¢7!,
une amélioration immense qui nous place an ceeur de la zone perturbative, loin
des horizons ot ambiguités de Gribov. la ou changements de jauge rigoureux et
explicites ainsi que développements perturbatifs deviennent enfin possibles. En
effet si I'on remplace le terme en gt 4! par un terme quadratique g2 < A4, p*4 >
du meme ordre (marginal) mais moins fort a grand champ, on peut joindre ce terme
quadratique au terme en pi dans (D.1). On obtient une covariance 1/(p2 + ¢°p?)
qui se comporte done dans Uespace direct conune L/;S“)Isj\[ﬂ d*p/(ps + ¢*p*) lest
a dire comme M?P¢7'. ce qui indique bien en probabilité une taille du champ
en MPg~"?. Dans ce caleul trivial mais instructif nous avons mimé les cutoff
ultraviolet et infrarouge par les conditions naives 1 < [p| < A”; il faut bien sar en
réalit¢ unc analvse d'espace de phase plus complexe et anisotrope, avec des cellules
de moment de type rectangulaives qui précisent a la fois U'ordre de grandeur de p?
et de pd. Les cellules duales. dans Uespace direct. sont donc aussi rectangulaires,
et la présence de deux ¢chelles (longueur et largeur) dans ces cellules constitue
finalement une complication technigue mportante de notre méthode.

La jauge axiale. qui n'est pas totalement une jauge, ne convient pas aux calculs
perturbatifs. Nous utiliserons donce aussi une jauge perturbative du type Feynman
(avec A ~ 3/13) a laquelle nous allons nous ramener par des calculs explicites
lorsque le champ sera suffisamment petit.

E) Le développement d’espace de phase. La normalisation des régions
de grands champs

A partir du moment ou. en probabilité an moins. on se trouve dans la région

ol la mesure gaussicune est beauncoup plus importante que les termes d’interaction,
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on peut tenter denclenchier un développement d'espace de phase qui consiste en
une série de développements de type “cluster” dans des tranches de moments. Le
sucees n'est pas absolument garanti davance, car il faut trouver des interpola-
tions de découplage qui préservent la positivité dans le cas de théories bosoniques,
ainsi que des régles techniques satisfaisantes pour ne pas trop produire ou pour
“dominer™ les champs mal-localisés produits par le couplage entre fréquences, pour
séparer les grands champs (traités par une analyse grossiere, car improbables) des
petits champs (traités avec toute la finesse du groupe de renormalisation pertur-
batif). ete.... Cest encore tout un art dans lequel chaque équipe a ses secrets de
nmenuiseric.

Dans le cas des théories de jauge il a fallu mobiliser le ban et 'arriere ban
de nos astuces. Plus encore que dans le cas déja bien compliqué du modele non-
renormalisable “Gross-Nevewy™ [CMSV] la panoplie technique est lourde et chaque
pas nécessite un redécoupage sans quaucune simplification notable n’apparaisse
jamais par chance entre les étapes. Clest e ce sens que nous avons renoncé a une
tentative de formalisation complete (a la Balaban). Voici cependant un essai de
liste ou de guide des difficultés rencontrées. sous forme résolument descriptive et
qualitative.

L'un des principaux problemes rencontrés dans 'analyse multiéchelle d'une
théorie des champs. ¢’est le probleme dit de domination.  Les champs de bas
moments qui testent le couplage des bas et hauts moments dans une cellule de haut
moment donndée ont tendance a proliférer. simplement parce que a bas moments
les cellules spatiales sont plus grandes et contiennent douc beacoup de cellules de
haut moments. Si ces champs sont intégrés a 'aide de la mesure gaussienne, la
divergence en n ! de la série des perturbations apparait dans toute son horreur. Si
done on veut mieux borner ces champs trop nombreux on doit les réenrouler dans
Iexponenticlle de 'interaction, ou ce qui revient au méme, les borner a l'aide de
cette interaction (effective). Cest cette procédure que nous appelons domination.
Dans le cas des theories de jauge on découvre tout d'abord qu'un certain nombre
de termes de couplage entre hautes et basses fréquences résiste a ce traitement.
S1 AL désignent le champ ot les fantomes de haute fréquence et B le champ de
basse fréquence o de “background™. 11 sagit de tous les commutateurs de type
[4. B]. et des termes Onlny. B].

Nous remarquons que 'on peut réabsorber exactement ces termes dans le
propagateur du champ de haute fréquence a condition de remplacer les dérivées
ordinaires agissant sur les champs de haute fréquence par des dérivées covari-
antes par rapport an champ B. Clest la certainement une conséquence profonde
de lorigine géométrique des théories de jauge. et la ¢lé du probléme de domina-
tion dans ce contexte. Néanmoins le remplacement de dérivées ordinaires par des

dérivées covariantes ne va pas sans lourdes complications techniques. La jauge
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perturbative a laquelle nous nous ramenons pour les caleuls perturbatifs devra elle
ausst dépendre du champ de background B, ce qui réagit a son tour sur le cal-
cul du déterminant de Fadeev-Popov. et sur la définition des tranches de moments
elles-mémes. dans la mesure on celles-ci doivent. dans certains cas. étre translatées
autour du zéro de Lopérateur D? et non pas du zéro ordinaire du Laplacien.

Un autre probleme technique délicat intervient dans le calcul des contretermes
restaurant I'invariance de jauge. Ce calcul doit étre fait dans la jauge perturba-
tive, et pour quil v soit simple, nous avons pris des cutoffs ultraviolets de forme
simple dans la jauge perturbative. Cela signifie que pour notre théorie de départ
dans la jauge axiale le cutoff est le transformé d'un cutoff simple par une formule
compliquée.

Afin de définir les régions ou 'on va introduire la jauge perturbative et faire
des calculs précis. il nous faut introduire cellule par cellule de 'espace de phase,
une division entre grands champs 4 >> ¢71/%, et petits champs. Les cellules de
grands champs sciblent tres supprimées en probabilité grace a la positivité de la
jauge axiale. mals nous allous voir que cet effet 11’est convaincant qu’a posteriori
apres prise en compte de leur normahsation différente. Seule la partie de grand
champ du champ de bas moment devra rééllement étre traitée comme un champ
de background. la partie de petit champ pouvant étre dominée grace a la condition
de petits champs clle-méme.

Dans I'enscible des cellules de petits champs nous pouvons introduire a la
main une sorte de formule de Fadeev-Popov rigoureuse avee cutoffs qui en fait
transforme le champ ot le met dans la jauge perturbative (c’est si I'on veut, un
changement de varable dans U'intégrale fonctionnelle qui met en évidence le vol-
ume du groupe de jauge afin de le factoriser). La théorie obtenue ainsi dans les
zones de petits champs est done formulée dans une jauge perturbative dépendant
du champ de background local. Ce champ de background, bien que lentement
variable. n'est pas constant. ce qui entraine une nouvelle difficulté technique im-
portante: le propagateur n'étant pas invariant par translation, les développements
de cluster spatiales dans chaque tranche de moments doivent étre précédés d’'un
important développement auxiliaire afin de se ramener au cas d’'un champ de back-
ground constant.

Un dernier probleme. le plus intéréssant peut-étre, se pose lorsque comime
ici, on a utilis¢ des mesures gaussiennes différentes donce en fait des normalisa-
tions différentes pour les regions de grands champs et de petits champs. Les
facteurs petits attachés a chaque cellule de grands champs sont ils suffisants pour
compenser aussi la différence de normalisation? La réponse n'est pas immédiate
et n'est nullement acquise d'avance. Nous montrons que dans la normalisation
d'une cellule de grands champs on doit prendre en compte un certain rapport

de déterminants correspondant a la normalisation de toute la région de petits
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champs de fréquences supérieures pour laquelle cette cellule de grands champs ap-
parait comme “hackground”. Ce déterminant s’ajoute a celui de Fadeev-Popov
pour former en définitive le poids relatif dune cellule de grands champs (avec les
modifications entrainées par I'usage de dérivées covariantes pour les champs de
fréquences plus ¢levées) par rapport au cas ou cette cellule est de petits champs
et le background correspondant est nul.

La vérification cruciale consiste donc a chercher si le facteur petit de prob-
abilité dit a la positivité de la jauge axiale (qui est exponentiellement petit dans
une puissance de la constante de couplage) est suffisant pour compenser ce poids
relatif. La réponse est oul. mais elle dépend 1a aussi de la propriété de stabilité du
cutoff ultraviolet général. En effet ce poids relatif des normalisations apparait sous
la forme de déterminants dont le comportement dominant, lorsque le cutoff ultra-
violet est élevé. est donné par le terme en B? qui est le seul terme relevant au sens
du groupe de renormalisation. Ce terme diverge quadratiquement et ’essentiel de
sa contribution est done concentrée au voisinage du cutoff ultraviolet de la théorie,
ce qui explique la encore le role clé de la forme de ce cutoff. Le coefficient de ce
terme peut étre caleulé explicitement, et nous montrons que son signe est le bon
dans le cas d'un cutoft stable.

Eu définitive le développement complet converge si la constante de couplage
renormalisée reste petite, ¢ est a dive si la constante C' dans (B.9) est assez grande.
Les fonctions de Schwinger obtenues ainsi vérifient en un sens non-perturbatif les
identités de Slavnov correspondant a la jauge axiale, a des termes de correction
pres dus au cutoft mfrarouge. attachés an bord du volume A (comme indiqué
plus haut). Il est a noter que Uessentiel de la coustruction étant faite dans la
région de petits cliaps. ot l'on utilise la jauge perturbative, on a aussi pour
les fonctions correspondantes les identités de Slavnov de la jauge perturbative a
tous ordres dans la constante de couplage. mais dans ce cas les zones de grands
champs apparalssent comme des termes correctifs exponentiellement petit dans
une puissance de la coustante de couplage.
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