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Exposé donné aux rencontres de Strasbourg en Décembre 1988

§0. Introduction

On se propose dans cet exposé de présenter des résultats récents que nous avons
obtenus sur I'équation de Harper et des opérateurs trés proches. Cette étude est

présentée dans trois longs articles [He-Sj] et a été présentée dans différents

23,4

exposés [He-Sj] Nous insisterons donc plus sur certains aspects qui ont été

ab,cd.e’
moins développés dans ces précedents exposés. L'origine du probléme est I'étude de
I’équation de Schrodinger avec champ magnétique périodique. On s’ intéresse aux
propriétés spectrales de cet opérateur. On regarde tout particuliérement le cas de la
dimension 2 et on considére dans R I'opérateur :

(0.4) Py = (D, - B x)" + (hD, +5B X)) +V(x,.x,)

ou B est constant >0 ,h >0,R>0et V est Coo—périodique pour un réseau (qu’'on
supposera dans la suite carré de coté R pour simplifier).
La réduction a l'opérateur de Harper (que nous définirons plus loin) peut intervenir

dans un grand nombre de cas en fonction des tailles respectives de h, B, R. Elle est
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décrite dans de nombreux articles dont nous mentionnons quelques titres dans les
références ([Ad],[Aul,[B1], [Ch], [C1-Wal, [Du-No], [Ko], [Lal,[Lu], [Ly], [No],
[Pe], [Wal.....). Citons les différents contextes :

~lalimite champ magnétique faible (i.e. B —»0) (cf 'autre exposé fait par J.Sj. a
Strasbourg [He-Sjl; , ou [Be], ,, [He-Sjl,, [Nel,)

-lalimite champ magnétique fort (i.e. B —oo) ( cf [Be]z,[He—Sj]S)

—lalimite semi-classique : h =0 (cf [He—Sj]Z,4 )

~lalimite dite du tight binding ou les puits s'éloignent (cf [Ca])(i.e R —o0). On prend
alors Vp sous la forme Vo = 2 _ W (x-Ra).

Dans tous ces cas , une partie du spectre se trouve mise en bijection apreés
essentiellement une similitude au spectre d’un opérateur de Harper perturbé. Nous
présenterons pour I’essentiel dans la suite les résultats obtenus dans le cas de
1’équation de Harper, mais il est fondamental de noter que nos résultats,
contrairement a ceux obtenus avec d’autres techniques, sont valables pour des
perturbations soigneusement controlées de cet opérateur.

Soit donc a considérer I'opérateur suivant défini sur 'AVA par : |

(0.2) 82 (Z)3 U, = (Iif;'"u)n = uln+1)+ uln-1) + 2 p cos (2na n + 9 Ju(n)

et on s’intéresse au spectre 2:;" de H:" ou plus exactement a 'ensemble :

= Uzt

o est ici un paramétre dans [0,1], @ varie dans [0,2r] et peR™.

Rappelons que dans le cas oU o est rationnel: o = p/q , I'ensemble >** est constitué
de q bandes .En 1976 le physicien Hofstadtef eut I'idée de faire apparaitré comment
ces bandes se répartissaient en fonction du développement en fraction continue (fini
de o) en représentant sur une droite d’abscisse o dans le plan le spectre >* En
faisant varier o parmi les rationnels compris entre 0 et { dont le dénominateur est
inférieur 50, le dessin obtenu (voir figure 1) est appelé le papillon de Hofstadter; il
permet d’imaginer la structure du spectre dans le cas irrationnel et de conjecturer que

cet ensemble est en général un Cantor, conjecture due 4 M.Kac et appelée par B.Simon



dans [Si] : 1a conjecture des 10 martinis. Par une analyse poussée du papillon,
Hofstadter donnait un certain nombre de régles précises sur la répartition des bandes.
Une autre description complémentaire donnée par Wannier [Wa] et reprise dans
[C1-Wa] est basée sur des considérations sur la densité d’état . On trouvera dans
[Gu-He-Tr]une présentation commentée de nombreux dessins ou zooms tirés du
papillon.

Rappelons maintenant quelques résultats connus concernant P

> ales propriétés suivantes :

(0.3) Si a=p/q est rationnel , le spectre est composé de q segments
disjoints ( sauf pour q pair ou 2 segments se touchent au milieu de
>** (cf [Be-Sil, [Mol, [C-E-Y]). La longueur de !'intervalle

entre 2 bandes est minorée par 8 ° ([C-E-Y]).

(0.4) Si o est irrationnel , le spectre 2:’" est indépendant de 0 (cf par

exemple[He-Sjl )

(0.5) Si E est est dans le spectre , —E est dans le spectre

(0.6) Le spectre est contenu dans [-2-2p,2+2p ]

(0.7) AT (dualité d’aubry , of [Aul ,[Si], [Be-Sil)
(0.8) AR

(0.9) Pour certaines familles de o irrationnels :

[a] nombres de Liouville (cf [C-E-Y]), i.e. t.q:
vC>0 .3 p/q tel que le—p/ql < C ¢

ou

[b] (cf[He—Sj]z,M) nombres dont le développement en fraction

continue est donné par :



o = 1/ (q+1/(q+1/ (q, + .... ))) avec lqil > C , avec C assez

grand (dans lecas p=1)

ou
[c] Pour un ensemble G,-dense non explicité de « (cf
[Be-Si],[Mo]) ,

il est démontré que le spectre est un Cantor .

Notre contribution correspond donc au cas (O.Q)b . Nous expliquerons plus en détail au
§1 les résultats obtenus par les méthodes semi-classiques. Ces méthodes de
démonstration sont totalement différentes des autres résultats mentionnés en (0.9).
Elles sont basées sur 'analyse semi-classique et justifient des démonstrations assez

heuristiques de Wilkinson [Wilk] et de Azbel [AZ].

§1. Structure cantorienne du spectre de Harper; 1'étude semi-classique

L’analyse de Wilkinson est basée sur une analyse W.K.B. qui fait
intervenir une infinité de " puits " dans '’espace T* R. On remarque en effet que
r'étude de 3™ est équivalente a I'étude de I'opérateur pseudo-différentiel :
cos hD_+cos x sur L*(R) avec h/2n -

On entend par la qu’a un petit paramétre h et un symbole p = p(x,&) (de classe ™)
2n-peériodique par rapport a x et £ (dépendant éventuellement d’autres parameétres
dont h) , on associe son h-quantifié de Weyl, noté pw(x,th), qui est {'opérateur
borné sur LZ(IR) défini par I'unique prolongement continu de:

$(R)3u — (p" (x,hD )u)(x) = (2zh) " J e XY o (x+y)/2,8) uly) dy.dg

Dans notre cas particulier , p(x.£) = cos x + cos €. Les puits sont alors pour un niveau
d’énergie donné les composantes connexes de p_l(E). Pour chacune de ces
composantes connexes , on peut construire par des techniques a la Maslov ([Ma]) des
quasimodes et les valeurs spectrales ainsi obtenues donnent une bonne approximation

(e 0] . . . - y
du spectre modulo O(h ™). On peut ainsi construire prés d’une de ses valeurs
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spectrales A n(h) une base de I'espace spectral correspondant au spectre de I’opérateur
de Harper contenu dans Jo_(h) - ch’ A (h) + C h’[ . Cettte base (qui est presque
orthonormale) est constituée de fonctions bien localisées dans chacun des puits et se
déduisant les unes des autres par des opérateurs de translation d’un puits a un autre
qui commutent avec 'opérateur de Harper. Mais ces puits interagissent par effet
tunnel et 'opérateur de Harper restreint a cet espace est décrit dans cette base par
une matrice infinie qui n’est pas tout a fait diagonale. Pour h assez petit, Wilkinson
indique comment, en analysant ces interactions, on tombe sur un nouvel opérateur de
Harper avec p =1, mais avec un nouvel h. Pour obtenir la structure compléte du
spectre, on "'n'aqu’a" itérer cette procédure indéfiniment. La suite des h qu’on obtient
est donnée par le développement du premier h/2xn en fraction continue, et Wilkinson
indique que sa procédure marche si tous les h sont petits. Son travail montre une
intuition remarquable, étant donné que ses arguments du point de vue
mathématique sont assez flous, mais la rigueur mathématique est remplacée par
I'intuition du physicien et des vérifications numériques trés soigneuses dans I'esprit de
celles de Hofstadter. Comme I'avait pressenti J. Bellissard, il se trouve que les
techniques que nous avions développées dans le cas d’'un nombre fini de puits dans
[He-Sjl , pour I'étude de I'effet tunnel pour I'équation de Schrodinger et étendues au
cas d’une infinité de puits par Carlsson [Car], peuvent fournir la(justification
rigoureuse des arguments de Wilkinson [Wilk], mais 4 chaque étape de 1a procédure,
il y a une petite zone du spectre qui demande une analyse différente (abordée de

maniére non rigoureuse chez Azbel [Az] et développée dans [He-Sjl,).

Théoréme 1. |
Soit £,>0, il existe alors C >0, tel que si h/2nc]0,1[\Q et h/2x admet le
développement en fractions continues :

h/27t:1/(q1+1/(q2+1/(q3+...))))

avec q €Z, Iqu;CO ,ona:



Le plus petit intervalle fermé qui contient Sp(P) est de 1a forme :
[-2+0(1/1q,/),2-0O(1/q)].

Sp(P) N J c uy cicN _]i , 0U les _]i sont des intervalles fermés de longueur = 0, avec
- +

3J; < Sp(P).
Ji., se trouve a droite de J; @ une distance ~t/lq) . J, est de longueur

2¢,+0(1/]q /), contenant 0 a une distance O(1/lq,)) de son centre. Les autres bandes
-CG) lq i
sont de largeur e , avec C(j)=~l1.

Pour j = 0, soit K; la fonction affine croissante, qui transforme J; en [-2.2];

on a alors : Ki[-Ji NnSpPlcu, Jix

ou les Ji’k ont les mémes propriétés avec q, remplacé par g, et ainsi de suite.

Ici aab signifie que a/b et b/a sont majorées par une constante qui ne dépend que

deeo.

H

L’étude du spectre prés de la valeur critique 0 de cos § + cos x et qui correspond a
un point col est plus délicate; La construction décrite précédemment est inapplicable
car les puits ne sont plus compacts et on a affaire a une forte interaction par effet
tunnel. Disons simplement que dans le mécanisme itératif esquissé plus haut un
nouveau modéle apparait et il faut savoir étudier pour quelles valeurs des paramétres
un certain systéme 2x2 d’opérateurs pseudo-différentiels Qw(x,h’Dx,h) est
inversible.
Le symbole "principal" de ce pseudo-différentiel est de la forme :
beae”
(L.1) Qy(x%)=

b+ae ™ b+ae”
ou a et b sont des fonctions d'un certain nombre de paramétres antérieurs mais qui
vérifient:
(1.2) laf®+1bf® = 1, arg(b) - arg(a) = =n/2
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Notons ici que:

(1.3) det(Q,(x8)) = (b.2 +a.b) (cos & + cos x) + 2i(Ibf*+[af’) sin(2argb)

La description du spectre qui résulte de ce procédé par récurrence ou selon les zones
de spectre considérées on oscille entre I’étude de 4 problémes liés a I’étude de
perturbation de : cos(hD_)+cos(x) ou de Q(x,hD ) est trés précise si tous les q
apparaissant dans le développement en fraction continue de o sont assez grands en
module. On obtient comme conséquence de cette étude , le théoréme suivant qui

compléte le précédent et qui n’est qu'un sous - produit d'un théoréme plus précis:

Theoréme 1.2 Soit h € R\Q admettant le développement en fraction continue :

(1.4) h/2n = 1/(ql+1/q2+1/q3+...) L Q,€Z, 1gj<oo  avec,

(1.5) lg;l=C,

Soit Pw(x,h Dx,h) une famille d’opérateurs pseudo-différentiels autoadjoints dont les
symboles de Weyl correspondants p(x,&,h) s'étendent a l1a bande |Im(x.E)|<1/¢ et
vérifient :

(1.6) p((x&)+2r o,h)=p(xE,h) VaeZ’

(t.7) p((x&).h) =p((€,-x),h)=p(x,-§,h)

(1.8) Ip(x.€.,h)-(cosg)+(cosx))lge pour [Im(x.§)g1/e etlhl<2/C,

Alors si h/2n vérifie (1.3)-(1.5) pour C >0 assez grand et si 0 <g <¢ With¢, >0
assez petit le spectre de P, Sp(P) est de mesure de Lebesgue 0 , n’a pas de point isolé

et est nulle part dense.

Remarque {.3 : En particulier, le spectre de cos hD_ + cos X (c.a.d s pour

I'équation de Harper) est un ensemble de Cantor, ce qui démontre (0.9),.

emarque
Pour les applications mentionnées dans I'introduction (et aussi au cours de la

récurrence dans la démonstration du théoréme 1.2), on a besoin d’étendre le



théoréme 1.2 sous la forme suivante. On considére une famille holomorphe
d’opérateurs autoadjoints (pour p réel) pw(x,th,h,p.) ou p est dans un voisinage
complexe de [-3,+3]. On appelle p-spectre de pw(x,th,h,u) "ensemble des p tels
que 0¢€ pw(x,th,h.p). Alors, si (1.2)-(1.6) est vérifiée avec (1.6) remplagée par :

Ip(x,£,h,p)-(cos E+cos x-p)lge pour |[Im(x.€)lg1/e et |hl<nl(e), 1a conclusion du
théoréme 1.2 est vraie pour le p-spectre de pw(x,h Dx,h,u) (on retrouve le théoréme

précédent en considérant p (x,h D_hp)= p (x,h D,.h)-p).

§2 Analyse semi-classique prés d'un rationnel

On a vu au § précédent comment étudier le spectre pour 'opérateur de Harper
lorsque o est trés petit et admet un développement en fraction continue avec tous les
q, de module supérieur a C, (avec C,assez grand). Par ailleurs, lorsque o = p/q , il est
possible de ramener I'étude du spectre de Harper a I'étude de 1a réunion des spectres
d’une famille de matrices qxq . Cest juste une application de la théorie de Floquet.
La famille de matrices est paramétrée par 0 = (91,92) et donnée par :

- 10

6, .p -
1 t 2
_]q + e _Jq + € Kq +e

(2.1) Mp,q(el,ez) = e
ou :
(2.2) (Kq)..: 5

if i,j+1

2in(j-1)(p/q) . . .
(2.3) (,J:;)ii - et 8;; pour i=1..q;j=1L...q (par convention J;:jq)
En particulier Jq et K o Sont deux matrices unitaires telles que:

q _ ) q _ __(2in/q)
(2.4) (J)" =T :(K) =1 et J K =e Ky Jq
Les valeurs propres xi(el,ez) de la matrice M(6,,0,) rangées par ordre croissant
parcourent chacune une des q bandes du spectre de 'opérateur de Harper. Bien

entendu, on peut se poser le probléme de la multiplicité ou du recouvrement éventuel



des bandes. Il est assez classique que ces bandes ne se recouvrent pas et ne peuvent
qu’éventuellement se toucher. Comme on I'a rappelé dans I'introduction, la conjonction
de résultats de [Be-Si],[Mo] (cf aussi [C-E-Y]) donne que les bandes sont toujours
disjointes sauf dans le cas pair ou les deux bandes centrales se touchent. Un autre
point intéressant concernant cette famille de matrices est que:

(2.5) det(M_ (6,,8,)-E) = P, (E) + 2(~1)*"" (cos(q8,)+ cos(qe,))

Considérons maintenant le cas ou o est seulement proche de p/q, c.a.d :

(2.6) = p/q +h

Le résultat intéressant (qui n'est qu'un cas particulier d’un résultat général sur le
spectre d’opérateurs pseudodifférentiels (2n)x—quantifiés a symbole 2n - périodique
par rapport a X et &) est I'équivalence des deux propriétés suivantes :

(2.7)Ee Sp (cos 2na D) +cosx) < E € Sp Mp,q(x,(Zu)th) )

L'étude spectrale de I’équation de Harper pour « proche de (p/q) est donc
équivalente a celle d'un systéme (qxq) d’opérateurs pseudodifférentiels
(2nh)-quantifiés qui refévent de I'analyse semi-classique en ce sens qu’on a

retrouvé un petit paramétre. Ce point de vue apparait dans les travaux de Wilkinson

[Wilk] et Sokoloff [Sok] et également dans le langage des C* —algebres chez Bellissard
[Be]l,z. L’étude de tels systémes pseudo-différentiels modulo 0(h”°) (ou méme
modulo un O(exp(-¢/h)) n'offre pas trop de surprises et est menée en détail dans
[He- Sj]s. Donnons quelques indications. Lorsqu’on regarde prés d’un niveau d’énergie
appartenant 4 une bande simple (ce qui est presque toujours le cas) ou bien dans le
cas oU les deux bandes se touchent & condition d’éviter I'intervalle]-¢ ¢ [ dans
lequel deux bandes se touchent (ce qui est toujours le cas si q est pair), on peut
toujours se ramener aprés une mise par blocs pseudo-différentielle valable modulo
O(hoo) (attention , on ne se contente pas de mettre par blocs le symbole principal , ce
qui ne donnerait une décomposition que modulo O(h)!) al’étude d’un opérateur
pseudodifférentiel h-quantifié dont le symbole principal est1,(x.) si I'énergie

considérée se trouve dans la Bémebande. Le calcul du sous-principal lél)(x,g)

9



(coefficient de h du symbole de Wey! de cet opérateur) peut étre fait explicitement. I
porte une information intéressante liée a la ?,éme bande et est donné par la formule
suivante ; on omet la référence a £ et on désigne par e(x,§) une section ¢ du noyau
de ker(Mp'q(x,E_,) - A(x.£)) de norme 1 dans C" . Ce sous-principal est donné par :
(2.8)
Dixg) = (1/1)[ < (M-1(x.£))a e(x.E )3 e(x.E) > + <aMaele>+ <a M.eld.e]

- (1/21)(2) M) (x.E)
Ce sous-principal n'est pas intrinséque dans la mesure ou il dépend de la maniére
dont on a décomposé par bloc , c’est a dire surtout du choix de e(x,). L’invariance est
a prendre au sens suivant' deux choix différents de e(x,£): € et e" conduisent a deux
sous - pr1nc1pauxl ( £) et l" (x,é) tels qu’il existe une fonction ¢ définie au
voisinage du puits ¢ telle que:
(2.9) l’(l)(x,é) - 1"“)(x,§) = dA/3E. 30/dx - M/Ax.39/% = { X, 0} (x.E)
Toutes les quantités spectrales faisant intervenir ce sous- principal sont indépendantes

du choix du représentant dans la classe d'équivalence définie par (2.9). En particulier

la fonction f, = f (E) définie par :

T(E) (1)
210)  £E) =w2r) [ 2"0,(x) d

0

ou ¢, désigne le flot hamiltonien associé a H, et (x.§) est un point tel que A(x.) =

est indépendante du choix de e. On trouve par exemple 1a formule plus intrinséque
suivante qui est réminiscente des travaux de Avron-Seiler ([Av-Se]) et de
I'expression de la formule de Kubo apparaissant dans I'étude de 'effet Hall quantique;
si TI(x.E) désigne le projecteur orthogonal sur Ker(M(x.£)-4(x,£)), on a ,en choisissant

€ = +1 de telle sorte que A(x,§) = E entoure eA (x,£) <E

Ql&
-

(2.11) f (E) = (1/2in)

1

(JSMX.E <t Trace( (dII . (M-2) .dII)(x,E) ) )t,E

)
+ (/i) | 3 (e g Trace (ILAILAILI(x5) )

Si:

10



(2.12) £,(E) =(/2n) | o ( dx.dg

xg)<E
la régle de quantification obtenue est donnée en dehors d’un voisinage de la valeur
critique de A(x.§) correspondant au point selle par:

(2.13) 1,2 (1)) - h {2 _(h)) = (n+3)Ihl + O(h®)

En particulier, prés du bout d’une bande qui ne touche pas l1a bande voisine , on peut
décrire complétement la structure du spectre modulo O(hoo), et retrouver la formule
de Rammal -Wilkinson qui est mentionnée par J.Bellissard dans [Be]2 (voir figure 2 ou

la structure du spectre prés de (1/3) a été calculée).

L’étude semi- classique prés du point ot les deux bandes se touchent est également
intéressante et a des parentés avec le systéme considéré en (1.1). On se raméne par le
méme type d’arguments que précédemment a un systéme pseudodifférentiel 2x2
dont il faut faire une étude semi-classique preés de I'énergie 0.

Mentionnons simplement le modéle le plus simple rencontré qui est typique de la
situation rencontrée (cf [He-Sjl, ).

Dans le cas q =2, la matrice M, 2(91.92) est simplement la matrice :

cos 8 cos 0,
(2.14) M, (8,6, )=
cos 6, -Cos 9
dont le déterminant est — ( cos 912 + COS 922) = -2 - cos (28)) - cos(20,)

qui s'annule a l'ordre2en 8 = n/2,0,= n/2.

De méme que I’étude semi- classique ( modulo 0(h%) ) de cos (hD,) + cos x prés de

-2 se ramenait a I'étude du spectre de 'oscillateur harmonique: -2+ (1/2)(h2Df,+y2 )
(ot onaposéy=(x- 3)), I'étude du systéme (2.14) se raméne modulo o(h*? a
celle d’'un des modeéles les plus simples d’équation de Dirac a savoir :

X hD_ J

hD -X

X

11



dont le spectre est donné par des valeurs propres de multiplicité1: 0, + Vnh

(neIN¥),

Mentionnons pour terminer que I’étude semi- classique modulo O(hoo) du spectre
n'est que la premiére étape de 'étude du spectre de I'équation de Harper dans le cas
oU o est proche d'un rationnel. L’étude de t'effet tunnel doit étre menée avec
attention (cf [He-Sjl,). L'amélioration obtenue est simple a décrire: on peut
remplacer les hypothéses (1.4) et (1.5) par I’hypothése plus générale que la propriété
n'est a faire qu’a partir d’un certain rang N sur les q;. Le C, assez grand dépend
toutefois de 1a donnée des q; pour j<N . A des modifications mineures preés, la
conclusion du théoréme (1.1) est la méme. Nous n’'avons aucun doute sur le fait que le
spectre de I’équation de Harper est un cantor sous ces mémes hypothéses
(compte-tenu de [He-Sjl,) mais nous n’avons pas eu le courage d’écrire la

démonstration détaillée.
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