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STRUCTURE ALGEBRIQUE DES ANOMALIES ET COHOMOLOGIES DE B.R.S.

Michel DUBOIS-VIOLETTE

*
L.P.T.H.E. - Orsay

Aprés une bréve discussion sur l'origine du probléme des
anomalies en théorie de jauge basée sur les références El] ,C 2] ,[ 3] ,
D‘] ainsi que sur des exposés de R. Stora, on décrit les résultats obtenus
en collaboration avec M. Talon et C.M. Viallet concernant la détermination
des termes anomaux en théorie de jauge [5 ] ; on trouvera aussi des résumés
de certaines parties de ces résultats dans les références [6i},{:73 ,[‘BE
et une description de la situation dans des cas particuliers intéressants

pour la physique et illustrant bien les mécanismes dans [ﬁ)} .

* Laboratoire de Physique Théorique et Hautes Energies,
L.A. 063, Université Paris Sud, Batiment 211
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1. INTRODUCTION

1.1 L'action quantique.

Soit M 1'espace—temps de dimension n . Une théorie classique locale

du champ Y(x) correspond 3 la donnée d'une action locale I’(O)(W) ;

T(O)(w) est une fonctionnelle de P qui est locale, autrement dit,
F(O)(w) = fM L(O)(w) ou le lagrangien L(O)(w) est une n-forme sur M
dont la valeur en x€M ne dépend que des valeurs en x de ¥ et d'un
nombre fini de ses dérivées partielles.

Une théorie quantique "correspondant' a une théorie classique du type
précédent est également décrite par une fonctionnelle T (¢) du champ clas-—

sique | appelée action quantique . L'action quantique est la fonctionnelle

génératrice des parties une-particule-irréductibles des "fonctions de Green'".
La théorie des perturbations permet de construire I () & partir de T(O)(W)
comme série formelle en # I'(p) = 2 (M)kf"(k)(w). I'(Y) n'est définie

N . . o . k2 , . o
qu'd une renormalisation finie prés ; gans une telle renormalisation finie,

la fonctionnelle I'(Y) qui n'est pas locale est modifiée par 1'addition d'un
terme local. C'est bien naturel, on ne peut pas distinguer les lagrangiens
L(O)(W) et L(V) = ) (M)k L(k)(W) en "M =0"! Il y a, bien entendu, des
tas de subtilités liggé)é 1'invariance de Poincaré, au spectre de 1'énergie,
4 la renormalisabilité et au comptage de puissance mais il n'est pas question

ici de rentrer dans les détails.

1.2 Invariance de jauge de premiére espéce.

Avec les notations précédentes, supposons que le champ 1 prenne ses
valeurs dans 1'espace d'une représentation linéaire de dimension finie
d'un groupe de Lie compact. On fait agir G & droite sur ¢ , via ¥ - U}g
avec th(x) = ﬂ(gnl)lb(x) pour g €G, de maniére a avoir une action a gau-
che sur les fonctionnelles de . On en déduit, par dérivation a 1'origine
de G , une représentation linéaire W de 1'algébre de Lie Lie(G) de G
dans 1l'espace des fonctionnelles de ¢ .

L'invariance de la théorie classique se traduit alors par
W(Q)F(O)(W) =0, VF € Lie (G) ; dans ce cas, une question naturelle qui se
pose pour la théorie quantique est la suivante : Peut-on construire une théo-—
rie quantique invariante correspondante ? En d'autres termes, est-il possible

de construire I (1) de maniére a avoir WEYT @) =0, VieLie(G) ?

1. En toute rigueur, cet énoncé est faux puisque l'addition d'un terme local
d'ordre k21 en ¥ modifie de manicére non locale les termes d'ordres strictement
supérieurs a k de l'action, mais, pour les termes anomaux, tout se passe comme
si 1'énoncé était vrai.



La réponse est oul, au moins en théorie des perturbations ; en appliquant
les régles usuelles , on peut construire I' () = Z (M)kF(k)Qp) de manié-
re 3 avoir WE T () =0, VEeLie(G) et kel .

1.3 Invariance de jauge de seconde espéce.

Toujours avec les mémes notations, soit G le groupe des fonctions
différentiables sur M & valeurs dans G ; 1l'algébre de Lie Lie(G) de
G s'identifie naturellement avec 1'algébre de Lie des fonctions différen-
tiables sur M 4 valeurs dans Lie(G) . On peut étendre l'action & droite
de G sur Y en une action & droite de G sur ¢ en posant, pour
g €6G , u)g (x) = w_g_(x) (x). On déduit une représentation linéaire W

de Lie(G) dans les fonctionnelles de Y qui prolonge W . Soit a(x)
un champ sur M qui est une I-forme différentielle a valeurs dans Lie(G)
se transformant, sous l'action de g G‘g de la maniére suivante

a()r aB) = g0 lag0) + g0 g
On a une représentation linéaire associée w de Lie(G) dans les fonc-
tionnelles de Y et de a : w(f) = WE) +~f(Vu £(x)) 615%27 , avec
%yg(x) =(§U§(x) + [a“(x),é(x)] ZO)(E;E]Jie(g) ). Etant adhné une action

r (

), dinvariante par G , on peut

0,

classique pour le champ ¥ ,

construire une fonctionnelle locale T ,a) de Y et de a dinvariante

s (iees w() !( )(@3n) =0, \fﬁLE Lie(G) ) en remplacant les

par [

opératcurs de dérivées partielles DU par les dérivées covariantes VU pour

(O

a dans (), (couplage minimal). Dans 1'optique précédente,

(O - i .
1( )(w,a) apparailt comme action pour le champ ¢ dans le champ extérieur
a ; on peut, en rajoutant un terme cinétique (action de Yang-Mills) in-
variant par G pour a , rendre a dynamique et construire une action

r (¢

classique invariante par G , l,a), pour les deux champs couplés
et a . Dans ces conditions on peut 4 nouveau se demander s'il est pos-—
sible de construire une théorie quantique correspondante en préservant
1'invariance par G . La réponse est non ; en présence de fermions

chiraux on a généralement w(§) T (p,a) = 4 (a;§) # 0 . Le terme A (a;f)

est 1'anomalie.

1.4 Anomalies et équations de congistance.

L'anomalie A (a3f) est linéaire en § et a la propriété d'étre lo-

cale autrement dit  Aaj;f) = fMQ(a;é), ot Q(a3;f) est une n-forme
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différentielle sur M dont la valeur x€M ne dépend que des valeurs en
x de a , & et d'un nombre fini de leurs dérivées partielles. Nous dirons

que A (a,£) est une l-cochaine locale sur Lie(G) ; {(c'est une l-cochaine

sur Lie(G) & valeurs dans les fonctionnelles de a qui est locale). Par

construction, A vérifie les équations de consistance de Wess et Zumino [103
w(D)h(a; D) - w@)d (a38) - A (a3 [E,2)) =0 (*)

pour tout &, 7 dans Lie(G). Ces équations expriment le fait que A est

un cocycle. Nous appellerons l-cocycle local sur Lie(G) toute l-cochaine

locale satisfaisant les équations précédentes. Une classe particuliére de

l-cocycles locaux est constituée par les l-cobords locaux :

AasE) = w(® L@, (*%)
ot L(a) est une n-forme sur M dont la valeur en xX€ M ne dépend que de
la valeur en x de a et d'un nombre fini de ses dérivées partielles.
De tels l-cobords locaux sont considérés comme des anomalies triviales puils-
qu'elles peuvent @tre éliminées par renormalisations finies (voir 1.1).
On est donc amené a s'intéresser aux solutions de (*) modulo les solutions

de la forme (**), c'est a dire a la l-cohomologie locale de Lie(G).

2. COHOMOLOGIE LOCALE

2.1 Rappels sur la cohomologie des algébres de Lie.[ll}

Soit Ca une algébre de Lie et w wune représentation linéaire de C& dans

un espace vectoriel E . Une p-cochaine sur (2} a valeurs dans ( le‘j}—modu—

le) E est une application p-linéaire antisymétrique de Cné.valeurs dans E ;
autrement dit une p-cochaine 7Y sur C& a valeurs dans E est un élément de
Cp(ca,E) =E® APcﬁ* . On définit, pour peﬂd,

5: c®,e) > PO, E) par

Gy) (& £) R NG B i)
O 3o e = - W o\g St 3Gy e e e
! 0 P Osksp k © k P
T + A A
) EDTT A CLELE D s B b s nE)
02r<sZp P

§ s'étend linéairement en un endomorphisme de

% ,
C (Cn,E) = > Cp(ca,E) et 1'on a 62 = 0 ., La cohomologie de Cn a

®
20 *
valeur dans E est la cohomologie du complexe (C (Cn,E),S ).

Supposons que Cn' soit 1'algébre de Lie d'un groupe de Lie K , (CU= Lie(K)),
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et que w provienne d'une représentation linéaire, w , de K dans E. On
peut alors identifier (C*(q;,E),G) a un sous-complexe du complexe des formes
différentielles sur K a valeur dans E en procédant de la maniére suivante.
A YECP(CU,E) » on associe la p-forme différentielle sur K & valeurs dans E
Y dont la valeur en g€ K est donnée par Y(g) = ﬁ(g)Y(eg,...,(%) , ol Gg
est la valeur en g de la forme de Maurer-Cartan 6 sur K . On vérifie

- %
facilement que Y > Ydéfinit un isomorphisme de C (Ca,E) sur l'espace des

formes différentielles homogénes sur K & valeurs dans E , (i.e. les formes

w telles que Lgu)= w(g)w) , et que ¢ correspond a la différentielle extérieure
sur K dans cet isomorphisme.

2.2 Cohomologie locale de Lie(G)

Reprenons les hypothéses et notations du paragraphe 1 et soit (jb
1'espace des l-formes différentielles sur M & valeurs dans Lie(G). Cazest
1'espace des champs a introduits dans 1.3 ; muni de l'action de G a > ag
défini dans 1.3 ,(jlest un G-espace a droite. On a donc de maniére naturelle
une représentation linéaire de G dans 1'espace P(QL des fonctionnelles en a ;
(on ne considérera que les fonctionnelles polynomiales). w est 1l'action infinité-
simale de Lie(G) correspondante.

Appliquons les définitions du début de 2.1 au cas ou Cﬂ-= Lie(G) , (i.e.
K= (), et ou K = P(CR) muni de la représentation w . On a le complexe
C*(Lie(g),P(Cn)) des cochaines sur Lie(G) a valeurs dans PQfQ). Nous dirons
qu'une p-cochaine Y € Cp(Lie(E),P(Cﬂ)) est locale si on a
Y(a;él,...,gp) = f M Q(a;él,...,gp) ol Q(a;ji,...,ép) est une n-forme différen-—
tielle sur M dont la valeur en x€M ne dépend que des valeurs en x de a ,
des &, et d'un nombre fini de leurs dérivés partielles. Le sous-espace

D

C;OC(Lie(g)) de CK(Lie(g),P(Cﬂ)) constitué par les cochaines locales est stable

par ¢ , c'est donc un complexe dont la cohomologie sera appelée cohomologie locale
de Lie(G) , (on a évidemment les notions de cocycles locaux et de cobords locaux).
11 résulte de 1.4 que 1'anomalie A est un l-cocycle local qui peut €tre
éliminé (par renormalisation finie) si et seulement si c'est un l-cobord local.
L'objet important est donc 1'élément de cohomologie locale correspondant. Le
calcul de 1'anomalie dans un modéle déterminé est assez laborieux, c'est pourquoi
il est intéressant de calculer directement la I-cohomologie locale (i.e. "toutes
les anomalies possibles").z

fn remplacant 1'espnce-temps par une surface a temps constant, on sait que

2. Il est bon cependant de noter que, par construction, 1'anomalie est un l-cobord
non-local : A= & (1').
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la 2-cohomologie locale décrit les termes de Schwinger anomaux possibles (modulo
les termes triviaux) (1. On est donc amené i étudier la cohomologie locale pour
différents degrés et différentes dimensions.

2.3 Cohomologie locale et §-cohomologie modulo d .

Soit y une p-cochaine locale ; on a y(a;gl,...,gp) = j’M Q(a;él,...,ép).
0

Y est un cocycle local si et seulement si &Q + dQ' = ,» ¢'est un cobord local

si et seulement si Q = SL + dL' ou Q'(a;El,...,E

p+l) » LasE, .8 ) et

L'(a;El,...,Ep) sont des formes différentielles sur M de degrés appropriés,

dépendant multilinéairement des Ej_EIde(Q), dont les valeurs en x € M ne

. ez . 3
dépendent que des valeurs en x de a , des &, et de leurs dérivées partielles.

I1 est clair que les formes du type précédent forment une algébre bigraduée
commutative,CB , pour le bidegré = (degré de forme sur M , degré en & ) et

le produit extérieur sur l'espace tangent en M combiné a celui sur »iie(g).
Cette algeébre est un bicomplexe pour la différentielle extérieure d sur M

et § , i.e. on a : d2 =0, 62 =0 et d§ +8d = 0 . Les cohomologies loca-
les de Lie(G) pour les différentes dimensions qui nous intéressent correspon-
dent (par intégration sur les cycles appropriés de M ) a la & -cohomologie
modulo d de cette algdébre, c'est a dire la cohomologie du complexe ® /a4 (D

pour l'opérateur ¢ (qui passe au quotient en vertu de d§ +d8d = 0).

2.4 L'algébre réduite GB(M,Lie(G)),

o
Soit Enlune base de Lie(G) ;3 on a a(x) =ZIZ a (x) et
A a4 o

- ' . , , ] a
L) = Ychi (x) pour o € Tic(G). Pour tout o, s ak a et

¥ - :

¢ o P . . .

Y o E b £ sont des éléments homogénes de 05 de bidegrés (1,0) et (0,1)

respectivement. Nous désignerons par G%(M,Lie(G)) la sous—~algébre de CB engen-

, o o . .
drée par les A~ , les ¥ et leurs d et & différentielles ; c'est la plus

N

~ ks ’ 3 . Id a
petite sous-algebre différentielle bigraduée de CB contenant les A et les

o .
v . On remarquera que (ib(M,Lie(G)) ne dépend que de Lie(G) et non de G ,

de sorte que CB @LCU) est bien définie pour une algébre de lie (3} quelconque.
En utilisant 1l'isomorphisme y & Y décrit dans 2.1 on peut, pour chaque a€ M,
identifier les éléments de GB(M,Lie(G)), (ou plutdt leurs évaluations en

a G(ﬁl),“ a des formes différentieclles sur l'espace produit M x G ; dans cette
identification le produit de Gi(M,Lie(G)) correspond au produit extérieur,

d correspond a la différentielle extérieure partielle le long de M, & corres-

pond 4 la différentielle extériecure le long de G et X correspond a la forme

3. Le fait que Q' et L' puissent €tre choisis de cette forme résulte de la
trivialité de la d-cohomologie sur les opérateurs différentielsLZO], (voir la
discussion de [fﬂ 3).

4. Insistons sur le fait que les éléments de GS(M,Lie(G)) sont des fonctionnelles
de a , di.e. des fonctions sur
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de Maurer-Cartan du groupe de jauge G . Cette identification qui est systéma-
tiquement faite dans les références [3] et [4] est trés commode pour les
calculs de 1'action de d et & ; par exemple, 6x = - 1/2[yx, x] est 1'équa-
tion de Maurer-Cartan et les identités d2 =0, 62 =0 et d6+ 46d =0
proviennent du fait que d + § correspond a la différentielle extérieure sur

M x G, (la bigraduation correspondant a la structure d'espace produit).

En pratique, on observe que les anomalies connues et, plus généralement
les termes dérivés du théoréme de 1'index, sont des expressions intégrées de
OB(M,Lie(G)) ; c'est pourquoi nous allons nous restreindre au calcul de la
6—cohomologie modulo d de Gﬁ(M,Cn) par la suite bien que, en principe,

des expressions contenant des dérivées arbitraires de A et de X pourraient

intervenir.

3. ALGEBRES DE B.R.S.

3.1 La notion d'algébre de B.R.S.

Les opérateurs d et ¢ sont des anti-dérivations homogénes de
CB (M,CU } de bidegrés respectifs (1,0) et (0,1). Pour décrire leur action
sur les A” et Xa , il est commode d'introduire les éléments A = Ea B A et
X = F‘L bl Xq de OJE @ (M,OJ) s (Eaest une base de OJ ). On a les opérateurs
linéaires d et & sur Cﬂ by 63 (M,CU) en posant d(X R P) = X B dP et
S(X®Pr) = X8 SP pour XE€ C% et PE€ GB(M,CU), et on définit, de maniére
usuelle, un crochet [ .,.] bilinéaire sur Cﬂ ] 63 04,03) a partir de celui
de 9 enposant [xmP, vyBQJl= [X,y1®8P.QqQ pour X,y €} et
P,Q E(SB(M,Ca) . Avec ces notations, on a les relations fondamentales suivantes
Sy = =1/20x,x] (Maurer-Cartan) et &A= - dy - [A,x] ( = —dA)() ; on peut
résumer ces relations dans la formule
(@ +8)a +x ) + 1/2[:A + ¥, A+ Y] =dA+ 1/2 [A,A] ou encore, de maniére
équivalente, dans
(d + 8y +x) + 1/2[A+X ,A+ X]GO}QQ(B(M,@})(Z’O).

Plus généralement, étant donnée une algébre de Lie CU , nous appellerons

algeébre de B.R.S. (Becchi, Rouet et Stora) sur Cg tout couple (63,“)) ol 65

N Ry . . . , r,s
est une algébre différentielle bigraduée commutative, i.e. 05 = 6 63( »s)

(r,s) € N?

est munie de deux anti-dérivations homogénes d et & de bidegrés (1,0) et

2 2 . . N U
(0,1) antisfaisant 47 =87 = A5+ 8d = 0, et ot w est un élément de
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m& (m(l,o) @ ® (0’1)) tel que 1'on ait, (en définissant comme précédem-
ment 4, 6, et [.,.] sur Ga® ), @)+ 172 [u,ule@ 0.
W sera appelé la connexion algébrique de @ , d+9d est la différentielle de @ .

Etant données deux algébres de B.R.S. sur une algébre de Lie GA’ s

(@,w) et (@ ',w') , un homomorphisme d'algébres de B.R.S. sur 03 de
(m ,w) dans (@ ',w') sera un homomorphisme f :@ - @' d'algébres
différentielles bigraduées tel que f(W) =w' ol 1'application linéaire

Q}EB > OJEB' est définie par f(X B P) = X B f(P) pour XEO}
et P€ @ . Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur la connexion 1l'algébre de
B.R.S. (®,w) sera simplement notée @ . L'algébre @(M,a}) de 2.4 munie
de ® = A+ X est une algébre de B.R.S. sur Gj , (11 en est de méme de
1l'algébre @ introduite dans 2.3 pour B} = Lie(G)).

On vérifie facilement que, pour toute algébre de Lie 0} , 1'on a une
catégorie B.R.S.(@') dont les objets sont les algébres de B.R.S. sur 6} et
dont les morphismes sont les homomorphismes d'algébres de B.R.S. sur G} 5
cette catégorie posséde un objet initial que nous allons maintenant décrire.

3.2 L'algébre de B.R.S. universelle d'une algébre de Lie.

Soit \3} une algébre de Lie et soit (E_) une base de 6} . Considérons
quatre copies m: s 0}; s e}; et O):} du dual O}* de O} ; nous désigne-
rons les bases duales de (Eoc) correspondantes par (Aa) s (FOL) . (XOL) et
(wa). Soit fﬂ'(%) 1'algébre graduée commutative libre engendrée par les

AO‘ et les Xa en degré un et par les OL et les llJ en degré deux. On a

~95}<'3})—<A0}>&<s°}>ﬂ<1\0}>n<50}>
ou A e} désigne 1'algébre extérieure sur 6} munie de sa graduation
usuelle et S O}* désigne 1'algébre symétrique sur O}*, (i.e. les polyndmes
sur O} ), graduée en degrés pairs en donnant le degré 2n aux éléments de
st f’) et ou R désigne le produit tensorlel "tordu" des algébres graduées.
Introduisons les éléments A = EOL ] A F = E & Fa s X = EOL i Xa et
v=e 89" de O)m \94(@}) et posons dA = ¥ - 1/20 A,A7 , ar = [F,aJ,
dx=w, dy=0 et SA=-y-[a,x) Crxd , 6x =-1/2 [x, X1
Sy = C¢,x] ou [,] est le crochet naturel de e)& S}(O}).
Définissons alors dAOL,...,cswa dans ,ﬁ-(@}) par dA = E B dA® S0P =
E,B 5woc ; d et O ainsi définis sur les générateurs de gﬂ,(ﬁ}) s'éten-
dent uniquement en deux anti-dérivations notées d et § de ﬁ—(@})‘

2 .46 +6d =

d et § sont homogénes de degré un et vérifient d2 = 9§
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Introduisons un bidegré sous-jacent & la graduation de ﬁ’( O}) en donnant a A
le bidegré (1,0) , a F le bidegré (2,0), & X le bidegré (0,1) et a
le bidegré (1,1). Munie de ce bidegré et des différentielles d et 6, .ﬁ»(e})
est une algebre différentielle bigraduée et, munie de la connexion A + ¥ ,
SQ(Q)) est une algébre de B.R.S. sur Oj’ que nous appellerons algébre de
B.R.S. universelle de O‘} . L'origine de cette terminologie est que &( G})

est caractérisée (4 un isomorphisme d'algébre de B.R.S. sur O} prés) par la

propriété universelle suivante : Pour toute algébre de B.R.S. sur 0} ,(B s

dans 63 , (di.e. \ﬁ’(ej) est un objet initial de B.R.S.(O.") ). Cette propriété

il existe un unique homomorphisme f® c_lle_llgébres_c_!e B.R.S. sur Bj de GQ (O})

découle immédiatement des propriétés universelles des algébres extérieures, des

algébres symétriques et du produit tensoriel. f @ _sera appelé homomorphisme

canonique de \ﬁ (O}) dans @ . Dans le cas ou @ est 1'algébre de B.R.S.

sur % @ (M,OJ ) définie précédemment, on a le résultat fondamental suivant,
[5], : L'homomorphisme canonique de SQ(@}) dans @(M,OJ) est surjectif

algeébre de B.R.S. sur O} , les cohomologies de d et de & (d-cohomologie et
d~cohomologie) sont des algébres bigraduées ( puisque d et § sont homogénes
pour le bidegré), la cohomelogie de d + & est simplement une algébre graduée
(car d + 9 est homogéne pour le degré total et non pour le bidegré) et la
d—cohomologie modulo d est un espace bigradué. Le résultat précédent montre que
1'homomorphisme canonique de fﬂ(aj) dans {sur) (B M, Q}) induit des isomorphismes
pour les ¢ -cohomologies et pour les O&-cohomologies modulo d en bidegrés (r,s)
tels que 12 dim(N)S; on peut donc se contenter de calculer la 6 -cohomologie
modulo d de \99’(0}) pour avoir les termes anomaux provenant d'intégrations
d'éléments de @(M,OJ ), (i.e. la & -cohomologie modulo d de @(M,GJ)).
3.3 La d-cohomologie, la (d+6)-cohomologie et la § ~cohomologie de Lﬁ"(o}).

Pour calculer la ¢ ~cchomologie modulo d de .ﬂ(@ ), nous aurons besoin
de connaitre les cohomologies de d de d +6 et de & . Nous allons maintenant
décrire ces cohomologies et en tirer quelques conséquences.

On notera H(d), H(d+8) et H(S) 1la d-cohomologie, la (d+§)-cohomologie
et la f~cohomologie de 0%((3)) . Il est clair que les Aq, dA(x,,\(d , an
constituent un systéme libre de générateurs de fﬂ‘(e}) ; autrement dit

(fﬂ‘(g} ),d) est 1'algdhre différentielle contractile [l ‘3] engendrée par les

. (r,s : . .. ;

5. On a évidemment (B(M, S, S s) . {0} pour r>dim(M) ce qui implique que la
d—cohomologie module d de (M, Q}) s'annulent en bidegrés (r.s) avec
r>dim(M).
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o a . p
Aa, Xa en degré un et les dA ,dX en degré deux. Il en résulte que la

d-cohomologie de JQ (cn ) est triviale, i.e. que 1l'on a H(d) = HO’O(d) = “} .

a [0 [0} [0 .
De méme, le fait que les A, X , (d+8)A  , (d¥)X constituent un systéme

teurs homogénes de vﬁ’ (DJ ) est constitué par les AOL,GAOL, XOiFOL . I1 en résulte
que (34(53 ),8) est le produit tensoriel de l'algébre différentielle (pour § )
contractile engendrée par les ACaGA(x et de 1'algébre différentielle (pour ¢ )
engendrée par les Xa s F ; cette derniére algébre différentielle est manifeste-
ment minimale ﬁB]. La  6-cohomologie de Sy(cn ) se réduit donc a celle de 1la
sous algébre A G{}; B S Q}; engendrée par les XOL, FOL;

A q; 4] Sq; AOJ* B S OJ* peut s'identifier & 1l'espace C*(oj S OJ*) des
cochaines sur l'algébre de Lie CU a valeurs dans le Oj—module S Cﬂ* des

R

polyndmes sur Q} (pour 1l'action induite par 1l'action coadjointe), et il est
facile de vérifier que, avec cette identification, ¢ coincide avec la diffé-

* %
rentielle usuelle du complexe C (CU s S Ca ). On a donc H{) = @& Hzr’SQS)

“““““““““ (r,s)EN ?
avec B%() = w5 9,57 9%

Par la suite, nous désignerons la G§-cohomologie modulo d de CﬂT Cﬂ)

par H(&,mod(d)) = @ ) HT 2% (5 ,mod (d)).
(r,s)€lN”
Soit Qr’S un  6-cocycle modulo d de bidegré (r,s) de \jx(en ) ; on

- . ~1,s+
TS er Lstl _ 0 pour un élément (non unique) Qr L,s+l de CQT 03)

r,s + er—l,s+1

a 6Q

de bidegré (r—-1,s+1). En appliquant § & 6Q = 0 , on obtient
6er—1,s+l _ d(—GQr—I’S+1

Qr—2,5+2 tel que 6Q

) = 0 ; la trivialité de H(d) implique qu'il existe

r-l,stl + er—Z,s+2 = 0 autrement dit que Qr—l’S+l est

aussi un & -cocycle modulo d . Si Qr,s est un §-cobord modulo d , on a

Q% = su™ 5l 4 g™ S drod 1'0n tire
8dL,

r-1,s + er—l,s+1 _ d<Qr—1,s+1 _ SLr—l,s
1(d) dimplique que 1'on a Qr—l,s+l = 6L

— < + .
Qr Lystl est aussi un §-cobord modulo d . Il en résulte que pour tout

8~cocycle modulo d , Qr,s’ la classe de Qr—l’S+l dans Hr_l’s+1(6,mod(d))

) = 0 ; a nouveau, la trivialité de

r-1,s + dLr—Z,s+1

, autrement dit que

est bien définie et ne dépend que de la classe de Qr’S dans Hr’s(é,mod(d)).

: ~-1,s+l1
On a donc ainsi une application linéaire 3 : Hr’g(6,mod(d))'+ H- L,s 1((S,mod(d)).

Soit P un polyndme invariant de degré r+l sur 63 , alors, avec des

notations ¢évidentes P(F) est un élément de SQ(Cﬁ ) de hidegré (2r+2,0).
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On a dP(F) = 0 et OP(F) = 0 et par conséquent (d+8)P(F) = 0. La trivialité

2r+1
de H(d+O8) entraine que P(F) = (d+§)Q ol Q = Z Q
s=0

2r+l-s,s . ..
? est déterminé

2r+l-s,s

N

a (d+¥d)L prés, (L

2r
v 2r-s,s . . N
2 L ’®), i.e. les Q sont déterminés a

s=0
des  d-cobords modulo d prés. En développant en bidegrés 1'égalité

P(F) = (d+68)Q, on obtient, P(F) = dQ2r+l’O, GQ2r+1—s,s + szr_S’s+l = 0 pour

+ - O
0Ss £2r et SQO’zr L. 0. Les Q?r+l $2%  sont donc des § -cocycles modulo

d qui sont déterminés 4 des {&-cobords modulo d prés ; leurs classes
2+"') +—) . s
CQ r+l Sf;] dans H2r 1-s s(G,mod(d)) sont donc bien définies et, par construc-

tion, on a 0 [Q2r+1—s,s ] = [er’s+l] . P b [:Q2r+l—s,s:] est une application

. . + ~ . , .
linéaire Jr’s de 1'espace [}rsl(cn ) des polyndmes invariants homogénes de

degré r+l1 sur ég dans H2r+1_s’s(6,mod(d)) et on a jr’S+1 =3 * jr,s
b}

.T,1 N .
Remarquons que j est une maniere classique [:1], [. 2] , E3] ,[4]
de construire des anomalies en dimension paire n = 2r a partir des invariants ;

montrons que c'est générique si on travaille avec CB M,Lie(G)). Plus générale-

r,l . . . i1z
ment, nous allons montrer que j est une bijection. Soit ¢ un élément de

Hzr’l(ﬁ,mod(d)) et soit er’l un  §-cocycle modulo d de classe c ,

27,1 + szr—l’z = 0 pour un certain er_l’z ;
2r, 1 6(—dQ2r’l) - 0.

est donc un ¢ -cocycle de bidegré (2r+l,1) et on sait que

+ - s 3 s ]
2r+1,0 + dQ7r ! pour un Q2r+1 0 qui est unique
pour er’l donné car

©) =0 = 2°TFH0cg . ?rth0
a szr’O prés pour c = [_er’lj donné done dQ2r+1’O
de ¢ . 11 est clair que 1'on a 6(szr+l’O) = (d+6) (dQ
2r+1,0

que dQ = P(F) pour un PE’D g ( e” ) unique et on a par construction

( [er’lj = ¢ ), alors ona §Q
en appliquant d A 1'égalité précédente, on obtient d&Q
_dQZr,l
H2r+1’s(6) = 0 ; on a donc &Q
H2r+l,0 est donc unique

est unique en fonction

2r+1,0y 0, ce qui impli-

jr’l(P) = ¢. On a donc montré que toutes les anomalies chirales en dimension
n = 2r qui sont des éléments de CB(M,Lie(G)) intégrés sur M proviennent de
polynOmes invariants sur Cﬁ = Lie(G). La démonstration précédente montre que
jr’O est aussi un isomorphisme. Nous allons maintenant aller un peu plus loin

et calculer tous les Hr’s(é,mod(d)).

4. CALCUL DES TERMES ANOMAUX.

4.1 Le couple exact reliant la § -cohomologie modulo d de Eﬁ'(ca) ala

cohomologie de Cﬂ

Un §-cocycle est a fortiori un S-cocycle modulo d ; cette inclusion

induit en cohomologie des homomorphismes 1 : Hr’g(ﬁ) > HT’S(G,mod(d)). Soit



I 7

c €8°°%(8,mod(d)) tel que dc =0 ; si Qr,s est un O-cocycle modulo d de

classe ¢ , on a GQr’S + er—l’S+1 =0
avec Qr—l’S+1 = dLr—z’S+1 +-5Lr—l’s puisque la classe de Qr_l’S+1 est 0 ¢ = 0,
on a donc (S(Qr’S - dLr_l’s) = 0 ce qui est équivalent & dire que ¢ est dans
1'image de 1 . Il est d'autre part évident que 9 °*i est nul. Autrement dit,
la suite Hr’s(ﬁ) i Hr’s(é,mod(d)) 3- Hr—l’s+l(5,mod(d)) est exacte.

Si Qr—l’S+l est un §-cocycle modulo d alors er—l,s+1 est évidemment

un §-cocycle de bidegré (r,s+l) ; on en déduit en cohomologie des homomorphismes
d:* : Hrnl’S-i-l(é,mod(d))'+ Hr’s+l(6). Soit ¢ EEHr—l’s+1(5,mod(d)) tel que

(f*c =0 3 si Qr_l’S+1 est un § —cocycle modulo d de classe ¢ , on a

er-l’s+1 + GQr’s = 0 pour un certain Qr’S qui est un §-cocycle modulo d
On a donc ¢ = dc¢' ou «c' est la classe de Qr’S . Inversement si c =39dc¢'
et si Qr’S est un § -cocycle modulo d de classe c¢' alors ¢ est la classe
d'un Qr—l’S+1 tel que 6Qr’s + er—l,s+l = 0 donc d*rc = 0. Finalement on a
la suite exacte

H%@) 3 uT % (Gmod(@) LTS8, mod (@) E*t HS(6) 5 cette suite

se prolonge en une longue suite exacte qu'il est facile d'obtenir aussi a partir

d'une suite exacte courte de complexes [fi].
2r+l,s P . P
H ’?@@) = 0, on déduit donc des suites précédentes

WS (6 moa (@) S w26 mod (d)) 5 T1 suffit done

On sait déja que
des isomorphismes 3
de ne s'intéresser qu'aux Hzr’s(ﬁ,mod(d)).

On a d'autre part Hzr’s(é) = HS( CU,sr Cﬁ*) d'ol les suites exactes
120 ,sT Oy L w256 mod(d)) 32 mYTTZST2(5 mod(a)) 2wt (9),sT O

ou p = a¥ - Efl . Finalement on a le triangle exact, i.e. le couple exact [14]

ir,* 32 A
PP ¥ (8 mod () — HPTT (8, mod (4))

i\ l/p (©)

Hj(‘33,s O

, * * * *
ot Hpaif’ (S,mod(d)) = & HT'S(S&mod(d)) et H+(OJ,S‘3} y = o w9, 5T
r+s=1 rtsz 1
sont considérés comme bigradués sur /" /A en étendant trivialement leur

bigraduation (en (r,s) ).
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4.2 Principe du calcul de la §—-cohomologie modulo d .

Etant donné un couple exact d'espaces vectoriels, C , c'est i dire un

triangle exact d'applications linéaires

i\ A ©)

faisant intervenir deux espaces vectoriels E et F , on peut en construire
un autre

F'-—————éF'
\ / (c")

appelé couple exact dérivé de C en procédant de la maniére suivante. On pose

F' = b(F) et b' est la restriction de b a F' = b(F) considérée comme
application de F' dans F' . d=p+i est un endomorphisme de E de carré
nul, d2 = 0 ; E' est 1'homologie correspondante, E' = H(E,d). Par exactitude,
i applique les cycles de E (pour d) dans F' = b(F) et les bords de E sur
O € F' ; on définit 1i' comme étant 1'application induite correspondante de E'
dans F' . p applique TF dans les cycles de E (exactitude) et la classe de
c(f) dans E' ne dépend que de b(f) € F' pour f &F ; p' est l'application
correspondante de F' dans E' . On vérifie que le triangle d'applications
linéaires 1i', b', p' ainsi défini est exact.

f e . ' éme ., . ,
On définit alors, pour tout entier r , le couple exact r - dérivé de C

b
r
rr K/;/Fr
\ o
v E Py ( r)
r
. ) = - ] = . 4

par récurrence en posant CO = C et Cr+1 Cr . En posant dr P i. ona
Er+1 = H(Er’dr) ; (Er d )rEDJ est la suite spectrale associée & C 4.

L4l On @ 1'isomorphisme

Puisc = I = F
Puisque ker(br) lr(Er) et m(br)
d'ou on tire, pour tout entier k € N ., 1'isomorphisme

1‘r - lr(Er) ® Fr+1 ’

r=k k+1

ir(Er)) & b (F)

S
VY
N & i

r=0

Dans le cas qui nous intéresse le couple exact C (=CO) est donné par

(11[‘,

* % 2 .. PP
F = Hp (S,mod(d)), E = H+jic§,5 O} ) , b= 2 et i et p ont été définis
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dans 4.1 ; on a donc, pour tout n EN » 1'isomorphisme

r=k

, ik
Hpair’*(é,mod(d)) = (@ ir(Er))G) 82k+2Hpa_]"_r’ (§,mod(d)), mais comme tout
r=0
pair,* . : , 2k+2 _
X, €H " (S,mod(d)) est de bidegré (Zko, SLO) fini on a 3 Xy 0
*
pour k 2 ko, d'ot 1'isomorphisme Hpair, (6,mod(d)) = & ir(Er)

reMN
Pour calculer la §-cohomologie modulo d de .ﬁ-( G}), il suffit donc

de déterminer les termes Er de la suite spectrale ainsi que les noyaux des
ir et éventuellement de donner une méthode de construction de O-cocycles

modulo d correspondant aux éléments de ] Er' Nous allons décrire la
rélN

situation dans le cas ou e} est une algébre de Lie réductive.

4.3 Le cas des algébres de Lie réductives.

Dans ce paragraphe Cﬁ est une algébre de Lie réelle réductive de dimension
finie c'est A dire un produit direct d'une algébre de Lie semi-simple et d'une
algébre de Lie abélienne. Rappelons que dans ce cas H*(Cn ) s'identifie a
1'algébre D A (cn ) des formes extérieures invariantes sur C» et que cette
algébre est engendrée librement, comme algébre graduée commutative, par n'importe
quelle base de formes homogénes invariantes primitives [15]{]6]; de plus, toute
forme Homogéne invariante primitive est de degré impair de sorte que ﬂ A ( 05)
est l'algébre extérieure comstruite sur 1'e$pace P des formes invariantes

primitives : ) A"(O)) = AP. Soit P2k+l,‘ 1'espace des formes invariantes primi-
‘tives qui sont de degré Zk%l ; P=6

2
Puk+l
1 KEN
s'annulent lorsque k est supérieur & un

, et puisque df_m(P) est le rang

";"é:fini) de‘ Q} , les espaces P
n * %
entier fini rM( Q}). De méme, H (6},8 0} ) s'identifie au produit tensoriel
‘:]S(G‘}) ] ':] A ( q.) de 1'algébre des polyndmes invariants sur O} par l'algé-
bre des formes extérieures invariantes sur O}[l'/l [l8] . On notera d'autre
. , Jky 2k+1 +1 s .
part que l'application j : 313{ (9 ~ 1 Zkﬂ(d ,mod(d)) définie dans
3.3 s'identifie & 1l'application de Cartan D ‘J 1§+1(®] ) > sz\k+l(0}), [18] ,[16]
, 0, 2k+1 0,2k+1 +
(via H (S,mod(d)) = H (§) = HZk 1(03) = 3/%1{4-1( Gj)) .

L'image de p : BS(OJ) > ’JA(OJ) est précisément 1'espace P des formes

primitives [18] Choisissons une fois pour toutes une transgresssion T , c'est

a dire une application linéaire T : P ~ US(O]) telle que

2k+1 k+1
T(P ) C US (Dj) pour k GD\] et que p °* T soit 1'application identique
de P . Il est classique [193,[16] que l'image par T d'une basehomogéne de P
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est un systéme libre de générateurs de 1'algébre commutative E}S(‘J})

qui coincide par conséquent avec 1l'algébre symétrique ST (P) = SP
construite sur P : |JS(O}) = ST (P). On a donc
* *
(9 ,s B = st (@) aar.
Introduisons les sous-—espaces Pr =6 P2k+l de P (P0 = P) et

kzr
définissons les sous-algébres gr et E_ = 'J; de DS(S}) B UA (G})

par ') =ST(®P)® AP et E = ® (S®t(®)® AP ). On a
Y Y r r m+n>l r X

_ bo r _ m 2r+l n 2r+l
Er = Er+1 & Er avec E = @& (S T(P ) B AP ) R CL+1
minz 1

=N PR — * *
définition, on a EO = H+ (BJ,S O‘}) et Er = {0} pour r>rM( GJ).

Soit dr 1'unique anti-dérivation de Dr (les polyndOmes homogénes de degré

. Par

k ont le degré 2k dans toutes les algébres considérées ici) telle que
dr(ﬂHP ) = 0, dr(T(Pr)ﬂ‘ﬂ,)=O et dr(ﬂﬂa)= T(@) 84 pour

2r+ .,
a €Pp r l. On a di = 0, dErC: Er et, on vérifie facilement que pour

r+1

1'homologie on a H(Er’dr) = E ; en fait, (Er’dr) est la suite

r+l
spectrale associée au couple exact C de 4.l1. Plus précisément le couple

. me ., . . .
exact C r - dérivé de C est donné par

o+

37 THPATT (6, mod () g PP " (8, mod (a))

E
r

ou 1i_ est donné par la restriction de 1 = iO a

Er - EO = Hi (e} .S OJ*) et pr(azr(l) est la composante de p(a) = po(oc)
s=r-1
sur Er dans la décomposition EO = Er Ez . Qﬂ_ﬁ_éléEEEE_EEEE
s=0
er, ()
ker(ir) = ) Im(dk). Ces résultats peuvent se démontrer directement
k=r

par récurrence sur r ou bien en utilisant un lemme de 'transgression
généralisée”" qui a son intérét en lui-méme et permet de construire directe-
ment des §~cocycles modulo d au-dessus de ? Er , (pour plus de détails,
voir la référence ES ] ainsi que la référence [9] pour des applications

a4 des cas particuliers intéressants pour la physique).
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4.4 Conclusion.

Ce qui précéde permet de dresser la table de la §-cohomologie modulo
d de 3“( 05) dans le cas ou 63 est réductive et, par conséquent, de
déterminer tous les termes anomaux qui sont des intégrales de produit
extérieur des l-formes de potentiel de jauge, des '"champs de fantomes"
ainsi que de leurs différentielles d et & . Il serait souhaitable d'éten-
dre ces résultats d des expressions plus générales contenant des dérivées
arbitraires des champs puisque, en principe, de telles expressions pourraient
intervenir dans certains modéles (bien que l'on n'en connaisse pas d'exemples

pour l'instant).
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